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Dans  celte  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Lagucrrc, 
j'aurai  plus  à  parler  de  ses  travaux  (jue  d(!  sa  vie.  Son  exis- 
tence, utile  et  laborieuse,  n'a  été  ni  agitée  ni  bruyante.  Sans 
andiilion,  partagé  entre  ses  devoirs  professionnels,  les  joies 
de  l'étude  et  celles  de  la  famille,  les  seuls  événements  de  sa 
vie  ont  été  des  découvertes. 

Laguerrc  naquit  à  Bar-le-Duc,  le  ç)  avril  i834.  Dès  le 
début  de  ses  études,  son  talent  naissant  fut  remarqué  de  ses 
maîtres;  mais  il  ne  devait  pas  quitter  les  bancs  du  lycée  sans 
avoir  montré  qu'il  était  autre  chose  qu'un  bon  écolici'. 
Ia\  i8j3,  n'étant  encore  que  candidat  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, il  se  signala  par  un  travail  original. 

Dans  le  programme  d'admission  à  cette  l'xole,  la  place 
d'honneur  appartient  à  la  Géométrie  analylitpie.  Celte 
Science  se  renouvelait  alors  ])ar  une  révolution  en  quelque 
sorte  inverse  de  la  réforme  cartésienne.  Avant  Descartes,  le 
hasard  seul,  ou  le  génie,  permettait  de  résoudre  une  ques- 
tion géomélri(pie;  après  Descartes,  on  a   pour  aiiiver  au 
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ivsullal  il«'s  ivi^^lrs  iufailliMos;  noiir  l'Irc  j^ôoiin-tir,  il  siiUil 
d'ôiro  palionl.  Mais  iinr  môtliode  puronicnl  niôcani(|iic,  (|wi 
lUMliMiiaiulo  à  Irsjuil  il  iincnlion  aiicim  clloil,  iic  |tt'iil  rlio 
rêclicmciil  fj'oondc.  l  no  nouvelle  réforme  ('lail  doiie  ik'COS- 
saire  :  Poncelel  fl  (lliasles  «m»  furent  les  inilialcnrs.  (i race  à 
eux,  ce  n'est  plus  ni  à  iin  hasard  lirinviix,  ni  à  nnc  longue 
p.ilience (|n(' nonsdevonsdenianderla solntiond'un  |»r()l)lènie, 
mais  à  nnc  connaissance  approfondie  des  faits  matliématicpies 
et  de  leurs  rapports  intimes.  Les  longes  calculs  d'autrefois 
sont  devenus  inutiles,  car  on  peut  le  plus  souvent  en  prévoir 
le  résultat, 

Laguerre  a  joué  dans  cette  réforme  un  rôle  très  imj)or- 
tant,  (|ue  son  premier  travail  de  jeunesse  permettait  déjà  de 
pressentir.  La  théorie  des  propriétés  projectives  de  Poncelet, 
l'une  des  plus  utiles  des  méthodes  modernes,  permet  de  dé- 
duire d'une  proposition  connue  une  infinité  de  propositions 
nouvelles.  Mais,  en  i8j3,  cette  théorie  était  loin  d'être 
complète;  bien  des  points,  et  non  des  moins  importants,  res- 
taient encore  à  éclaircir  :  comment  pouvait  se  faire  la  trans- 
formation des  propriétés  métriques  des  figures  et,  en  parti- 
culier, des  relations  entre  les  angles?  Le  jeune  lycéen  résolut 
du  premier  coup  ce  problème  qui  préoccupait  les  fondateurs 
de  la  Géométrie  moderne;  sa  solution,  simple  et  élégante, 
fut  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Il  entra  le  quatrième  à  l'Ecole  Polytechnique.  Si  son  rang 
de  sortie  fut  un  peu  moins  brillant,  nous  ne  devons  pas  nous 
en  étonner,  car  il  fut  à  l'Lcole  ce  (|u'il  fut  dans  la  vie.  Le 
monde  ne  lui  apparaissait  pas  comme  un  champ  clos,  ni  les 
hommes  comme  des  rivaux  qu'il  faut  devancer  à  tout  prix. 
Ce  qu'il  cherchait  dans  l'étude,  ce  n'était  pas  le  succès,  mais 


IMIKKACK.  VII 

lo  savoir;  inallioiircMisomriii.  le  cliciniii  !<■  plus  romi  vors  ces 
pi'ciiiltM's  rauj^s  si  ardi'iniiiciil  coiiNoih'-s  iTcsl  pas  toujours  lo 
liavail  orij;inal  cl  lihrc,  (jiii  lail  jicrdit'  de  vue  If  Iml  aïKjin-l 
d'autres  ])onsonl  sans  cesse. 

Devenu  officiel-  (rarlillciif  cl  ciivoNt'  à  Mdz,  à  Miitziu', 
puis  à  Slrasboui\i;,  il  m*  |)iil)lia  rien  pciidaiil.  dix  ans.  Il  ii'iii- 
plissait  ses  devoirs  niilitaircs  avec  une  scrupuleuse  ponc- 
tualité, et  ses  camarades  pouvaient  croire  f[ue  sa  profession 
l'absorbait  tout  entier.  Ils  se  tronipaicnl.  La|^^ucrrc  poursui- 
vait silencieusement  les  études  (ju'il  avait  si  brillaniiiient 
commencées  et  accnmulail  d'importants  matériaux. 

(^uand  il  rc\inl  à  Paris,  eu  iHl)/!,  pour  reniiilii"  les  fonc- 
tions de  répétiteur  à  llùole  Polytecbniquc,  il  lui  cnl  été 
facile,  en  dévoilant  les  secrets  (pTil  devait  à  dix  ans  de  tra- 
vail, de  publier  un  important  volume  de  Géométrie  qui  Teiit 
immédiatement  classé  bors  de  pair.  Il  n'en  fit  rien.  Les  idées 
j^énérales  n'avaient  de  })rix,  à  ses  yeux,  que  par  les  applica- 
tions particulières  où  elles  pouvaient  conduire.  11  ne  com- 
muniqua donc  ses  résultats  qu'un  à  un,  avee  sol)riété,  presque 
avec  avarice. 

Difficile  à  satisfaire,  il  ne  voulait  rien  livrer  que  de  parfait. 
Ce  n'est  qu'en  1870  qu'il  lit,  à  la  salle  (ierson,  un  Cours 
public,  où  il  exposa  ses  vues  d'ensemble  sur  l'emploi  des 
imaginaires  en  Géométrie  et  dont  les  premières  Leçons 
furent  seules  publiées. 

Aucune  des  ressources  nouvelles  de  la  Géométrie  supé- 
rieure ne  lui  fut  étrangère;  il  en  créa  quebjues-unes;  il  les 
mania  toutes  avec  babileté  cl  bonbcur.  Les  résultats  sont 
trop  nombreux  pour  que  je  puisse  songer  à  les  analyser  ou 
même  à  les  énumérer  tous.  Sur  cent   quarante  Mémoires 


«lu'il  nous  a  laissôs,  plus  do  l.i  rudilii-  sont  des  IravaiiN  de 
(î«*onu'lrir  cl  luanpHMil  la  place  (pi  .1  Icimc  I  ,a};u('rn' dans  co 
mouvenuMit  doiil  j'ai  jiarlê  plus  liant  cl  doù  csl  sortie  la 
Géoinèlrio  uiodcru»'. 

11  s'occupa  dalxtid  de  r('pr(''S('nli'i-  d'iiiic  facdii  concrèlc 
les  points  imaginaires  du  plan  et  de  l'espace;  c'est  ainsi,  eu 
particulier,  (piil  lut  anuMU'  à  C()in|)i(Mulre  le  premier  le  rôle 
imjiorlaul  ipu*  joue  laire  du  Iriauj^de  spliéricpie  dans  la  (léo- 
niélric  de  la  sphère,  et  à  étendre  la  théorie  des  foyers  à 
toutes  les  courbes  alji^ébriqucs  planes  et  sphéricpies. 

I/étudc  des  courbes  et  des  surfaces  al^^ébriqucs  se  rattache 
directement  à  la  théorie  des  formes  homogènes  et  de  leurs 
invariants;  tout  théorème  sur  ces  formes  est  susceptible,  en 
elTel,  d'autant  d'interprétations  géométrif|ues  qu'on  peut 
imaginer  de  systèmes  nouveaux  de  coordonnées.  Lagucrre  a 
créé  deux  de  ces  systèmes  :  le  premier  est  applicable  aux 
courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre;  le  deuxième 
csl  ce  qu'il  a  appelé  Véquation  mixte  et  met  en  évidence  les 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point  exté- 
rieur. Sa  connaissance  approfondie  de  la  théorie  des  formes, 
alors  naissante,  lui  permit  de  tirer  de  ces  deux  inventions 
tout  le  parti  possible.  Parmi  ces  résultats,  je  citerai  seule- 
ment l'étude  qu'il  fit  d'une  surface  du  troisième  ordre,  réci- 
proque de  celle  de  Steiner. 

Les  courbes  et  les  surfaces  anallagmatiques  attiraient  à 
cette  époque  l'attention  des  géomètres  les  plus  éminents; 
plusieurs  de  leurs  propriétés  les  plus  importantes  ont  été 
découvertes  [)ar  Laguerre.  11  étudiait  en  même  temps  toutes 
les  courbes  du  quatrième  ordre,  et  en  particulier  rhyj)Ocy- 
cloldc  à  trois  rebroussemenis.   la  cardioïdc,  la  leuiniscate, 


les  cassiiiicmics  jilaiifs  cl  sjilicricjiics,  les  l)i(jiiii(liiili(jiics 
j^MUchcs;  SOS  irsullats  rlcii^ants,  <jiiMI  (''lahlissail  ton  joins  |»ar 
uiH'  d(''mf)nsti  alioii  sim|>l«'  cl  in^^c'niciisc,  lunl  m-l  icinciil 
ressoi'llr  les  rapporls  «jui  lient  cnlic  rllcs  ces  (jiicslioiis  tlill/-- 
rcnlcs. 

A  colc  (!<•  Il  (Ii'oiiKiiic  ali;cl)ri(|ue  se  développe  la  (iéo- 
mélrie  iiiliiiilcslinalc,  à  lacjiiclle  se  rallachc  r<''lii(lc  de  la 
coiirltiiie  des  lignes  cl  des  surfaces,  (^ellc  juaiiclic  de  la 
Science  doit  aussi  l)eaucou[)  à  La^'^ucii'c.  il  y  a  a|»|)li([nc 
tantôt  les  ressources  du  Calcul  dilïérenlicl,  tantôt  celles  des 
niélliodes  ali^ébriques  qu'il  avait  créées.  Je  citerai  seulement 
SCS  reclierclies  sur  les  li*j;nes  géodésiques  et  sur  la  courbure 
des  surfaces  anallagnialiques. 

Le  célèbre  lliéorcme  de  Poncelct  est  une  interprétation 
géométrique  liniiineuse  d<^  Taddition  des  arguments  ellip- 
tiques. Laguerre  Téclaircit  encore,  en  approfondit  les  cas 
particuliers,  le  rattache  aux  découvertes  de  Jacobi,  enfin  le 
généralise  et  Tétend  aux  fonctions  byperelliptiques.  Le  lliéo- 
rènie  d'addition  de  ces  fonctions,  si  compliqué  sous  sa  forme 
algébri(pie,  est  remarquablement  simple  et  élégant  sous  son 
nouveau  vêtement  géométri(|ue. 

Je  ne  puis  que  signaler  en  passant  une  ingénieuse  exten- 
sion (In  théorème  de  Joachimslald  aux  surfaces  du  second 
ordre,  et  jai  liàle  iraiiiver  à  un  Mémoire  troj)  peu  connu 
cl  dont  la  portée  philosophique  est  très  grande.  Ce  Mémoire, 
(|iii  a  |)(iiir  litre  :  u  Sur  les  systèmes  linéaires  »,  a  été  publié 
en  I  8G7  dans  le  .louiinil  de  /'Eco/f  Polytechnique. 

Les  substitutions  linéaires  ont  acquis  dans  TAnalyse  une 
telle  inqiortance  (ju'il  nous  semble  aujourd'hui  difficile  de 
traiter  une  seule   cpicslion   sans    <pi'elles   s'v   introduisent. 
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Ljiiîiiorrt'  (h'viiiail  tl«'jà,  sansdout»',  l'avenir  ivscrvr  à  collo 
llu'orio  ri  il  en  ilovcl()|>|)ail  en  (|in*I(juos  j)ai;('s  Ions  les  j)()iiils 
csscnliols. 

Mais  il  IK*  Si'  lioniail  |»as  là.  i)(*j)iiis  \c  coiiniionccnH'iil  du 
sièclo.  do  jxi'îïnds  cflVnIs  ont  ('le  faits  ]>oiir  p^énôraliscr  If  con- 
C(M>I  d<'  i;raiidrur;  des  (jikuiIIIi-s  D'elles,  on  s'esl  éleNc  aii\ 
(]uanhtés  imaj^Miiairos,  an\  iinmhrcs  complexes,  aii\  idéaux, 
aii\  (jiiateinions,  aux  iina^nnaires  de  Gallois,  l.e  domaine  de 
r Analyse  sa^M^andissail  ainsi  sans  cesse  el  de  Ions  cotés; 
Lai::uerrc  s'élève  à  un  point  de  vue  d'où  Ton  peut  embrasser 
d'un  coup  d'œil  tous  ces  liorizons.  Toutes  ces  notions  nou- 
velles, et  en  particulier  les  rpiaternions,  sont  ramenées  aux 
substitutions  linéaires.  Tour  faire  comprendre  la  [xM'Lée  de 
cell*.'  vn<'  inii^énicuse,  (pi'il  me  suffise  de  rappeler  les  beaux 
travaux  dr  \I.  Sylvesler  sur  ce  sujet. 

Lag[uerre  appli(pie  ces  pi'incipes  à  la  tbéoric  des  formes 
quadratiques  el  à  celle  des  fonctions  abéliennes,  et  il  re- 
trouve el  comj)lèle  sur  divers  points  les  résultats  de  M.  I [er- 
mite. Sans  doute,  il  n'y  a  dans  tout  cela  qu'une  notation 
nouvelle;  mais  qu'on  ne  s'y  trompe  pas  :  dans  les  Sciences 
malbémaliqucs,  une  bonne  notation  a  la  même  importance 
pbilosophiquc  qu'une  bonne  classification  dans  les  Sciences 
naturelles.  Le  Mémoire  que  j(3  cite  en  est  d'ailleurs  la  meil- 
leure preuve.  Laguerre  louclie  à  toutes  les  branches  de  l'Ana- 
lyse cl  force,  pour  ainsi  dire,  une  multitude  de  faits  sans 
aucun  lien  apparent  à  se  grouper  suivant  leurs  affinités  natu- 
relles. 

Depuis  187 'i,  Lajj^uerre  faisait  partie  du  Jury  d'admission 
à  l'Kcolc  Polytechnique.  Ces  délicates  fonctions  ne  pou- 
vaient être  confiées  à  un  examinateur  plus  compétent  et  plus 


S(Mii|>iil<'ii\.  (li's  jiif;"os  si  rcdoiili'-s  soiil  ju^^rs  ;"i  leur  loiir,  cl 
(iiirhi  Ile  fois  S(''V("'r<'m('iil,  |i;ii'  Irs  ciiiididals  iiiiilliciiiciix  (»ii  jnii' 
leurs  |)i'(>li'ssciiis.  .liiiiiiiis  iiii  coikImiiiiii'  ii  ii  pidloli-  coiili'c 
iiii  .irirl  (II'  l.iiuiicn»'.  Il  siiNiiil  iiiiciiv  (|ii('  pcrsoniK'  dislin- 
•^nicr  le  M'ai  sa\(tii',  (|ii<'l(|iii'r(»is  moins  Itidliiiil.  de  celle  ('tu- 
dilioii  siiperlicicllc  {\\\{-  à  mie  |»i'(''|iaialioii  liahdc.  Aussi 
(juelle  soiilliaiice  pour  lui  (juaud  un  candidat,  tlont  il  avait, 
dès  l'ahoi'd  deviné  le  mérite,  se  troublait  dans  la  suite  de 
l'examen  et  restait  au-dessous  de  lui-même. 

C'est  à  ce  moment  de  sa  vie  que  j'ai  commencé  à  le  con- 
naître et  (juc  jai  j)U  apprécier,  non  seulement  son  rare  talent 
de  géomètre,  mais  sa  conscience,  sa  droiture  et  sa  grande 
élévation  morale.  .Je  me  rappellerai  toujours  avec  reconnais- 
sance la  complaisance  avec  laquelle  il  mettait  au  service  des 
débutants  toutes  les  ressources  d'une  érudition  vaste  et  sùrc. 

Ses  nouvelles  fonctions  ne  détournèrent  pas  Lagucrre  de 
ses  recherches  géométriques;  c'est  à  cette  époque  qu'il  créa 
la  Géométrie  de  direction.  Il  est  peu  d'exemples  qui  fassent 
mieux  voir  combien  Tidée  la  plus  simple  peut  devenir  fé- 
conde quand  un  esprit  ingénieux  et  profond  s'en  empare.  On 
peut  regarder  une  droite  ou  un  cercle  comme  la  trajectoire 
d'un  point  mobile;  mais  ce  point  peut  ])arcourir  sa  trajec- 
toire dans  deux  sens  opposés  :  c'est  ce  <pii  conduit  à  consi- 
dérer une  droite  connue  formée  de  deux  semi-droites  et  un 
cercle  comme  formé  de  deux  cycles.  De  ce  point  de  vue,  les 
autres  courbes  se  répartissent  en  deux  classes  :  les  courbes 
de  direction  qui  sont  susceptibles  de  se  décomposer  analy- 
liquement,  comme  la  droite,  en  deux  trajectoires  parcourues 
en  sens  contraire,  et  celles  pour  lesquelles  une  sendjlable 
décomposition  est  inqiossible. 


Li'  jt.irti  (|U0  I.iiijiiorn»  ;i  su  linM'  de  (-(Mtc  (lisliiiclion 
iiuuilr»'  »|ir«'llt'  Il  t'-l  iHilItMiiciil  jiiltiliaii'c.  Mlle  l'a  coiuliiil 
fil  paiiiculior  à  inn'  Iraiisldiinalion  ^roiiirtiMcjHc  noiivoUc 
(jui  jtroinol  de  n'ôlrr  pas  moins  iililc  <|ii('  les  haiisloriiialions 
(h'jà  ronniics. 

l'oiir  irsoiidro  un  |tr()ltl»''Mi('  nouveau,  nous  clicrclions  tou- 
jours à  le  sinipliliei-  j»ai"  une  st'-rie  de  transformations;  mais 
cclto  simplUication  a  un  Icnne.  car  il  \  a  dans  loni  jii'oMôme 
(juel(|uc  cliosc  d'essentiel,  pour  ainsi  dire,  que  toute  trans- 
formation est  impuissante  à  modilici-.  De  là  rimporlancc  de 
la  notion  tjéntralc  d'invariant  que  r(Ui  doit  rencontrer  dans 
toute  (pieslion  de  .Matli(''mati(jues;  elle  devait  s'introduire 
nécessairement  dans  la  théorie  des  équations  dilTérenticlles 
linéaires  et  fournir  Ir  moyen  damenei'  ces  équations,  par  des 
opérations  convenables,  au  plus  haut  degré  possible  de  sim- 
j)Iicité. 

Celle  idée  est  due  aussi  à  Laguerre,  et  M.  Halphen  a 
montré  combien  elle  était  féconde  en  dévelop|)anl  à  ce  point 
de  vue  nouveau  sa  théorie  des  invariants  diflérenliels. 

J'arrive  à  la  partie  la  plus  remanjuable  de  IVeuvrc  de 
Latriierre,  je  veux  parler  de  ses  travaux  sur  les  équations 
al|;ébriques.  Le  théorème  de  Sturm  permettait  déjà  une  dis- 
cussion complète;  la  méthode  de  Newton  donnait  une 
approximation  rapide  et  indéfinie.  La  question  semblait  donc 
épuisée.  Mais  ce  n'était  pas  la  première  fois  (pie  Laguerre, 
abordant  un  (  liamp  où  les  esprits  superficiels  ne  croyaient 
plus  avoir  rien  à  <,daner,  en  rapportait  une  moisson  nouvelle. 

La  méthode  de  Sturm,  il  faut  bien  le  reconnaître,  a  été 
plus  admirée  qu'appliquée.  Pour  obtenir  le  nombre  des 
racines  réelles  d  une  équation,  on  prélère  i;énéralement  em- 


|)l()V('i'  (les  moyens  (If'IoMnii'S  propres  à  clia(pi<'  r;\^  paili- 
ciilicr;  on  ne  ponvail  ilonc  U'onvcr-  dr  nouveau  (jn'cii  (k'lior> 
du  cas  général. 

La  dénionslralion  classicpir  de  la  rèj;lo  îles  sif!^ncs  de  Des- 
cartes est  d'une  j^Tande  simplicité;  La^uerre  en  a  Irouvé  uni- 
plus  simple  encore.  Ce  n'eut  él/'  là  (juiin  avantage  secon- 
daire, mais  la  démonstration  nouvelle  s'appli({ue  non  seule- 
ment aux  polynômes  entiers,  mais  encore  aux  séries  infinies. 
Ainsi  transformé,  l<'  théorème  de  Descartes  devient  un  in- 
strument d'une  llexihililé  merveilleuse;  manié  par  Laguerre, 
il  le  conduit  à  des  règles  élégantes,  bien  plus  simples  que 
celles  de  Sturm  et  s'appliquant  à  des  classes  très  étendues 
d'équations.  Une  d'elles,  qui,  à  vrai  dire,  est  aussi  compli- 
quée que  celle  de  Sturm,  a  le  même  degré  de  généralité. 
Laguerre  ne  s'y  arrête  pas  d'ailleurs,  attiré  plutôt  vers  les 
cas  particuliers  simples  par  son  instinct  scientifique. 

La  méthode  de  Newton  consiste  à  remplacer  l'équation  à 
résoudre  par  une  équation  du  premier  degré  qui  en  dif- 
fère très  peu;  Laguerre  la  remplace  par  une  équation  du 
deuxième  degré  qui  en  dilTèrc  moins  encore.  L'approxima- 
tion est  plus  rapide;  de  plus,  la  méthode  n'est  jamais  en 
déjiuU,  au  moins  quand  toutes  les  racines  sont  réelles.  Le 
procédé  nouveau  est  surtout  avantageux  quand  le  premier 
membre  do  ré(juation  est  un  de  ces  polynômes  qui  satisfont 
à  lUK.'  équation  dilTérentiellc  linéaire  et  dont  le  rôle  analy- 
tique est  si  inqiortant.  Je  ne  puis  non  plus  passer  sous  silence 
une  méthode  ingénieuse  pour  séparer  et  calculer  les  racines 
imaginaires,  mais  dont  Laguerre  n'a  pas  eu  le  temps  de  tirer 
toutes  les  consé<{uences. 

(Quelles  sont,  parmi  ces  propiiétés,  celles  (jui  s'étendent  aii\ 


XIV  rnSFAcr. 

('Mjiialions  Iranscendanlos?  Lai^ucM-ro  s\'n  nivocnipc  c\  csl 
ainsi  ainciu'  à  approf«)n(lir  la  «lassilicatioii  en  genres  des 
transcondantrs  (Miliri'i's  :  |M'rM>nii('  ne  >  ot  axaiici' aussi  loin 
iiuc  lui  ilan-^  ii'Itf  llicoru'.  1  iiiii'  des  plus  (liHi(il('s  de  TAiia- 
lyso. 

I/ôhidc  des  fractions  conlinuos  ali;rl)ii(|ii('s  nous  pcr- 
nuMlra  sans  doutf  un  joui'  df  r('|)ii''st'iil('i'  les  l'oiiclions  j»ar 
des  développciuiMits  Ix-auroiii»  plus  coum'i^ciiIs  (pic  les  séries 
d<'  j>uissances;  mais  jxmi  de  ^t'ouirlrcs  oui  ose  s'avcului'or 
dans  ce  domaine  iucouuu  ipii  nous  réserve  hieu  d(>s  sui- 
prises;  La^uerre  \  lui  eouduil  j)ar  ses  reclierelies  sur  les 
polynômes  (pii  salisfonlà  uiieéipialion  dillérenliclle  linéaire. 
De  tous  les  résultais  (pi'il  ohlinl,  je  n'eu  veux  citer  (ju'un, 
parce  que  c'est  le  plus  surprenant  el  li'  plus  suj^^:eslif.  D'une 
série  divergente,  on  peut  dc-diiii-e  une  IVaction  continue  con- 
vcrg^ente  :  c'est  là  un  nouNcan  mode  d'emploi  l(''i;itinu!  des 
séries  divergentes  (jui  est  sans  doule  destine''  à  un  grand 
avenir. 

Tel  est  ce  vaste  ensemble  de  travaux  algébrirpies  et  analy- 
tiques où  Laguerre  a  su,  chose  rare,  s'élever  aux  aperçus 
généraux  sans  jamais  perdre  de  vue  les  a])plicalioiis  particu- 
lières et  même  numériques. 

Je  m'arrête  dans  cette  longue  énumération  de  décou- 
vertes; je  n'ai  pu  être  court,  et  je  nai  j)as  même  Texcuse 
d'avoir  été  complet,  puisque  je  n'ai  signalé  ni  les  applications 
de  la  méthode  de  Mongc  ni  celles  du  principe  du  dernier 
multiplicateur;  mais  la  prodigieuse  fécondité  de  Laguerre 
rendait  ma  tâche  difficile. 

S'il  était  vrai  (|u'on  ne  pût  rencontrer  la  gloire  sans  la 
rhercher,  Laguerre  serait  resté  toujours  ignoié;  mais,  hourcu- 


sriiK'iil,  SCS  l)(';iii\  travaux  lui  avaicul  aLlirc  l'cstitMc  cl 
Mciilùl  raduiiialion  dos  juches  les  ])lns  compclcuts,  ci  il  ne 
(levait  |iasaltcn(li'e  eu  Nain  (|ii"()ii  lui  rendit  justice.  I/lustitiil 
lui  oiiviil  ses  portes  le  ii  uiai  iScS'i;  |>cu  de  temps  anr'cs, 
\I .  lîertrand  lui  enujiait  la  su|i|)léance  de  la  cliaiic  de  IMiy- 
si(jue  iuallii''niati(|ue  au  (lollc^-c  de  {"'raucc. 

Il  est  Irislc  de  penser  qu«' Lai^iicire  ne  put  jouii- (pie  pon- 
daul  peu  tle  temps  de  cette  double  et  lé^^itiine  récoin[)ense. 
il  eut  encore  le  tem[)s,  cependant,  dans  les  (pielrjues  Leçons 
(piil  lit  au  (lolk'j^^e  de  France,  (r(?\poser  sous  un  jour  tout 
nouveau  cette  belle  tlicjorie  de  Taltraction  des  ellipsoïdes, 
(pi'il  avciit  conipl(3t(!'e  par  ses  travaux:  personnels.  Il  si{!'p^ca  à 
[)eine  à  rAcad(jniie  des  Sciences.  Les  examens  (reutr(''c  à 
rÉcole  Polyteclinicpie  l'en  éloignè'reuL  dabord,  puis  la  ma- 
ladie Tobli^^ea  à  (piiller  toutes  ses  occupations. 

Sa  santé,  (jui  avait  toujours  été  délicate,  usée  par  un  tra- 
vail incessant  et  opiniâtre,  était  irri'uicdiablement  perdue. 
Malj^ré  les  soins  pieux  dont  Lag;uerrc  était  entoure,  le  mal 
fit  pendant  six  mois  de  continuels  profères.  Il  mourut,  le 
I  \  août  188G,  dans  sa  ville  natale,  à  liar-l(2-l)uc. 

il  sera  rej^retté  non  seulement  de  ses  amis,  mais  de  tous 
les  liommes  (jui  s'intéressent  à  la  Science  et  qui  savent  com- 
bien de  secrets  il  a  emportés  dans  la  tombe. 

II.    l'diNCAnf;. 


\L(;kivri:. 


'I  i;   IV 


Tiii-nmi:  iiKs  l'Oi  \Tm\s  m  mkiîiui  i:s, 


JiKirtifi/  t/t-  .\/itl/n-iii(i/it/iiis  /unes  ff  a/)/t/it/uc)'s,    i"  si'-rii',  l.   I\;    iSN. 


I  r>r;(;i.ic  iu:s  signks  uk  Dkscvutks. 

I.  I^a  rèi^le  des  si<;nes  de  Descarles  consislc  dans  les  dctiv  |iio- 
|>(>>ilions  suivanfps  : 

F(j")  ci(''sirr/ia/it  un  polvnôine  ordonne  suùant  les  puissances 
de  X,  le  nombre  des  nicines  positives  de  Ué(jualion  ^\x)  =  o 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  polynôme  F(^). 

Si  le  nombre  des  racines  positives  est  inférieur  au  nnndjrc 
des  variations  du  poh/Kime,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

IMur  établir  la  première  proposilion,  je  déiuonlrerai  <jiie,  si  elle 
est  vraie  quand  le  polynùme  qui  forme  Je  premier  membre  de  l'é- 
quatioa  présente  {m  —  i)  variations,  elle  est  également  vraie  quand 
ce  polynôme  présente  ni  variations.  La  proposition  sera,  par  suite, 
établie  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'elle  a  lieu  évidemment 
dans  le  cas  où  tous  les  termes  du  polynôme  sont  de  même  signe. 

Soit  donc 

F(r  )  =  Aj-/'-4-.  .  .-4-  Mx''-i-  "Sx^-^. . .-}-  R  j-« 

un  jtuivnnme  ortlonné  suivant   les  puissances  croissantes  ou   dé- 
croissantes de  X  et  présentant  m  variations.  L  équation 

¥{x)x-'^=  o, 

où  y.  tlésignc  un  nombre  réel  arbitraire,  a  les  même-;  racines  posi- 
tives que  l'écpialioii 

'"  V{x)z=^i. 


'l  AI-OÈBUF.. 

v[  la  fonclitm  «jiii  ri)iisliliic  son  |H-oniicr  nuMiiltit*  iKincmt'  lliiif  tl 
continiK*.  <|iianil  ./•  noil  iiKUliiiinuMit  à  parlir  d'im  nomlirc  po- 
sitif: an>«-<i  petit  (piOn  \c  \ri\\.  On  peut  (lune  ;ippliipuM-  I»^  ihéo- 
ivnu-  tif  Hollr  «•iilrr  les  limites  o  ri  -j-  x  ,  cl  Ton  voit  (pic  le  iiomhro 
(les  raeiiifs  de  l'éipiatioii  (  t)  est  au  plus  supérieur  d'un»'  unité  au 
nombre  dos  racines  de  l'iMiualion  x"'""*""  [jr  F'(j:)  —  aF(jc)]  =  o, 
ou  encore  de  TeipialKM! 

(1)  xF'(r)  —  aF(j")  =  o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  respecliveincnl 

\   />—%) M(/-— Ti.      \i,<:  —  1^ H  (//  —  al. 

l^e  poKnùme  F(.r)  présenlanl  /n  variations,  snj)posons  que  M 
et  N  soient  de  signes  contraires,  cl  choisissons  le  nond)re  aihilraire 
a  de  telle  sorte  qu'il  se  trouve  coinpiis  entre  les  nombres  /•  el.s('); 
on  voit  que,  dans  la  suite  précédente,  les  coefficients  numériques 
des  quantités  A,  ....  M  et  ceux  des  rpianlités  N,  . . .,  R  sont  de 
signes  contraires. 

Le  premier  niemlire  de  ['('(pialion  (:>.  )  présente  don('  autant  de 
variations  que  la  suite 

A M.     —  \ —H, 

c'est-à-dire  (m —  i)  variations;  il  en  r('-snlle  (pic  cette  éfpialion  a 
au  plus  (m  —  I)  racines  positives  et  l'érpialion  (i  )  au  plus  m  ra- 
cines positives.  La  proposition  I  est  donc  complètement  établie. 

Pour  démontrer  la  proposition  II.  il  siiflit.  comme  on  sait,  de 
remarquer  que  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  (i)  et 
le  nombre  des  variations  du  polynôme  F(.r)  sont  toujours  de  même 
parité. 

ti.    La  d('-iu()nstrati()ii   |)r(''cé(lcnle   ne  suppose  en  aucune   façon 

(pie  les  exposants// /•,  s //  soient  des  nombres  entiers; 

ils  peuvent  être  Iractionnaires  ou  même  incommensurables. 


(')  On  pourrait  prendre  plus  simplemenl  a  t-gai  à  /-  ou  à  £  :  mais,  dans  quel- 
ques applications  d<'s  ronsid(;rations  préc(îdcntcs,  il  est  utile  de  pouvoir,  entre 
certaines  limites,  disposer  de  la  v;dciir  rie  a. 


Sfll    I  A    THKiilllK    DKS    KyUATIONS    MMKIimi  KS.  J 

AillM    r<'-(|llillll)ll 

1  X 

/•*  —  T*  -f-  r'  -H  3"'  —  I  —  o. 

prôsenliitil  lioi^  \  .ni. il  ions,  ;i  ;iii  plus  liuis  r.K  iiios  jiosilivcs^  il  cnI 
clair,  ilii  rcsir,  (|ircllr  iif  |>('iil  ;i\()ir  ilr  riiciiic  iii-^iilivc 

On  |)(Mil  sii|)|)i).srr  i'j;al«'mciil  (|uc  F(u')  soit  une  série  orilonnrc 
suivant  les  jmissances  croissaiiles  dr  .r.  Si  cllr  est  cdm crf^ciile 
jtour  toiilcs  l«>s  valeurs  positives  de  ./•  plus  ptlilcs  (|ii"iiii  intnihre 
(l(Uiiif  (t.  eu  ccssiinl  d  Tire  cniiN  ('ri;fiilc  poiii'  ./'  =3  //,  il  n'huile  de 
la  iiéuu>nslralu>u  pn-crdeiite  cpic  /r  no/nùre  des  r((/ci{r.s  positives 
(/r  .r,  pour  /rs(/{/r//i's  la  srrir  V(.r)  est  conKe/s^rnfe  et  d  pour  l'a- 
icur  zéro,  est  au  plus  <"j:(d  <iu  nonihrr  des  nirintidiis  do  la  série. 

De  |)lus,  si  le  nombre  des  râleurs  de  .r  «fui  jouissent  de  cette 
propriété  est  inféiieur  ou  nombre  des  variations  de  la  série,  la 
di Jjérence  est  un  nond>re  pair. 

En  edel,  le  uoiuhre  des  xanalions  des  tenues  de  la  Sf'-rie  étant 
su|)pt»sé  fini  (  ee  (pi'il  faut  uéeessairenieut  supposer  j)our  jiouvoir 
a|)pliqu(M-  le  llu'orèuie  prée<'dent  ),  F(a.')  est  égal  à  un  polvuome 
$(x)  suivi  diiu  nombre  iudéliui  de  termes  avant  tous  le,  sii;ne  du 
dernier  terme  de  'I>(x).  Pour  x  =■  o,  la  série  a  le  signe  du  premier 
terme  de  <I>(.r).  Quand  ^r  tend  vers  la  valeur  de  a,  <I>(jc)  Icnd  vers 
une  valeur  finie;  les  termes  complémentaires,  qui  sont  en  nombre 
inlini.  ont  tous  \v  signe  du  d(>rnier  terme  de  4>(x),  et  leur  valeur 
absolue  va  en  croissant  indéliuiincnt,  |)uis(pie  la  série  est  diver- 
gente pour  X  =■  a. 

Donc,  (piand  a"  s'a|)proelie  intb'liniineut  i\<^  a .,  la  série  de<I>(a;) 
croit  indéliniment  en  valeur  absolue  en  gardant  le  signe  du  dernier 
terme  4>(\r);  le  nombre  des  variations  delà  série  et  le  nombre  des 
racines  considérées  sont  par  suite  de  même  parité,  d'où  résulte 
immédiatement  la  proposition  susénoncée. 

Des  considérations  toutes  send>lables  s'appli(pient  au  cas  où 
F(a:)  est  une  si'-rie  ordonnc'-e  suivant  les  j)uissances  décroissantes 
de  X.,  et  cncoif  à  celui  où  F(.r)  est  une  série  procédant  à  la  lois 
suivant  les  j)uissances  croissantes  et  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  la  variable. 

:{.  Soi! 

•  ^  •        J\. X )  =  Ao^'"  —  A ,  .r'"-  •  -;-  Aj ./-"'-î 4- . .  .  ^  A ,„_ ,  j:  -i-  A „, 


(i  Ai.utnnK. 

lin  iMilx  innii.    .  iilifi    (in  (l«'i:n'  m  ;  jo  (MtusidiTrr.u   l.i  miiIc  «Io  |ioI\  - 

iiùinrH 

/^(x)=  A,,. 

/«_i(X)  —  .Ko-r    -    A,. 

/■„,    .(  .r)  =;  AoJ"«-H  A|j--+-  A,, 


y, (,./.)  rr  AoJ""-"-+-  A,j-"'^*  — ...—  A„,_, 

/(.r)  =  AoJ-'"     -+- A,.r"'-'-i  .  ..-H  A„,_,j--u  A,„, 

•  loiii  !«•  ilfini»  r  i.'sl  pniiscincnl  If  j)(tl\  iiùiiu;  (luiiiu-. 

Los  \aleurs  que  |)nMiiicnl  ces  polynômes,  |>niir  une  Niilciir 
donnée  de  la  variable  éj;ale  à  a,  se  calculent  facilemenl  par  noic 
rt'currenlo;  on  a,  m  rlVet.  la  rolalion  l)icn  ('oiiiiue 

//(«  )  =  a  /)^i(a)  -+-  \,n   ,. 

elles  quanlllés /„,(«), /,„_,(r7) /i(")«.A^)  se  rencontrent 

dVlles-mèmes  quand  on  veut  oltlcnir  le  résultat  de  la  subslitution 
de  (i  dansy(x). 

Cela  posé,  on  pcul  (''noncor  la  propoMi  mn  suivante  : 

Si  a  est  un  nonihrr  punitif,  le  nombre  des  varidiions  des 
termes  de  la  suite 

/m{a),    /,„^,(a).    J',„-i[a) /iC"),    /(«) 

est  tiu  moins  rf^^nl  au  nombre  des  racines  de  r<''fiuationf{x)  =  n 
qui  sont  supérieurs  à  a,  et,  s'il  est  plus  aranrl,  la  di J)'t''rence  de 
CCS  deux  nombres  est  un  nombre  j)air. 

Pour  la  démontrer,  j»-  cltn■^l(i^r•^■  lidcnlilé 

-•^1^  =/,„(«).c"'-'-^/,„_,(a)x"'-î^...^/,(a)  +  -^i^; 
X  —  a  ■'  —  u, 

pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a,  le  second  nicinhrc  est  dévc- 
l<»ppableen  une  série  convergente  procédant  suivant  ks  puissances 
décroissantes  de  .r,  et  Ton  a 

J^^  =/,„(a)x"'-'-^/„,-,(«)x"'  î  +  ... 
X  —  a 


MU    l.A     niKiHIIK    I)KS    Kur.VllDNS    NI  MIlUiJfKS.  - 

|,c  iiuiiilnc  (If-;  \iihiirs  (If  ./  ,  |K>iir  l<>-(|ii<l|("^  \\\  st'ric  ol  cuiivii- 
i;fiilc  »l  ;i  |>imr  \  iilciir /.»'t(),  csl  |)r«''Cis<''miiil  li-  iitniiltii'  Jcs  r;it  ines 
de  It-oïKilioii  /(  .1' )  =  «•  «pii  soiil  |)liis  j;i;in(lcs  ([iic  d -^  ci;  iioiiilir<>, 
on  v(*rtii  lie  la  |)ri)|)()Silioii  ronilaiiii'iilalt'  (|U)-  j  ai  tli-iiionlii-c  plus 
liaiil,  t'^l  -111  |ilii>  c^al  au  ikimiI)!*'  des  \ niial loiis  du  m-ciukI  tii<'iiii)i'e, 
Iriiui-I  se  rt-diiil  i'n  idriiiiiuiil  au  iioinlii'c  des  \ariali()ii>  des  Icriiies 
de  la  Miili' 

./«<(".),      ./,/,     !(,<').      Jm     2('0 ./l(").      J\<-1). 

tl'où  n'sulle  !«'  lli«''(ir('mc  ('-noiKM-  pn'ci'deinmcnL 
Comme  a|)|)lieali<>n,  je  considi-rerai  r(''(|iiali()n 

fix)  =  j^ —  3j"'-(-  .r* —  %j-  —  lo  =  o. 

Elle  lia  |>as  de  l'aeiues  iiéi;alives;  en  ealeulanl  siiccossivemeiil 
le  résiillal  île  la  Mihst iliition  dans  le  |)remier  mendire  des  nomhres 
I,  :>.  cl    Ss  on  loiine  le  Tableau  suivant  : 


•'■ 

t\n-\. 

/",(.r|. 

fi  (  .r  ) 

l\^x\. 

/IX). 

-t- 1 

-hi 

—  2 

—     1 

—  9 

—  '9 

-^•>. 

-4-1 

-hl 

—  3 

—  ■>. 

—  '4 

-i-3 

-i-l 

-hG 

^'9 

-^-Î9 

-4-13; 

Tons  les  nond)re  relatifs  à  -f-  !i  ('tant  positifs,  (tn  en  coneluL 
dabord  cpi  d  n'y  a  aneune  racine  de  I  équation  qui  soil  supi-rieure 
à  -1-3;  di"  plus,  les  nombres  relatifs  à  -h  2  j)réscnlant  une  seule 
variation,  on  est  certain  qu'il  v  a  une  racine  com|>rise  entre  H-  :>, 
et  -1-3  et  qu'il  n'v  en  a  qu'une.  D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à 
H-  I  ne  présentant  non  plus  (pi'unc  variation,  on  en  conclut  (pi'il 
n'v  a  (pi'une  racine  sup('rieure  à  -h  i  :  c'est   j)récisément  celle  ipie 

nous  avons  séparée;  si  enfin  on  considère  la  transformation  en  -i 

lo.A''-:-  S./-'  —  j-^^T-  "ix-  —  I  =  o. 

la  substitution  de  -f- 1  donne  la  suite  de  nombres  -hio,  -}- i8, 
4-17,-1-20,-1-11),  (pii  ne  présente  aucune  variation.  L'é(pialioii 
n'a  donc  auciiiK'  racine  inlV-rieiire  à  -f-  1  et,  jiar  suite,  a  une  seule 
racine  poMliM-  comprise  entre  H-  2  et  -f-  3. 

I.    I.a  pinpit>i|i(»ii  pi  ('•(■('•drille  peul  eiicoii'  s  ('•noiicei' d'une  autre 

l.Ucill. 


Lo  nombre  n  claiil  positif,  il  csl  clair  (|iir  k>  cjuaiililés 
Ao«'",     Ao<i"'-^  Airt'"-'.     Ao</"'— A,rt"'    '-^-Aj*/'"    2,     ... 

onl  rospcclivcmrnt  los  in<^nirs  signes  que  les  fiuanlilés  /„,{a)^ 
/ni~t{o),  /m-:i{ff'i^  ■  •  •'•,  nous  pouvons  donc  dire  (|u«'  le  nombre 
des  racines  de  réquationy"(.r')  ^  o  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
\ariatiuns  des  termes  île  la  >\\\lr 

Aofl'".     Aort"'-^A,a'"    ' Aoa"'-t- A,a"'-«-T-..,-T- A,„_,a-4- A;„. 

En  général,  P -h  (^> -h  R -+- S -h.  . .  désignant  une  suite  quel- 
conque lie  termes,  j'appellerai  nombre  des  alternances  de  cette 
suite  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

1».     l'  —  o,     l'-4^(^-H.     r  — Q-r-R-+-S 

Celle  défînition  étant  posée,  le  théorème  précédent  peut  s'é- 
noncer de  la  façon  suivante  : 

Soit  le  polynôme 

F(a-)=  Axx—  Bj-?-T-Cxr-  .  ..H-  Lj-^, 

où  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  le  nombre  des  racines  de  V équation  ^{x)  =  o, 
qui  sont  supérieures  au  nombre  positif  a,  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suite 

\a^-^  Ba?-T-  CrtY-r-...— La>-, 

et  si  res  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre 
pair. 

La  démonstration  que  jal  donné-c  de  ce  théorème  suppose  évi- 
demment que  les  nombres  a,,  ^i,  •',  ...  sont  entiers  et  positifs, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  restriction  est  inutile. 

En  premier  lieu,  si  quelques-uns  étaient  négatifs,  en  multi- 
pliant F(x)  par  une  puissance  de  x  convenablement  choisie  (ce 
qui  n'altère  pas  le  nombre  des  racines  positives  de  Tf-quation),  on 
|)Ourrait  rendre  tous  ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  a,  ^j,",',  •••  étaient 
fractionnaires,  on  pourrait   les  rendre  entiers  en  changeant  x  en 
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x^f  lu  claiil   le   plus    petit  cointmiii  iiuiltiple  de>   (Iriioiniiialcurs 

des  nombres  a,  jiJ,  *•' La  proposili<»ii  ;i  «loue  Inn.  inrine  (juand 

les  exposants  sont  ni'j;atifs  «m  fractionnairrs,  et,  par  nn  raisonne- 
ment connu,  on  en  dt'-duit  «pTelle  subsiste  encore  lorsrpic  les  ex- 
posants sont  incommensurables. 

Kicn  n  eniju'che  nn'nie  de  ^u|)post'r-  (|Mr  le  nornbn'  des  termes 
de  la  fonction  F(.r)  soit  illimih-,  pourvu  que  la  si'-rie  conjposée  de 
ses  termes  soit  convergente  p(>urjr  =  rt. 

G.  (^n  peut  cliercber  une  limite  du  nond)re  des  racines  posi- 
tives d'une  é(piali(>ny^(^' )  =  <>   qui  sont  inférieures  à  un   nombre 

positif  r/,  en   considérant  Texprcssion  ■= '!"'-   pour  toutes  les 

valeurs  de  ./•  comprises  entre  zéro  et  a,  est  développable  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
La  marcbe  à  suivre  est  exactement  celle  rpic  j  ai  suivie  précé-dem- 
menl  et,  sans  m'arrèter  aux  (b'-tails  de  la  démonstration,  j'énon- 
cerai de  suite  la  proposition  iondamentale  suivante  : 

Etant  donne  le  polynôme 

F(x)  =  \x-^-~  B.r?^  Cj-Y-i-. . .—  Lx', 

où  le  second  membre  est  ordonné  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  et  où  d'ailleurs  les  exposants  sont  des  quantités 
réelles  quelconques,  positives  ou  négatives^  commensurables  ou 
incommensurables,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion V{x)  =  o  qui  sont  inférieures  à  un  nombre  positif  donné 
a  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

Aax  — Bfl?-T- CrtY-T-. .  .-T- La>-, 

et,  si  ces  deux  nombres  diffèrent,  leur  différence  est  un  nombre 
pair  ('). 

(')  Le  cas  où  F(x)  Psl  ordonne  suivant  les  puissances  décroissanlcs  Ac  x 
donne  également  lieu  à  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation  ¥ {x)  —  o  qui  sont  supérieures 
Il  l'unité  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  •!•■  In  '■nii" 

\  -r-  B  -I-  C  -4-  . . .  -^  F.. 

rt,  si  CCS  deux  nombres  diff'rrcnt.  leur  di/ference  est  un  nntnhre  pair. 


VI  (.1  r.iii  . 


CflU'  propoMliui)  .siil)si>l('  t|iiaiul  Ir  nnmlirc  di-s  Icnucs  de  l"^ (jc) 
osl  illiinltr,  pourvu  «|uc  ht  st-rio  romposOi'  «le  ces  leniies  soil  con- 
vergonlo  pour  x  =  «  *,  le  uonihre  do  ces  varialions  sera  du  roslo 
rvidi'muu'ul  lîni,  si  la  s»''rio  Icnd.  pour  .r  r-^  a,  vers  une  limilcdil"- 
iVroule  de  /.éro. 

Je  lucnlionnerai,  Cdinnu'  cas  parhculicr  el  à  cause  de  S(UJ  ini- 
portance  dans  les  a|)plicati()n>,  le  coruilairc  suivaiil  : 

Le  nombre  des  racines  de  réquatiun  F(.r)  =  ()  fjtii  sont 
eonipriscs  entre  o  et  -\-  \  est  ati  pins  rii^al  au  nonihrr  des  al- 
ternances de  la  suite 

A  +  B-T-C-^...^L, 

»'l,  si  ces  den.r  nombres  dij/'crent .  leur  di Ifri-enrc  est  un  noiubic 
pair. 

().    Soil  /{.r)  un  polynôme  entier  cl  j)osous 

F(T)=/(a^T)  =  /(a)-^x/'(a)-i-  -fli  /'(  a)  ^. . ., 

//  dt'>;it;nanl  un  nombre  j)ositif,  il  résulte  de  ce  qui  j)récède  (pie  le 
nond)ie  lies  racines  do  r('(piation  F(.7'j  =  o  qui  sont  comprises 
entre  o  cl  //,  ou,  en  daulres  termes,  le  nombre  des  racines  de 
r«''qiialion  f{^x)=^o  qui  sont  comprises  entre  a  cl  a -h /i,  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  l'expression 

h^    ...      , 
/  (  a  )  -^  ///  {  a)-i /  (a) -h 

En  posant 

F(j-)  =  /  f  ft  —  ./  »  =r  /  I  a  )  —  x  f  (a  )~ -/  (a)  -r-.  . ., 

on  verrait  de  même  que,  h  é-tant  une  fpiantité  positive,  le  nombre 
des  racines  de  Téqualion  f{x)^=  o,  «pii  sont  comprises  entre  a  et 
a  —  h.  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 

/(a)—  hf'(a)-\ /"{a)-^ 


On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  * 

f{x)  étant  un  p(d\  nnnir  rnlier.   a  ri  h  dcu.r  nnndnes  quel- 
ronqucs  positifs  ou  négatifs,  le  nombre  des  racines  de  Vêqua- 
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//(///  /(^./•)  =  t»  t/ni  sont  com/n'isfs  r/if/f  u  et  n  -  //  rsl  au  filii>> 
fi,'(i/  titt  munhrr  <lis  itllcriKiiicis  dr  lu  siiitr 

h-       ., 
f  {n  )  -^'  h  1   t  a  )  ->-  J    (  r/  )  H- . . , , 

«7,  si  ics  (/t'i/.r  nomhif^  ili j/fii'iit ,  leur  <li JJiT^'nce  est  un  iioiiihir 
/Kiir. 

lifinnniuc.  —  ('>i>iisi(lt'ron.s  li-s  divcrx-s  (|(iiiiililcs 

/*(<7),     f(a)^hf'{a),      /"(a)-^ /i  f'{a)-h  — /'"(a) 

I .  y.  ■ 

(liinl  II  (IniiiriT  est  |)it'-(ls(''m<'iil  /\  ft  -h-  h)^  cl  xiiciil  r{"^|)<'(:li\  c- 
mciil  P  et  (}  la  plus  pftilc  >•[  hi  |>liis  ^^rande  d Culro  cllt's;  louk-s 
les  f\|irt's>i()iis 

/(«)—!'.     /■(  <z  )— I'  — ///■'(  a),    /(a)  —  P -(- /t/'(rt  ) -: -/"(a),      ... 

seront  positives  ;  il  en  résulte,  si  l'on  pose  f{jo}  —  l*  =  cifx),  qiif 
\\  smic 

,     ,  /'■'     - 

i(  a  )  -H  rt  c  (  rt  )  H o  (a)-\-.  .  . 

1.2' 

ne  présente  pas  d'alternance.  L'équation  f{x)  —  P  =  o  n'a  donc- 
aucune  racine  comprise  entre  aelfi-^li;  on  prouverait  également 
(ju'il  en  est  de  même  de  l'équation  /(x) —  Q  =  o;  d'où  celte  con- 
clusion imporlunlc  : 

LorsfUtc  ./•  V(f/ir  r/r/x/is  ./•  -—  d  Jusqu'à  .r  =  r/  -j-  A,  l(f  ïHilciir 
(lu  /litlynômc  f{x)  demeure  conslammenl  comprise  entre  les 
nonilt/es  V  et  i). 

7.  Le  llu'orriiic  pr('((''(i(Mil  ii'csl  <[u  un  cas  particulier  dune  pro- 
position plus  générale,  qu'il  est  facile  d'élablir  dircclcmciil  cl  (|uc 
I  on  peut  émincer  de  la  (acdii  suivante  : 

J{J-')  désiuii'iiit  un  pnh  ni'mie  entier  du  deiirê  n,  soient  (o  un 
nnnilire  urhitniiie.    n  et  !>  dcii.r  nomhrcs  ijueleonques  ne  coni- 


prfiutnt  pas  entre  eux  le  noinbre  (o  ;  cela  pose,  si  l'o/i  désigne 
par  \   le  nombre  des  alternanees  (/ne  présente  la  suite 

I      '  I  .  i  .  .  .  /l   • 

quand  on  »■  reniplaee  .r  par  (t.  et  par  \  '  A'  nombre  des  alter- 
nanees de  cette  suite  r/ua/td  on  )■  remplace  x  par  b,  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  /(.r)  =  o  comprises  entre  a  et  b  est 
au  plus  égal  à  la  valeur  (disolue  de  la  di {férenee  V  —  V.  Si 
les  nombres  a  et  b  comprennent  (■>,  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  a  et  b  est  au  plus  égal  à  la  somme  V  +  \' ;  dans 
les  deux  cas,  bi  différence  des  deux  nombres,  si  elle  existe,  est 
un  nombre  pair. 

l*our  t'iablir  celle  proposition,  je   reiiiar<|iicrai    «[ii  en    posanl, 
pour  abréger, 

L    =J{x), 
Li|=/(.r)-(-(to  —  .r)/'(.r). 


•  •  r  ,  >    -r,  ((O—  .rU        ,  (  (O  —  .r  I' 

\  .x        '  I  .  2 . t      • 


le  nombre  eles  allcrnances  de  la  suile  (i),  pour  une  valeur  donnée 
de  .r,  est  le  nombre  des  varlallons  des  termes  de  la  suite  Uo,  U|,  — 

^/--i»  Ui,  L/4.1 1  „,  dont  la  dernière  est  la  constante /(o>). 

En  supposant,  pour  fixer  les  idées,  «  <C  ^  <!  t»^,  examinons  com- 
ment peut  se  modifier  ce  nombre  de  variations,  quand  x  croît 
d'une  façon  continue  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 

Soit  une  fonction  intermédiaire  L,,  qui  s'annule  pour  une  va- 
leur a  de  X  comprise  entre  a  cl  b:  le  nombre  des  variations  de  la 
suile  ne  j)eut  changer  si  U,_i  et  U/^i  sont  de  signes  contraires. 

Or  on  a  ('•videmment 

, .  (  (O  —  a  )'-^  '      .     , 

quantili-  «pii  a  le  mrr)ic  >ii.'nr  rpic  /'+' (a).  Ln  calcul  facili'  «Idiiuc 
d'ailleurs 
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d'où  Ion  voit  (|ue  L)(a")  l'I  L'/,  ,  (a)  sont  de  même  si<;iii'.  Si  donc 
U/..,(a)  et  Ui4.i(a)  sont  ixi^iills,  U;(a)  est  égalmirni  |»(»silir  ci 
Ui(x),  élanl  croissant  pour  .<  =  a,  passe  du  né<;alil"au  pohilil",  ce 
qui  fait  perdre  deux  variations  à  la  suite  considérée.  Si,  au  con- 
traire, U/_i(a)  et  l  /+,(a)  sont  néj^atifs,  U|(\r)  passe  du  positif  au 
né<;alir,  ce  <pii  liiil  pcrdii-  ('ijalcriiciil  deux  vari.ilKni-^.  Il  ne  |)cnl 
donc  V  a\oir  ipic  des  \ari;ili(Uis  perdues,  cl  en  n()nd)rc  pair,  si 
l'une  des  lonclious  inlernit-diaires  s'annule  (piaiid  ./•  \arie  depuis 
X  =  rt  jus(|u'à  ./•  =  h. 

Quanil  la  fonction  l  „  =  /'(j')  s'annule,  on  voit  (piil  v  a  tou- 
jours une  variation  perdue;  la  jiioposition  csi  donc  (l('iMonlr(''c 
dans  le  cas  où  a  et  h  soni  loll■^  deux  inférieurs  à  (o,  cl  une  di'inon- 
stralion  cnlicrciucnl  scnd)l.dile  à  la  pr(''ct''(lcnlc  >  t'iiililiia  lacde- 
nienl  dan-;  les  autres  c;in. 

/{emarf/ifc  I.  —  Si  le  nombre  arbitraire  w  est  sujiposé  infini- 
ment granil  et  positif,  les  fonctions  Lq,  U|,  Lo,  ...  ont  respective- 
ment les  mêmes  signes  que  les  fonctions  /"(.r),  f'(.r),  f"{x),  — 
et  Ton  retrouve  ainsi  le  tliéorènie  de  lUidan. 

Remar<nie  II.  —  Le  nf)ud)rc  (o  étant  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'équation,  la  proposition  précédente  donne  le  nombre 
exact  des  racines  de  l'équation  lorsque  toutes  les  racines  sont 
réelles  et  que  les  nombres  (i  et  h  sont  inférieurs  à  (o.  La  même 
chose  a  lieu,  toutes  les  racines  de  l'équation  étant  réelles,  lorsque 
to  est  une  limite  inférieure  des  racines  cl  cpie  a  et  h  sont  supé- 
rieurs à  (t). 

8.  La  mt'thode  que  j'ai  employée  ci-dessus,  pour  obtenir  une 
limite  du  nombre  des  racines  de  l'équation /"(.r)  =  o,  qui  sont  su- 
périeures à  un  nombre  positif  rt,  repose  sur  la  remarque  suivante, 

a  savoir  nue  1  eciualion  -— —  =o  a  ces  mêmes  racines  el  <|tie  le 

développement  de  - — '■ — -  suivant  les  puissances  décroissantes  de  s 

est  converi^ent  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  supérieures  à  a. 

Il  est  clair  (pie  j'aurais  pu  faire  également  usage  du  développe- 

11'  •  /(J")  •  I  '   •  1 

ment   fie   I  expression  ,— —  >  on   f>  «lesijrne  un   nombre  entier 

'  (x  —  a)i'  '  ^ 

arbitraire,  el    il   c^-t    incme    ficile  de  pron\cr  (pie  Ton   (diliendrail 


.im-i.  «Il  {;t'iu''ral.  imc  limiu*  |»lii>  a|»|ti«irln<'.  I.n  tlt'sigiiaiil,  en  eilil, 

iKir  *!»(./■  )  niu- >t'ric  procrdaiil  siii\ai)l  Irs  pnissanros  rnlirros  (crois- 

sanlcs  ou  drcrolssanlcs^  <li'  ./•,  on  diiiKuilrtMa  aix'-nicnl  t|ii<',  a  (K''- 

sl^nant  un  nonihic  posilif  (|uoli<in(|ii(',  rrxprcssioti  <1»(^./"  )(^./'  —  a) 

(huiuolle  rsl  m'nt'Tah'nu'nl  une  sri'ie,   mais  (]ui  |)('iil  accidoiilclle- 

uicnl  se  rc«lulre  à  un  pnl viu'uiif  riilicr)  prrscnlc  au   moins  aulanl 

(le   variations  que  la   stri»'   «P^-rV.    la   drmonslialion   osl   cnlière- 

uicnl  scmblahlo  à  colle  du  Icmmc  de  Segncr,  sur  lequel  repose  la 

déiuonslralion  cpic  ce  géomètre  a  donnée  de  la  règle  des  signes  de 

Descaries. 

Il  en  résulte  réciprocpicmcni  (|nr,  V(.r)  dt'signant  un  polynôme 

«•ulierou  une  série  procédant  suivant  les  |)uissaiic('s  entières  (crois- 

sanles  ou  décroissantes  de  ./)  et   a  désignant   nnc  (piantilé  (piel- 

1      1  '      I  11-  •         ''{•^)        ' 

conque  positive,  le  develop|)emcnt  de  I  expression  — -— •  présente, 

au  plus,  autant  de  variations  cpic  le  développement  deF(^);  on 
peut  ajouter  que,  si  les  nombres  de  ces  variations  sont  diflérenls, 
leur  dillérence  est  un  nombre  pair. 

1^1  même  chose  a  évidemment  lieu  si   Ion  considère   Texpres- 

sion  itiu-'  générale  --—j  où  o(x)  est  un  polvnômc  quelconfiuc 
«lécomposablf  m  faclcuis  de  la  forme  .r  —  a,  a  étant  n'cl  el  po- 
sitif. 

Ayant  fait  celte  remarque  iuqxtrtanle,  je  considère  rexjircssion 

•^      '* — ,  où  f(x)  désiirne  un  iiolsnômi-  entier,  r/  un  nombre  po- 
(  .r  —  n  )/>•'■     ^  -^  '      •  ^ 

silif  et/?  un  nombre  entier  arbitraire. 

Soient  n  le  ncunbre  des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o,  qui  sont 
supérieures  à  fi,  et  V  le  nombre  des  variations  que  présente  le 
développement  de  l'expression  précédente,  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  .r;  il  résulte,  des  propositions  énoncées  ci-dessus, 
que  n  est  au  plus  égal  à  V  (leur  différence,  s'il  y  en  a  une,  étant 
d'ailleurs  un  nombre  pair);  le  nombre  Y  ne  peut  que  diminuer 
cjuand  le  nombre  entier />  augmente  :  il  ne  peut  pas  d'ailleurs  dimi- 
nuer au-dessous  d'une  certaine  limite,  puisqu'il  doit  être  toujours 
supérieur  à  n. 

\.('  point  essentiel  dans  celle  méthode,  pour  en  déduire  le 
nombre  n  avec  le  plu^  d  .qtpioMination  possible,  serait  de  déter- 
miner  exactement  celle    limile  du    nombre  \  .    btrsque  p  grandit 


SlU    I.V    TlllulUi     Pi  ^    1  i)Xf;TIOXS    M'MKItlyUK'i.  I  i 

iiiili'liliiiiM'iil  :  rii;M^  icllc  i  icIh'IcIh'  parnîl  |ii'«'sriil«i  ilr  m. unies 
i\\(i\ru\lv>. 

Je   IfCii.  tir  prt'lflt'lit  !•.    iiN.ii;!-  (le  l;i    |ii(i|io>i  I  luii   Mii\iirilc: 

Si  l'on  iiii't  ht  fitiiftnii SOUS  lu  hniiir  siii\iintc  ' 

(  ./•  —  ti  )i' 

I     A  i3  iî        I 

\x^-^  Wr-ii  ^..  .    -    \..r>  ^  ./•' H    — H-.. .-h , 

yx  —  a        (t  —  c/ )î  {t  —  n)P \ 

où  1rs  l'.rjinsiiiils  y.,    j /.  roiil  l'ii  dri-roissiin  I  {).  /i>>u\  on/  rtic 

néiidti  I  K  '■''  (fui  d' oiUiiti  s  pcnl  si-  Jauf  iTiinr  in Ji  nili-.'lc  niu- 
nièrcs.  If  noinhrc  f/cs  /{tri/n's  de  l'cf/uft/io/i  /  (  .r  )  =  «  »  '/"'  "^''/'f 
sitpi'ririt/rs  an  nonihrc  posi/t/  n  est  an  plus  ri^itl  <iu  nombre. 
des  variiilinns  d<'s  tfrnics  île  In  suiir 

\,     l; I.:     ,^.     n 1". 

l't,  si  (■!'•;  ilriir  nuniù/i's  di//àre/t(,  leur  di  IJêrcnrc  est  un  nonihrf 
pair. 

SoiciiL  fil  cllcl,  n  le  noinbri'  i\r>  raciucs  de  riM[uuli()n  |)in|)0SL'e 
(|iii  sont  siipérieurps  à  «,  ol  V  le  nombre  de  variations  ([iie  pré- 
sente le  dt'velopnenienl  de  — ^ — '■ siii\aiil  les  puissances  di'crois- 

•  '  {.r  —  a  )/'  f 

santés  de  .r.  (iii  a.  comme  je  l'ai  démonlré, 

IJl'■sii;n<»ll■^  iii,iinlfiiaiil  par  \  ,,  le  iiomhre  des  variations  de  la  suite 

A,     n I.,     -A 

et  par  \',  le  nombre  des  Narialiuns  que  présente  le  dével()|ipement 
en  série  de  l'expression 

(«) 


.T  —  n        {x  —  a)-       ■  ■  ■       (7.  —  ,7  y>  ' 

on  aura  <'-\  idcinini'iil 

V  =  Vo-+-V,. 

il    roullf  de  ce  (pii  prt'-cèdc   cpu'  \  ,  est   au  plu-<   t'^al  .m  iioiiilire 
des    varialioiix    tpic    présente    le    dé\eloppeiiieiil    du    produit    par 


iti 


{^.v  —  (i)  lie  I  i>\prossioii  '  i  i.  «  "<<l-;'i-dir{'  an  n(iiul)rt'  <l^■•^  vai'ialioiis 
«lu  (It'veloppruionl  «!«' 


X  —  a       {X  —  a)*      '"      (x  —  a)i'-^' 

m  (lt'-sii;naiil  |tar  \  (  -Jl.  *^)  !«'  iioniliir  «les  \arialioiis  (|iir  pir- 
sonUMil  les  (l«Mix  ijiianliU's  vl  cl  13  (  nomhrr  (|iii  est  (railleurs  zéro 
on  ruiiilé),  par  \  ._,  le  nombre  «les  \artations  «pie  pr«''senle  le  dtîve- 
lt»ppemenl  il«'  roxpression 


.r  —  a        (X  —  a)*  {x  —  a)P-^ 

on  aura  ilonc 

«■1.  «le  nuMue, 

V.     V(J3.  «Hi-r- V,. 

Vj  désignant  le  nombre  des  variations  «pie  prt'-sente  le  d«''veloppe- 
mcnl  de  rexpression 


.T  —  a        (x — a)-  {.r  —  a)P-^ 

iToM  l'on  définira  sans  peine 

V,  ^  V  (  51.  ô) -- V(5,  (g  ) -f-. .  .-^  Vf  A.  f  ). 
<'t  de  là  n-sulle  imm«^dialement   la  proposition  énoncée. 

9.  L'application  du  ilit-orf'-me  précédent  se  fait  de  la  fa<;on  la 
plus  simple  dans  le  cas  où  n  est  égal  à  l'unité,  cas  auquel  se  ra- 
mène aisément  le  cas  général  par  un  changement  de  variable,  et 
en  faisant  usage  d'un  algorithme  qui  a  déjà  «Hé  emplové  par  Horner 
et  par  Budan. 

Cet  algorithme  consiste  à  former  successivement,  et  par  voie  ré- 

flx) 
currente,  les  différents  coefficients  des  développements  de  - — — -  ■. 

'  '  .r  —  I 

/"(  X  )  f{  X)  -,  •  I  '  •  1 

— ,   -— — —,y  •••  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

(X  — I)*     (ar  — I)»  ' 

Soit,  pour  fixer  les  idées. 

y(x  )  =  an  j-'-r-  a,  X'  —  t^T^—  a:,a-*-f-  «vJ*  -i-  «;: 
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1)11  l'ci'iiM  d'ahord  (TaliU'au  \)  les  corniririils  Hc  (•cllf  ('-(iiiat  ion 
(les  coeriiciciils  di's  puissances  (pu  nianipicnl  rlanl  irniplact-s  pur 
(l«'s /.('tos  I,  en  lo  lai^ant  mii\ic  d  iiiir  siiilc  iiidclinic  de*  /.('-lus. 

Au-dessous,  dans  nue  |)reniièie  lii;ne  lion/.onlale,  on  f'ciiia  nue 
suile  de  nombres  </„,  (/,,  a ^.  ...,  doni  le  pieniier  esl  v.^,  eliacnn 
des  suivants  étant  fornn'-  en  addil  lonnanl  le  lerrne  précédent  avec  le 
terme  de  la  suite  |U(''cedenli'  <pii  se  lionve  dans  la  même  colonne 
verticale,  en  s(n"te  (pn-  r/,  i_^  ^/„ -p  a, ,  r/^  =  r/, -f- 7.0,  .  .  .  ;  on  voil 
ainsi  (pi'à  pai-tir  du  iei-me  d^  les  termes  suivants  a,,,  a,-,,  (':■,  ... 
sont  tous  éj;aux  i-n  I  re  rn\  .  Les  no  ndircs  ainsi  {d)li!nns  sont ,  comme 

il  est   lacde    di'  le  \oii\   les  coellicienis   du  di''\  eloppcMienl    d("   ' 

'  '  ./'  —  I 

suivant  los  puissances  décroissantes  de  ./•. 

Au-dessous,  dans  une  deuxième  lii;i»e  lioiMZOnlale.  on  éciira  une 
suile  de  nombies  A„.  /'i,  l'-^i  •••  tléduils  des  nombres  <-/„,  r/,,  a.,,  ... 
comme  cen\-ci  1  ont  eli-  de  a^,  a,,  7.0,  ...,  en  sorte  <jiie 

li^  =  On.         0[  =  f>o---  f^i-         ^'1  =  '■'i  ■+-  ^'1.         •  -  •; 

CCS    diM'is    noinln-es    sont    les    coejlicienls  du    dt''velo|ipenienl    de 

— — '■ snivanl  les  lui issances  d(''croissanlcs  d(^  ,/•. 

(  .r  —  I  )-  ' 

Ivn  ponrsiii\ant  cl  ob>^eivant  la  inèine  l.»i,  f)n  U)rniera  une  snile 
de  lignes  hori/.onlales 

e,)       >^\       e,       c.       C;       

i/q       (l\        (/o        1/3       </;        .... 

e„       e,       e,      /s       r..       .... 


dont  les  diNcis  termes  donneront  les  coeflicients  des  déveloj)|>e- 
/(x)  f{T)  f{T)  .  ,    ,  ,  . 

ment  s  7-=^^ ->  -= r'  -' r»  •■•>  suivant  les  puissances  ue- 

{X 1)         (.7-  —  M'       '7-  —  II''  ' 

croissantes  de  x. 

Si.  en  j)arli(udier,  on  considère  les  nombres  r/,,  A.,  c.^,  d.,, 
r,,  /"„,  il  est  aisé  de  voir  (ju'à  des  facteurs  numéri(pies  près  po- 
Mtils.  ilss(,nlé-auxà/(i),/'(i),/"(i),/"(i),/'^(i)..r(D-,  c'est 
dans  le  biii  de  roriner  ces  nombres  d  une  ('acf)n  commode  cl  rapide 
<pie  Hudaii  Taisait  iisai^e  du  l'ableau  j)r(''C('-denl,  et  il  lé-snlle  de  son 
lln'orème  (pie  le  nombre  des  variaticnis,  présente-  par  la  suite  dt; 
ces  termes,    donne  une   limite    supérietire  du    nttmbre  des  racines 

•2. 


tir  r(M|iialioii  i|iii   s«)iit    >ii|)t'>ri(Min>N  à   riiinlt'.    Mais   on   |>tMil    faire 
iisa^r  i\c  ce    I  alilcaii  d  iiiir  iii.iiiii'n-  soiixcnl  plus  a\  aiitauciisc. 


I  \i.i  I  \i     \  , 


/»„         A,  /  A,  h.  h,         f>,  h-,  A, 


r/,    ..   .A.    ..    r/,    ..  ,/..  ,/i  ./,  r/: 


./o   .  .  J\ 


fO  ,"1 


,/î  . 

•     ./3 

.A 

.A 

/g 

/: 

/h 

A'i 

^3 

^l 

>"5 

^6 

f^'l 

,^8 

Kn  se  reporlanl,    en   eflel,   à   la  laron    dont    a   rlé  conslruil  c«^ 
Tablcan.  on  voil  sans  peine  (pie  Ton  a  les  identités  suivanlcs  : 


"^    '     X  —  l          {x  —  \f- 

'    (:r- 

.)3 

^    ./.  , ./..  ,     d, 

"'         X     '    x"-    '    x'^(x  —  i) 

cs            ,            bs 

a^ 

a:*(a:  —  i)*  ~^  x^ix  —  i)'  ~^  x'^i^x  —  i)** 

d*où  résulte,  en  vertu  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  que  le  nombre 
des  racines  de  l'équation y*(jr)  =  o,  qui  sont  supérieures  à  l'unité, 
est  au  plus  éi^al  au  nombre  des  variations  que  présente  chacune 
«les  deux  suites 

To.     c,,     rj,     ^3,     h.,.     Oi 
et 

d„.      d\.      <■/.,      /-/j.      r/., .      r-.      l)f^,      n- 

iJ'ime  faeon  {^i-nérale,  si  i'(»n  cf)nvie!il  d'appeler  fliaf,^onale  |»rin- 
cipale  la  diagonale  qui  renferme  les  nrimbres  a  ,,  /y^,  r,,  d.,^  r,, 
./o  ft  qi"  donne  (à  des  fadeurs  niiiiMTifpies  près  positifs)  les  va- 


SI  n  I  \   111I..HIK  r)i:s  hjuations  noikiiiuii  s.  mj 

leur»,  lie  /(./•)  cl    (le  SfS  tlrri\  »'•(•>    |iniir    ./•  =r  i  ,    on    |h'I|1  ('•iioiiccr   l;i 
|i|-i)|)()silii)ii    >iiiv.ililr 

l:'l(iiit  fninir  II'  liihlrmi  \,  si  l'iui  si/ff  iiin'  h  i:  ne  Imii  Znii  Inli' 
ilurlriiH<lU(.'  jusifii' (I  cf  i/i/r  l'on  titti'i une  nu  i/iir  l'un  ilr/ittssi'  Ir 
terme  eorresponflant  de  ht  <liti<j;i>nnle  priiuijxile  el  tjit' ensuite 
on  parcoure  le  Ttihleau  ohlKjuenient  el  jiartillèlenient  à  eelte 
flitii^oniile  /usi/u'('/  lu  première  lia/ie  lion zon taie,  le  nntiilue 
(les  nieines  de  l'éiiudlinii  /\jr)  =  o,  (/ni  sont  supérieures  à 
l'unité,  est  <tu  plus  éi;(il  tiu  nnnihre  îles  ru/iutin/is  f/ue  présen- 
tent les  ternies  du  y'uhleau  r/i/e  l'nu  n  re/iciuitrés  sureessiv/-- 
uieiil  pi'ud'Uil  ce  parcours  :  et,  si  ces  dcti.r  iiouihrcs  dt Jj crcii I , 
li'ur  di (Jcrciicc  est  un  iiouihrc  pair. 

\'.n  se  rrporhmt  mu  'I';i1iI(';iii  \.  on  v(ul  \\\\\A  (jik-  If  iioiiilnc  île-» 
racines  itosilivos  sujx'Tioiires  à  liiniu';  csl  aw  |)Iiis  (t'^A  ;iii  iiomluc 
»lf>^  v;iii;iliims  <|iip  |)rt''S<'iil('iil  les  Icrtncs  de  \\\  siiilo 

/...    /i-    fi-    ./'n-     f-'-.'     '^-o-     '<■■•     ''-'     «»• 

10.  (^)iK'l(|ii(^s  ('\<'ni|)lcs  ne  sci'ont  |):is  iniililcs  pour  ccUiircir  ce 
(jiii  précède. 

Exemple  l .  —  Soil  ["('(pialion  ./•'  —  /j./- -|- (J  =  o  ;  pour  avijii- 
une  liuiilc  «lu  noiuhre  ties  racines  supi'rit'ui-es  à  I  unih-,  on  for- 
mera le  lahleau  suivanl  :  • 

I         o     — 4         6         o 


I^a  <lia^oii;ilr  principale  «loiiiic  les  lermcs  i,  3,  —  I,  ■'),  tpii  pré- 
scnlt'iil  deux  \aiialions;  I  application  du  liiéorème  de  l>udaii  iii- 
di(|iierait  donc  la   j)OS.sibililé  de  deux  racines. 

Mais  la  suile  i.  i,  s>,,  a,  3,  formée  en  Miivanl  la  troisnnic  li^in- 
liori/.onlal)^  jiixpi  ,iu  lerine  -\-  x  et  en  rcnioiil.nil  parallèlenicnl  .i  la 


AUlKHItK. 


(Ila^onalo,    n  t»(Vi'«»  aiirunc    \arialioii:   1  ('ihmI  mu    u  ,i  tltiin-   ain  une 
ratine  sii|>t'ri(Mire  à  runilt'-. 

pour  \oii-  >i  flic  a  des  racines  inféri<Mir<\s  à  rninl('\  coii-itlcMons 


la   trauxlorini'f  en  -  » 


fi  .r'  —  4  -^^  -*-  •  -~  o  ; 
on  r<irni«'ra  \c  1  ahicaii  suivant 

G     — 4        o         I 


qui  montre  ininu'dialcrncnl  que  réqualion  proposée  n'a  pas  de 
racines  positives;  rajiplicalion  delà  refile  des  signes  de  Descarles 
à  la  transformée  en  —  ./'  Lui  voir  d  ailleurs  (|u  elle  a  une  seule 
racine  négative. 

Excmplr  II.  — Soit  l'équaliou 

x'> —  5  J-' -f-  1 9, J"* —  i5.r  -i-  g  =  o, 

qui  n'a  évidemment  aucune  racine^  négative.  Pour  avoir  une  limite 
du  nombre  des  racines  supérieures  à  l'unilé,  nous  formerons  le 
Tableau  suivant  : 


1-4        8-7 
I     —3         5     —2 

I       — 2  3  I 


Les  termes  de  la  diagonale  principale  i,  —  i,  .'>,  —  u,  2  offrent 
ici  quatre  variations,  et  par  suite  l'application  du  théorème  de 
Budan  permet  de  croire  à  l'existence  de  quatre  racines;  mais,  la 
suite  I ,  o,  ?.,  I ,  o,  j.  ne  présentant  aucune  variation,  on  en  conclut 
fMie  l'érnialion  n  a  aueuue  laeine  supérieure  ;"i  l'unilé'. 


>l  II    lA    1111  OHIK    lit:;*   Kijivri"iN>    MMlitiuri.s.  Jl 

l'ijur  rcL-luTclier  les  raciii»'>  iiifiMij-mrs  à  ruiiil»'.  je  consitltic  ht 
Iraiisformi'c  m      , 

X 

Q.r* —  i5.r'-i-  i9..r* —  5x  -f-  i  =o, 
qui  (loniir  le   laMcaii  siiivaul    : 

9  — 15       \i      — 5         I 

9  —  6         G  I  1 

9  .  .   3   ..   f)   .  .    lo 

(>oiiiine  la  suilf  (>,  3,  ().  lO.  •!  ii  a  pas  di-  viiikiIkuis,  on  voit  (|iK' 
rtMiuatinii  (Idiiiu'c  n'a  pas  ilo  racine  jiosilivc  iiilérieiire  à  riinilé; 
toutes  ses  racines  soûl  donc  imaginaires. 

Exemple  ///.    —   Soil  léqnalion  x''  —  '}\x^-\-f^x  —  ç)  =:  o,    la 
Iransfonnt'-e  en  — ./', 

j"* -4- 3.^3 — g.r  —  9  =  o, 

montre  injtiu'tiialenienl  qu'elle  a  une  seule  racine  négative.  Pour 
avoir  une  limite  du  nombre  des  racines  |)Osillves  supérieures  à 
liinih'-.  je  forme  le  Tableau  suivant  : 

,     _3        o        9—9 


I        —2       — 2  7       — -X       — 2       — 2       2       — 2 


!  O       —3 


3  3 


I        — 2       —  I 


2  O       — I  1 


l-('>  lermcs  de  \\\  diagonale  prin(  ipale  présentent    trois  \aiialion- 
mais,  la  suile 


I,     3.     3,     2.     I, 


'.     —  I, 


jj  \l  1.1  l;l;t. 

Il  4'ti    itrociitaiit    i|ii  iiiic.  on  \oil    (|iii'    I  ('<|ii<il  khi    iiroposiT   a  iino 
>oiilr  rariiif  siipt-ricurc  à  luiMlf. 

\  li'^^.inl  <lfs  racines  ixisiincs  iiili'iii'uifs  à   I  iimlc,  ]<•  (  (»iisulr- 

mai  la  Iraiisloiiiicc  en      » 

r 

•1  '"'        !'■  —  I  —  o, 
(lui  (li)iiii('  le    I  alilr.iii  snivaiil   : 

9—9       4    — ' 

9       '^        î        5  ' 

(.1  où  I  lin  ('(HmIiiI   (|iii'   I  i'(|tialii)ii  11  a   pas  ilc  l'aciiio   iiili'-nciii'cs  à 
l'uni  lé. 

II.  Soil  ,/*(.ï")  <iii  |»ulvn(Hiic  «'iilii'f;  en  (ii''sij;naiil  par*  o)  iiin' 
qtianlilt"  pitsilive  cl  par  ///  un  nuinbn'  cnlior  arliilfairo,  considr- 
rons  \r  (lt''\  ('lopjinncnl ,  siiivanl  les  puissances  croissanles  de  ./', 
(le  la  f  radie  m 


0-ty 


Suit  \  le  nonilirc  des  \ariali(»ns  de  ce  (h'-velopperiietil  ;  il  n'-Miile 
de  ce  qui  précède  que  le  noinlire  \  ne  |)ciit  (|iie  (Jiiiiiiiiier-  (piaiid  le 
nomlire  ///  auijinenle;  il  esl  d'ailleurs,  an  moins,  éj;al  an  iioniln-e /> 
des  racines  positives  de  l'équalion  f( x  )  =  o,  qui  sont  infV-rieures 
à  10.  (]ela  posé,  faisons  enu'lre  iiidt'liuiiiieiil    les  iioiiilires  lo  cl  ///. 

de  telle  sorte  cpie  le  rapport —  ait  puiw  liimie  un  nomhrc  donné 
positif  z  : — ^  avant  pcjur  1  nui  le  e-'",  (;ii   |)iul  ('no  11  ce  r  la  pro- 

{•~z)"'  ' 

pusilion  Niii\aiile  : 

V   ili'Sli: iniiil    III'    iniinhlf  jxisllif,   le    imliihic  \    fh'S   rti rui I l<)li.\ 

ffite  prrsciilr  le  (h^rlojipcineiil  de  e'-'  f{x)  suiianl  les  fniis- 
snncrx  croissant  ex  flr  .r  nr  prui  rpir  (liminucr,  fpuind  z  fiu^- 
tnenlc,  et  il  rsl  nu  moins  l'^nl  nu  ikiiiiIhc  p  des  racines  posi- 
tives dr  I  ripnilinn  /(  :r  j  ^r.  o. 


Siiifiii 


bllt    1.A    TllInlllK    DKS    tyl  A  TIO.N.s    M' MKUlyl  tS. 


/\X)  =   «u  -t-  rt  1  r  -+-  «2  X»  -T-  .  .  .  -T-  rt„  X" 


cl 


I  .  a  I  .  2 .  { 

(III    IrtMIN  ('   ill^i'IIM'Ill 

Ao=rto<         A|  —  «/qC -1- </i,         Ao  =  «o-'-î- '•^^'i  - -t- 2«î,  .... 

cl ,  l'ii  ^<in'i;il, 

A/  =  «0 -'  -+-  ùtx  -'-'  -+-  < (  i  —  \)(h  z''- -^  i{i  —  i)(i  —  a  )rt3-5''"' -f- 

Doii   l'oii    \(til.    c   t'hiiil    posilil.  f|iie  A,  <.'sl  <li'   iiK'iiic   .si:;ii<'  <|iif 

l'cNIHC-'^loll 


a„  z"  -~  itt ,  .3"  -  '  -1- 1  (  /  —  Il  a-,  z"--  -f-  /(  i  —  i)  (  i  —  2  )  «3  z"-^  —  . . .: 

.'^1  (loue  011  litriiK'  le  |)olMiriin)' 

F(>  )  =  a„z"-T-  </i  z"-^j-  -h  a-2Z"-~-x(x  —  })  -h. . . 
-^  a„.r(  .V  —  \) .  .  A  T  —  n  —  \  ). 

If  iiiPiriLii-  \    c^l  c{;;il  ail  nombre  des  vanalKni-  de  la  sml»^ 
F(o),^    F(i).     F(2) 

,,  I  ,  ./■ 

I ^l-^()ll-^  c- =       cl.  «'Il  cliaii^i'aiil  ./■  fil  —■> 

(•J  ■-  co 

I   '!> (  J-  )  =  «0 ^r-  a\.r  ^  aoX{x  —  (u  )  -f-  ^/j  j- (\f  —  w  )  ( ^  —  2 co ^  -i- . . . 

'•^^  '    .         '       ( ^ 

(  -i-  a„x(x  —  im)  .  .  .\x  —  Il  —  t  oj  j , 

\   est  aussi  é{^al  au  iKtiiihic  «les  varialion.s  de  la  siiile 

<1'(0),     'l'(aj),     'l>(2ioj 

En  dési|^nant  [)ar//Ie  nomlire  des  racines  posilives  de  l'iMina- 
lion  '!*(-?')  =  <••  •"'  a   rraiIlcnr->  \  ~ />' :  dni'i.  en  verlii  de  la  rcliilmn 

Vinsi    I  <'«|nati<in  <l>(.r)=o  a  an   iikhii^  aniani   de  racines  |)f)si- 
li\  cs  fjnc  r«'(|iial  Kiii  fÇr)  z=zo:  en  |iarti(iilicr,  m  I  <'(|nalitni  /(  .f  )  =  0 


a  luul(*s    ses    racines   irt'llr?.    ri   |>i>>ili\<'-<,    il    fii    « --t    de   iiuMiir  t\r 
r«'-(]unliiiii 

.le  ivin.ir<|iii'r.u.  «Ir  plu-»,  i\\\r.  \  i'ImiiI  <I;iiis  {-c  (MS  (''i;;il  ;'i  /',  l.i  ^iilt- 
>tiliititiii  (liMis  *!><  .r  I  (!<-•;  noinhrrs  o,  <•>,  "no.  ...  «Iml  pi'i'i'isi'iiK'nl 
iloniirr  />  v;in.ilinii>  :  d'ori  il  n'-Millo  <|iit',  i  ilcsi^ii;iii  I  un  iiniiilirc 
rnlirr  <|iu*Ir<)iM|iM» ,  r«-<|iiulit)ii  «I»^.r  i  ;  d  .1.  :iii  |tlii>>.  iim-  imciim" 
compris»*  «'iilr»*  /<<)  el  ( i  -k-  i)to. 
Posons,  piir  r\<iii|tlf. 

/  (  .r  I  ---  (  I  -+-  .r  I"     :  I       n  T  •+■  J-'  -f- .  ,  .   I   j""'  ; 


•r  I    ■  I        it  .r    •-  .r  (  ./•     -  oj  )  -t- . 


!•))  .  .  .  {t  —  a  —  iw). 

<  )ii  \oil  <pic  1  «'(piiiliiMi  «l»(  ./•  )  =  o  a  loiilos  SOS  racines  rccilcs 
«M.  «If  plus,  (|n'on  peut  les  sf'-parcr  loiilcs  en  siil)»lil  u;iiil  <laii>  !<• 
iKiIv  Miiinc  '!>•  /•  I  la  >.iiiic  (les  nombres 

i'.     (.),     2(0.      3aj 

12.  (iiimme  je  lai  tlt-iiiontr»'.  le  nnmitre  \  des  Naiialions  des 
ternies  du  dévcloppemenl  de  r'"'" /"(.r)  osl  au  moins  é};al  au  noml)re 
p  des  racine»  positives  de  l'équalion  f(^x)^=n\  ee  nouilire  ne 
peut  d'ailleurs  que  diminuer  lorsfpn;  r.  prend  des  valeurs  de  plus 
en  plus  •;randes.  On  peut  se  demander  si,  pour  des  valeurs  sufli- 
sammcnt  {grandes  de  z  (et,  par  consécpicnt,  [)our  toutes  les  va- 
leurs plus  «grandes),  V  sera  précisément  ('•f;al  à  /;. 

Supposons,  ce  «pi'il  est  toujours  permis  de  fan-e,  (pie  I  ('-(iiia- 
lion  /V.r  :^  o  n'ait  pas  de  racine  nulle.  De  ee  (pie  j'ai  ('-lahli  plus 
liant,  il  n'-sulle.  en  ^^iipposant  Z  positif,  (pie  \  est  au  plus  t'p;al  au 
nombre  «Jes  racines  pfjsilives  de  l'c-cpialion  <I»(.r)  =  0,011  <!»(./") 
représente  le  polvm'tme  (|ui  rif;nre  dans  l'éf^alilé  (A  )  (  n"  I  \  j. 

Soil  (i)*B/'«>>)  le  discriminant  de  ce  polvnc'une;  le  nombre  entier 
/«■  sera  fjénéra  le  nient  éjjal  à  zéro,  sauf  le  cas  oii  r('(|iiali(>n  ./(<•)}  =  <• 
3  des  racines  égales.  Désij^nons  par  (•>,  un  nombre  positif  iiilé- 
licur  il  la  plus  petite  racine  positive  «le  1  «'(piation  H('.r)  =  o.  et 
faisons  varier  par  dej^n'--;   m-ien^ibles  «.).  depuis  <>  jns(jii  à  (•),"  L  <•- 


Sllt    I.A    TItK.olilK    DtS    Km;VTIi».\.S    NL'MÉHIQL'KS.  i'i 

(iiialioit  ^^(u•)  =  o  n'avatU  jamais  de  racine  niillr,  jjiiis(|ur  a^  est 
(lillt*rfnl  de  zéro,  auciine  racine  nj'galive  ne  pourra  devenir  posi- 
tive; les  racines  qui  élaienl  imaginaires  pour  o)  =z  ^t  ne  samaieiil 
devenir  positives,  car  elles  m-  le  pdiiii  ;ii<'iit  cpi'cn  df\riianl 
éj;ales  ileiix  à  tienx,  ce  <pii  est  impossildr,  puisfpic  <<)  est  pins  [)clil 
(pie  (.),.  Il  pourrait  se  faire,  si  Tt-qualion  /'(./)  =  o  a  des  racines 
égales,  tpie  ceilaincs  racines  positives  nnilti[)les  devinssent  imagi- 
naires; dans  tous  les  cas,  />'  désignant  le  nond)re  des  racines  posi- 
tives de  l'é-cpiation  <!>,(>>  =  o,  où  <l>,(./')  désigne  ce  (pie  devient 
le  polvnôme  <l>(.r  )  (piand  on  v  reni|ilace  (•)  par  (•),,  on  a/)'^/?. 

Or.  on  a  \  ~// cl,  |i;ir  suite,  /<  ;  d'aiilre  |)ait,  \  ./i\  de  là  ri'- 
Mille  \   ^^  p\  aiii>i  le  iioinlue  (.>,  axant  l'-te  clioisi  comme  je  I  ai  dit 

plus  liant,  si  l'on  pose  z  :=   -  ■,  on  est  assuré  que  i)onr  cette  valeur 

de  z  (et  pour  les  \aleurs  plus  grandes)  le  nombre  des  variations 
que  présente  le  dévelojipemenl  de  €^^f{x)  est  exactement  égal  au 
nombre  des  racines  positives  de  ri'cpiation  y^(./'  )  =  «>. 

Ce  théorème  subsiste  évidemment  si  cette  équation,  contraire- 
ment à  ce  que  j'ai  supposé,  avait  des  racines  nulles. 

De  là  résulte  une  nirthode  entièrement  dilTérenlc  de  celle  de 
l^agrange  et  de  celle  de  Slurm  pour  déterminer  exacteinml  A 
nombre  des  racines  posilnes  d'u/ie  équation. 

dette  riK-thode  exige  seulement  le  calcul  du  discriminant  (o*0(oj  ) 
du  p(dvnôme  4>(j');  mais,  ce  polynôme  ('tant  une  l'onction  de  la 
variable  (o,  le  calcul  de  ce  discriminant  ne  laisse  pas  (pic  d"élre 
très  jx'-nible. 

On  a  ensuite  à  d«''termiiier  une  limite  inlV-ricurc  (o,  des  racines 
positives  de  l'équation  H(  w  )  =  o  et,  cela  posé,  le  nombre  des  va- 
riations de  la  suite  ind('linie 

"l'il  o  I,       'l'i(  (.J|  ),       'l>i(V».OJ,  ).        ... 

donne  exactement    le   iiomhre    des    racines   j)OSilives    de   It'vpialion 
proposée. 

Hien  que  ce  |»roe(M|(''  ne  soil  guère  piati(pie,  )  ai  cru  cependant 
devoir  le  nienti(Miner,  eu  ('ganl  au  pelii  nombre  des  méthodes  (pu 
peinictlenl  (le  déterminer  le  nombre  exact  des  racines  d'une  t'ipia- 
lion  (pii  sont  comprises  entre  deux  limites  donn(''es. 


3(^  ALOKRRK. 

II.    —    SlR    I.KS    éoiATIONS    I)K    I.  \    FORME 

V,  l\  a,.»- )  -+-  AjK^  ajj-)  -f-.  .  .-T-  \„l'(  a„.r)  =  o. 

13.  S»)il 

V{.r)  =  iio-r-  «i-r  -f-  fi,j"*-H. .  , 

une   s«''rl«'   iiuii'-liiiio  onloiim-r   siii\iml    les    |)iiissnni'rs   croissoiitos 
tlo  ./•,  dans  la(]iicllc  je  sii|i|i(isc  loiis  les  (•(•clliciciil  >  |>iisiii('s  oii  nuls. 
\c  pri'iniiT  «'•lant  tlillV-rciil  de  /.cid. 
C<»nsid<'Toiis  l'tMi  lia  lion 

III  /\  J-)  =  A]  F(a|,r  I   ■    \..l^  7. /M        ..       \    l'l7,/•^— o. 

où  IfS  a,  d<''si<^nrnl  des  (|iiaiil  ihs  jxisiIivcn  ^u\r  y  sii|)|((»s('rai  laii- 
jj'éos  par  ordre  dt-eroissanl  de  grandeur.  <'ii  sorte  (|iie  l'on  ail 

»!  >  »i  >  a,  >  . . .  ::;■  a„_,  :  •  a„. 

Cela  posé,  si  nous  d«''veloppnns  en  S(''rie  le  second   nieinhre  de 
ré(]ualion  (i),  nous  aurons 

/■(  .r  I  =  r/„  (  A I  -r-  A î  -t- . . .  -i-  A„  » 

-t-  "i<  A,  a,  -H  Aja-i  -r-..  .-r-  A„  a„)j- 
-+-  c/j (  A ,  a'f  -H  Aj  a  ;  -4- . .  .  -h  A„  a;,  )  J-^ 
-f-  «3 (  A ,  a»  -f-  A,  a?,  -^ .  .  .  -t-  A„  a;l  )  J-» 

«t  il  iisiille  de  la  rè^le  des  signes  de  Deseailes  cpie  le  iioiiihre // 
des  racines  positives  de  l'équalion  (i)  ^c'e.s/-à-//i/c  le  iiotuhrc  tirs 
(fifi/ntitrs  /iosi/i\rs  f/iii  (IiiiihIciiI  fi  .r  )  et  paur  Ictjiicl  le  dé^clop- 
firinriit  m  sriin  tic  trllr  foiirlinn  t^st  coin  e  ri:  en  l^  est  an  plus 
égal  an  noinhie  des  varialioiis  cpic  pn'seniciil  1rs  leriiu^s  de  la 
série  indilinn' 

/        \,    .A,  ...  .    A„. 

^^^  )    Xi^i  —  A2a2-r-...-r- A„a„. 

A|  af  -t-  Aja;  -T-.  .  .-l-  .\«a;;, 


l'oiir  avoir  une  liinilc  sujiéiieure   du   noinhre  de  ces  viirialions, 
arrêtons  celle  série  an  ternie  fie  rnn^i. 


SIU    I.A    Tllltlltlt    DKS    KUIATIONS    NfMKHim'KS.  i- 

rl  (|('-si|;iioiis    |>ar  \'  le  iiiuiilnr  (lt'><  Naii.iliuii»  ([iic  |in'->riit(-iit   rc. 
/  —  I  |»n'mi«M>  h'iiiM'S. 

Kl»  <l<'>iunanl  liai'  \     li-  intiiiltrc  <|c>  \ariati()ii>  tic  la   stjrn'  ijidi- 

un  a  <\  itli'iiimciil   \  =1:  \  ' -j- \    . 

(  >i  1,1  scctuidc  ^f'-iif  SI"  cniniiii^aiil  «lis  \alt;iir.s  i|nr  |»i(iiil  la 
tniiclioii 

'I'     ■  \    7  I  y  ',  \  ^  a'.,  x'.,  -!-...    -  A  „  a^,  a/, , 

l<)r>(|ir<)ii    V    lail    >ii(i:r3MVt.'iiii'iil     ./•  =  o.    ./•  =  !.    ./•=■> K^ 

iioinhrc  (Ji's  variations  des  t«.'rm«'s  de  (X'tle  si'-rie  esl  au  plus  <'gal  au 
iiondtre  des  racines  posilives  de  l'équalion  fP^x)  =  i>,  ou  encore 

au  iitiinliir  Ai-<  racines  snpt  riciirc-.  à  riiiiili'-  Ai-  r<'(|iiatioii 

(a)  A, a'  -'•*•='. -T-  A., aU'"»-^.  -H.  ..^  A„a;,-'"S5'™  =  o, 

(|tie  lOii  dcdiiil  de  la  prt'ccdcnlc  <ti  posatil  r'' =  :-. 

Lc<  nurnhics  posilils  7.,.  y.j,  ....  '/„  allant  eu  décroissant,  i\  en 
esl  de  int'nic  îles  exposants  lo:;?.,.  loj;y.^,  ...,  loi;a„;  il  en  r<''sidle, 
eu  vertu  d'une  pro|)osilion  d(''inonln'e  plus  haut  (  n"  îj),  que  le 
nnnddc  des  racines  de  l'i-ipiatinn  {  ■?.  )  qui  stuit  supérieures  à 
runilt-  e>«t  au   plus  t'<.;al  au  noinhrc  des  alternances  de  la  suite 

A,  a',  -r-  A,oLÙ-^...-i-\„%'„. 

Kii  il<'-<imianl  par  lî  le  iiuniltre  de  ces  alternances,  ou  aura  donc 

\"    H     et     V    V'-+-H: 

«1  nù  eiicnre 

P     \-U. 

I  i.  Considérons,  en  parlieulier,  le  cas  nù  lOii  arrête  la  si'rie  (A) 
à  son  |)reinier  lermc  ;  il  rc'sulle  de  ce  qui  pn'cède  (pie/>  est  au  jdus 
éf,'al  au  uoiui>re  des  racines  de  réipialion 

qm  -uni  ■>npeiieiircs  ,1  rmntt'.  et    l'on  piul    énoncer ''cl l<'  pr()|tiisi- 
iKMi  luipurtante  : 


38  A  1.(1  K  DUE. 

Ia^  nombre  (les  rtirifit's  />nsifi\rs  f/f  f'ri/tuitio/i 

A,  Kl  .  \    I  \  ,F(a„ar)=o. 

iui  ii's  tjtutntilfs  a,,  a..  ....  :>  „  sont  </('s  >iitnnlilrs  fiosiiurs  ran- 
gées futr  ordre  décroissant  <le  î^randriir,  rsf  au  />fiis  ri^al  au 
nombre  des  altrritanrrs  dr  la  siiilr 

A,  M-  A»-*-  As-+-. .  .       \  . 

l 'i.  (  )ii  iiiiiMit  |iii.  tl  iMK-  liiioii  |ilii>  ^M'iiciiilf,  consKlrrci'  rc(|iiiiln»ii 

A,F(a,x)-i-  AjIm  aîJ-)-4-.  ..+  A„  F(  a„.r)=  «l>(  .r  ), 

où  4>(j')  (.lésij^no  un  |H>l\iiùm('  ciiIht.  M;iis  |<'  ciois  nnililc  de 
nrt'lciulrc  sur  ce  siijcl  ;  ce  i|iic  j  ;ii  dit  [ilii>  li:iiil  siillil  |i(»iif  liiiic 
M)ir  (le  (|ii)-Ilc  inuiiii'i'c  on  |)()iin.iil  lijilcr  *  rllc  (|n('s|  n)ii. 

III.  —  Si  R  i.Kyr\Tlo>-    /      c--''\Hz)(lz=o. 

16.  .\ppliquons  les  résiillals  préei'dcnls  \\u  cas  où  V {x)-=-  e-^ \  le 
<l«''velo[)pemenl  de  celle  fonclion  est,  comme  on  le  sait,  convergeul 
|Knir  loiiles  les  valeurs  de  la  vanald»-  el  n<'  piéscnle  que  des  coefli- 
cienls  posilifs. 

Soil  ré(pialif)n 

OÙ  les    nomliiis   a,.   y._..   .  .  . .  a„   vont  en  dt'croissant  cl   sont,    du 

reste,  positifs  ou  négatifs. 

Cette  «'•(jiialion  a  évidt'iiinifnl  les  mêmes  racines  (|nc  r<''(piatM>n 
sni\antc 

OÙ  /i  dr-sii^nc  un  n<»mljr(;  |i(j.sitif  arbitraire  que  Icjn  pourra  toujours 
choisir  de  telle  sorte  que  les  nombres  (/,  -|-a,),  (A'-f-ao),  ..., 
{k  -\-  7.„)  soient  tous  positifs. 

En  applitpiant  le  tlicorcme  du  n"  14,  on  \<iil  ipir  rcqualimi  (ri 
a  au  plus  autant  de  racines  positives  fpie  la  suilf 

(A)  \,4.  V,_H....^A„ 

présent f  d"allernan«es. 


SI»    I.A    TIIKOIIII;    liKS    KufATIONS    M-MLlUm'IS.  jtj 

Sii|)|u)»i»n>   iii:iliilriiaii(   (|iic  les  iioiiiliri?s   7,,  <7j y.„  s»)icnl 

les  iliir(i<'iil>  IciiiK's  (I  une  |M't)f;rcSï>it)ii  :iritliin)'-(i<|ii<-  dmit  la  raison 
soil  trrs  pclili-  cl  doni  \c  |iiciiii<'r  Icnnc  cl  le  «Irinicr  Iciiiic  soient 
res|MM-livi'im'hl  —  >/  cl  -li\  y  sn|>|)()S('  ^/ 'C! /'.  I^cs  coellicicnis 
A„,  A,.  ...  t'Iaiil  cniiipIrlfiiUMil  ai'l)ilraii-i>s,  on  voil  (jiic  rr(|iial  ion 
|)(MiI,  (|ii.in(l  la  iais<»n  de  la  progression  lent!  \ers  zéro,  se  niellre 
sons  la   loiine 


(V.) 


,  b 

I    ' 


••■•IM  Z),/Z 


OÙ  'J^(-)  désigne  une  lonclion  enlièi-enicnl  arhilraiie,  <-onlinne  ou 
disconlinne  d'une  façon  (|iM'Iconque,  pouvanl  par  exemple  èlre 
nulle  dans  autant  d'intervalles  (pi'on  le  veut. 

D'autre  part,    le  nombre  des  alternances  de   la  suite  (A)  est  au 

plus  «'■f:;al  au  nombre   des  racines  de    l'écpialion    1      'I>(.r)r/j"  =  o, 

(pii  sont  comprises  entre  (/  et/-»  (il  jjourrail  lui  èlre  inférieur  au 
cas  où  cette  équation  aurait  dans  cet  intervalle  des  racines  d'ordre 
j>air  de  multiplicité);  d'où   la  |)ro|)osilioii  sui\anle  : 

Le  nombre  drs  rdcincs  dr  rcujudtion  (2)  est  au  plus  ("^al  au 
nond>re  des  racines  de  /\'t///(ttion  I  (b(^.r)d.r  z^  n,  r/ui  sont 
comprises  c/i//i'  a  cl  h. 

On  peut  évaluer  autrement  le  nombre  des  alternances  de  la 
suite  (A);  partageons  à  cet  elVet  l'intervalle  compris  entre  a 
et  b  en  intervalles  tels  que,  dans  cliacnn  d'eux,  la  fonction  <I>(.r) 
ne  soit  pas  (^instamment  nulle,  soil  eontiniK"  et  de  même 
signe. 

On  pourra,  en  posant   ainsi 

•  Il 


énoncer  la    proposition  suivante 


io  AI.QKnnK. 

/.<•  nornhrc  <irs  rarincs  posifixrs  r/r  /'rt/iti/tii>fi    ■>)  rs/  ait  />//is 
t'ijal  ail  nonihre  <frs  allrmancrs  <lc  lii  suite 

/       «1»,  (  .r  )  </.r -i-   /       «l«,(TWAr  ■+-..  .-f-   /      'l„{  .r  )(/.r. 

•    <l  •    I»,  •    On 

17.  Commr  ii|>pIic.Mii»ii  des  tlK-oirnics  |trrcr{lfiil>,  |utsc)iis  a  =  o, 

où  les  7/  (h'-signenl  des  iioinhrrs  j)()silifs  (jiicl<'on(|ucs  cl  I"  lii  loiic- 
timi  oiiItTitiino  de  seconde  espèce. 

I/»'tHKilitiii  /      r'~*'"<I>(:;)  =  o  d('\i<'iil 


i'I  jDhscrvr  (iiir  le  mmilirc  de  ses  liiciiics  pcisilivcs  csl  piM-cix'iiK'iil 
rgal  au  nombre  des  racines  posilives  de  r»'<piiiiinii 

(I)  <7o-r*'-+-  AT,  j-^i-î-.  .  .-i-a„.r*n  =  o. 

iJaiilrc  p.irl.  Ircpialion   1      <!>(  .z-)/^/./' =  o  dc\  ieiit 

•  0 


(a) 


r(ao-i-i)        r(a,-^i)^""       V(oL„-^i) 


et  il  résulte  de  la  prnposilion  précédenle  que  le  noinhî-e  des  ra- 
cines positives  do  r(V|uali(>n  (i)esl  au  plus  t''Ç^t\\  au  ii()nd)re  dçs 
racines  posilives  de  I  «'-(piiÉliun  (  :>.). 

IS.    (  ,(»fi-<id<'r(»n-i  Ifipiiil  KMi  (lu  degré  /i 
(  n  Un  —  iiij-  -    >i.,.i  -  — . .  ,-4-  a„j""  =  o. 

(pic  je  mettrai  sous  la  forMic 

où  w  désigne  un  u<iiid>re  posililOii  nul. 


Sflt    LA    TIM  oHli;    liKS    Kyf.VrioN.s    MilKllIOlK?*.  3l 

Il  ri'siillc  (!<'  <<'  i|ili  |)i°r(-rtl*-   (|iii-   r('i|ii.ili(>ii    (  i)  ;i    ;iii  j)lii>  .iiil.iiil 
lie  l\u-ili<'>i  i)()siti\r'>  (|ii('  I  i'i|ii;il  ii)ii 

«0  «i-'"  «jJ"'  ftnT" 


l'do-r-i)      r(io~jii      r(w-f-3)  r(to-T-«-Hi) 

ou   <Ml('(>r<'   (}ll(-    I   ('(jlKlt  loll 

|.r  OiX-  fin-'"''' 


(  i  )         <to 


10  H-  I  (  W-i-  I  )(lO  -f-  'J!  )  (W  -4- l)(w-l-2  ).  .  .(OJ-+-/1)  ' 

(o  (.li'Si_:;m'.  (•(Himic  |i'  I  ,11  dil.   mic  (|ii,iiil  ilt'  |Hi^ili\r  (|iicl(  (HKiiic  ou 
zéro. 

La  nu'me  cliose  ii  lu'U  à  I  rj^ard  des  racines  nt'f^alives,  comiiiic  il 
est  facile  de  le  voir  en  considérant  les  transforuK'CS  en  — ./•.  i^u 
parlicnlicr,  (»ii  peiil  énoncer  celle  [)rt)priélé  iniporlante  : 

Si  /\'-tji/(iliu/{  [i)  a  toutes  ses  racines  réelles,  V équation  (2) 
a  éf^alemenl  toutes  ses  racines  réelles. 

U).  Soil  le  polyn('»me  a^ -\- n i  x -^  a-^x- -\- a^^x'^  \  l'ornions  le 
produil 

e='"(ao—  axT  —  rtjj-î-t-  «3J"^)  =  Uo-4-  \->\Z  -h  Uj-'-f-. . .  , 

où  les  L/  sont  des  loncliuns  de  :;.  (iomine  il  est  aisé  de  le  j)roiiver, 

f»n   a  généralement    -.-7  =  L/_(,  en   sorte  que  toutes  les  lonctions 

d'indice  inférieur  à  l  ,  >'onl  les  dérivées  successives  de  celle-ci. 
On  a  évidemment 

_     a^x'  aivT'-'  a^x'--  «3^-'-' 


?,.../  I.2...(t —  I)  I  .2.  ..(/■— 2)     '      I.2...(t  —  3)' 

d'où  Ton  voit  cpie  r(''((ualioii  Li/=  oa  autant  de  racines  réelles  dis- 
tinctes de  zéro  (pie  !"é(piatif)ii 

*  a^x  a\X*  aoX^ 


i  ~  ■?.    '    (i — 2)(t  —  i)        (i  —  ■jL){i  —  1)/ 

(Jr  celte  efpialion  a,  en  vertu  du  théorème  préc<''(lenl.  toutes 
ses  racines  réelh's  si  /  —  y.  est  |>liis  ^rand  <pie  /.l'ro,  et  si  If'ipia- 
liou  a„-\-  (t,  X  -j-  ir,x'-  +  ^/:i-'*''  =  0   a  elie-iiit'iiK-  ton  les  ses  racines 


r«'clh's.  I.'t  (iii.ilinii  l  ,=r«>  a  lUmc  «'^alrmcril  Imilts  ses  raiinos 
rrellcs,  si  icsl^u,t'l  la  iiu'iiic  |»r«)|)<)si(itni  a  liiMi  à  rri,Mr<l  «1rs 
rqualions  1*3=0,  l<,  =  t).  pnis.nic  l  ,  «M  l  ,  ^.uii  l.s  «li-iix  |>r(>- 
inièrrs  dérivées  de  lij. 

Ccllo  d«'-inonslralion  s'i'lnid  d"oll«'-m»"ini'  a  un  |ii)l\iinmr  de 
deerô  (lurU-DiKjiu*;  tToù  li-  lln-iiivinc  sni\,iiit.  i|ii  il  csl  aise,  du 
reste,  d'rlahlir  dirrctcmciil  : 

Soient  f{.r)  un  /m/}  /n'i/nr  i/i/r/co/u/nr  dvconijutsahlr  m  fdc- 
teurs  réels  du  inrniicr  (/n^ré  ri 

F(j")  =  e=^/(x)  =  Uo-i-  U,  j-  -I-  U,J^*-+-. . .; 

Vi  désignant  an  des  roef/îrirnfs  //Ki'/cont/itcs  de  rr  «Irvrhtppe- 
nie/it.  /'('(/ 1/(1  li(^n  m  z 

V,  =  o 

a  tontes  ses  rarines  rref/es. 

^0.  F(X>  désif^naiil.  «'iiiiiiih'  |iIii>  liaiil,  la  loiiclion  e'-^fi^x)^ 
posons 

F(  J-  —  h  )  =  c-i' e-'f\  j- -!-  A )  =  Vo -4-  Vi .r  -r-  \i j-î -H . . . ; 

Va  désignant  un  quelconqiKMles  cocflicicnls  de  ce  dévclopprrncnt , 
posons  Va  =  ^(-),  en  sorte  que  Va^,  =  '/(-),  Va_2=  'f"(-)>  •  •  •  ; 
léquation  C5(c  -|-  /)  =  o  a.  (|url  que  suit  -,  toutes  ses  racines  réelles 
et  elle  peut  s'écrire 


o(^)-H  to'(z)-^. 7  5;'(j). 


Va-h/N/,  -,-t-  ^-  Va-   îH-. 
I  .x 


1.2.../. 


(;iA'(:;)  =  o 


Vo=o, 


ou  encore 


F*  (A)  Vk-V(h)  /»        F(*-*'(/i) 


/. 


i...(/  — 


il  I  .  Jt      I  .  V  . 


.(/• 


1./.../ 


F^/0  =  o, 


ou  enlin,   m  «  li. murant   //  tii   ,/•.    /  cii  -   l'I  rri  (:lias>aiit  Ifs  di'iiorni- 

/ 

nateur». 


/(/.  —  !)(/  —  2) 
1.2.3 


F"(j-)/î  +  ...-+-F'*'(-^)^*=  o; 
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«l  Inii  \i>il   i|in'   ccllf  r'(|ii;ilii)ii  (Il    /   .1.  <|imI  (|iir   ^.uil    /',  luiilr^  ses 
racines  n'-rllo. 

Si  iloiH"  on  rcvil  le  svsième  snivanl 

!'(^j-)-+-     ll"(.r  )  —  o. 
V(x)-i--itV'{j-)-^    t*  V'(T)  =  o, 


iiii  Noil  (|iic,  itniir  iniiic  \;ilriir  di"  ./'.  «es  ('iinations  onl  lenrs  racines 
réelles.  Il  en  serail  «le  niriiie  des  «'(Hialions 

F'(.r)-f-/F' (J-)  =  o.  F'(.r)-T-2/F  (.r)-h/»F"'(j-)=o,  ..., 

la  d«'rivée  F(j')  a}anl  pmir  valenr  r'-^^f[x)  -f-  :-/'{j' )]  et  {'('qua- 
linn  y(.r) -f- r /"'(.r)  =  o  avanl  loiiles  ses  racines  réelles,  il  «si 
clair,  en  efl'ct,  que  F'(.r)  est  une  fonction  de  la  même  espèce  que 

F'(^),  cl  il  en  est  de  même  de  toutes  ses  dérivi'-es. 

^1.  Les  j)ro|)ositions  |ut''ei''denlt'S  s  elahlissent  du  reste  liés  fa- 
(•ileinenl,  quand  on  les  suppose  démontrées,  dans  le  cas  où  F(x) 
est  un  polynôme  entier-,  il  suffit  de  remarquer  que  e'^f{x)  peut 

être  considéré  comme  la  limil<'  du   polynôme  (  i -^  —  )  /{•^)>  qu' 

est  di'composable  en  facteurs  n'els  du  piemier  degré. 

La  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  la  fonction  e~"'''"~'''/(x),  où 
je  sup|)Ose  //  j)Ositil  ;  eetU;  fonction  peut  être,  en  efTel,  considérée 

(Il  r'-\  "  [  z.v  \  "       / 

I—  '— 1  (  I -i- —  ]  /(x)-^  mais  les  proposi- 
tions précédentes  ne  s'ap|)liqueraient  pas  à  une  l'onction  de  la 
forme  er^-^'/'(.r),  si  le  polynôme  '■^(j')  était  dun  degré  supérieur 
au  second,  ou  si,  étant  du  second  degré,  le  coefficient  de  jr-  était 
positif. 

(^es  remarques  très  simples  trouyenuil  d'iil  îles  a|)pli(  atiiuis  dans 
la  théorie  des  fiuielions  transcendantes. 

î2!2.  l'.ii  eUfctiiant  un  (•liMiii;fiiiriii  de  \aiialile,  le  théorème  il.i- 
lili  .111  II     IS  peut  s'énon<'ei  ainsi  (pi  il  suit  : 

L  r<iii(iti(iii 
I  i  I  (la—  tii  r  -i-  (i.T-  -h .  .  .-¥-  <t„.r'  =  u 
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avant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  «le  nir/ne  tie  l'rijutttutn 


(a-t-fo)(aa-^-w»       (»-+-U))(a«-i-to)(3a-t-<u) 


-^-...  =  o, 


oiV  a  et  (0  désignent  des  quantités  positives  quelcont/ues.  In 
dernière  pouvant  être  nulle.  Do  là  rrsullc  <jne,  t'ianl  doniu'o 
une  «*qiiation  ayant  loutos  ses  racines  réelles,  on  peut  en  déduire 
une  infinité  d'autres  qui  jouissent  de  la  même  proprij'té;  en  ap- 
pliquant une  seconde  fois  \o  théorcnie  précédent,  on  voit,  par 
•  ■\rtnpl«'.  (pic  r(''(pialion 


(  a -»- w)(«'-i- to')       (» -t- a))(a» -I- u)  )(  x'-H  t»')(2a'-ha)') 

ajX* 

C«  -t-  ti))(aat  -»-  tii)(3a  -i-  ti>  )(«'-<-  u)')(-i3t'  -t-  to'  )(3a'-t-  0)') 


-4-...  =  o 


a  toutes  ses  racines  réelles,  a'  «-l  <-)'  étant  assujellies  aux  mêmes 
condition"»  (pic  x  et  <•). 

S(ut,  en  «général,  H(x)  un  pt)l\n(Mnc  d'un  degré  quelcontpie  dé- 
coinposable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  et  ne  devenant 
négatif  pour  aucune  valeur  positive  de  la  variahie,  en  sorte  que 
0(  jr)  soit  de  la  forme 

«(.r)  =  jrP(a.r-h  h  VU  a' x  -¥-  b' yi'in  r   -  b'  yi" 

les  nombres  /;.  q,  </',  q'\  ...  étant  des  nombres  entiers  ou  étant 
égaux  à  zéro,  a,  a\  a".  . . .  el  b,  b\  b".  . . .  étant  des  nombres  po- 
sitifs, on  verra  aisément  par  ce  qui  préc<''de  cpie  l'équation 


«0- 


e(i)      6(1)6(3)      H(ne(2)e(3)  «(1)6(2)...  e(/i) 


a  toutes  ses  racines  réelles. 

Mais  on  peut  donner  une  plus  grande  gén<'ralité  à  celte  propo- 
sition; lécjuation  (r)  ayant,  en  eflel,  toutes  ses  racines  réelles,  il 
en  est  de  même  de  l'équation 


I  —  Ul  (l  -4-  Oj)(l  -r-  aw)  (  1  -(-  W)(f  -f-  9,0J)(l  -4-  3«>i) 

par  suite  de  l'équation 


(l-r-a»)*         (1 -t-  to)*(l -+-  2(1))*        (  I -4- (U)»(l  H- 2(»>)*(l -4- 3cu)* 


=  O, 


sin    I.A    TIlKoniK    DES    KQIATIONS    MMKItH.llI.''  -5» 

«•l  »-ii  j;i'in'r.il  <lf  ri'f|iiiili(in 

-f-.— rrr— nr, :;-^7: -+-.••  =  «>. 


"*        (|-T-tO(*     '    (   I  -t-  (0  )*  (  I  -H  Jt  W  )*         (l  -+-(«)*(  I  ^-•>.(o)*(i -1-3  w)* 

où  /"  (l<''sij,'n('  lin  noiuhrc  crilicr  qu('lc«)n(|iic. 

Faisons   ii);iiiiteii;iiit  croire   iiidrliniinciil    \r  iiDinlir»'    ;uliili  ;iiic 

posilil        cl    II"    iKtmltrc   ciiIkm-   /,  .  de    lillc    soilc   mih'   /. '■>  ;iil    iioiir 

liiuili"  li>^     .  Y  (l(''^i:;ii;iiil   un  iioiiihic  |)osiiil    (|iii>|i'<>ii(|iii-  <'i;;il    «ni 

inférieur  à  rnriilt'-. 

L'cqiiiilioii  |)rc(i''(l('iilc  (l('\i(Mi(lr;i 


el  elle  aura  loulcs  ses  racines  iv'cllcs  ;  il  <'ii  ot  de  iiiriiu'  de  I  r(]ua- 

II  •.  '■ 

liou  ol>lt'nu(>  (Il  clianiif'aiil   '/  rii  (o-  ri  ./•  en  —■> 
^  '  (•) 

Oo-h  aiiox  -^  aiO}'>x-  -h  *7.,  w'.r^-(-.  .  . -f-  a„w"'  .r"  =  o- 

to  désigne  une  quanlilf-  rérllc  ([uel((mquc,  donl  la  valeur  ahsolin; 
est  au  plus  égale  à  l'uniu-. 

Des  considérations  que   je  viens  d'exposer  résiillc  imin«'diale- 
menf  la  pro])Osilion  suivante  : 

L'équation  (i)  ayant  toutes  srs  racines  réelles,  l'équation 


«0- 


e(i)      e(n«(2)      e(f)e(>.)e(3)  «mect  )...H(/n 


a  également  toutes  ses  racines  réelles  ;  (-){.r)  désigne  un  pol\- 
nôme  entier  quelconque^  satisfaisant  aux  conditions  ci-dessus  énon- 
cées et  oi  une  quantité  réelle  (|uelcoii(|iie,  ddiil  la  \aleiii'  alisidue 
est  égale  ou  inférieure  à  Tunitc'-. 

!2'î.    Soit,  comme  a|)|)licalion  de  ce  lln'orème,  r»'(|uation 

(  I  -+-  X)"  =l-h  /IX  M .r2  -H  .  .  .  -r-  //  r"-  '  H-  X"  =  O  ; 

1.7. 

(i)  et   H(.rj   conservant    la    même   sigmlication    que    ci-dessu>,  je 

poserai 

^,                   nuix        n(n  —  i)       (o'-x-                                 «"'.r" 
F(j-)  —  I—  -— —  -+-  '        -^ 


e(i)  i.-jt      H(i)H(..     •■•      e(i^«(9.>. ..«(//) 


I.os  poUiuimrs  ilr  rcllf  lonne  jouisscnl  îles  |)ionri<l('>  niiiar- 
quablos  siiivanlos  : 

i"  I/cqua(lon  F(.r)  =  o  a  loulcs  ses  racines  rrcllcs. 

•i"  I^os  diverses  ilériv/'es  de  F(.r)  s'exjiriinoiil  ;ui  inovcii  de  \m)- 
lvn«"inies  de  la  nu^me  es|)»''ce. 

(  )ii   .1.  en   cllcl , 


_,  /Mo     I  <i)'./  [Il  — i)(/i — a)  (iJ*J- 

F  (  .r  )  =  — —      I  -^  (  //  —  I  ) 


«(i)|  «(a)  i.u  «(2)6(3) 

[n  —  i)(n  —  îi)(/i  — 3)  u)«8:r=» 

"^  i.a.3  6(2)8(3)6(4)  "*" 

Si  donc  on  pose  H(.r  H-  i)  =  H(.r)  et 

{H  —  i)iuj*        (n — i)(/j — a)       tu^j** 


] 


«J»{X)  =  1 


11(1)  1.2  H(I)H(2) 

(  /j  —  I  )  (  /z  —  ■>.)(«  —  3  )  w'  .r^ 


1.2.3  II(i)II(2)H(3) 

il   \irnl 

or  <P(.r)  est  un  polynôme  de  la  même  espèce  que  F(x),  jinis- 
qne  n(.r)  est  déeom|)osal)le  en  (acteurs  linéaires  réels  du  pre- 
mier degré  cl  n'est  jamais  négatif  pour  aucune  valeur  positive 
de  X. 

Ce  que  je  viens  d'établir  pour  la  première  dérivée  subsiste  en- 
core évidemment  pour  les  dérivées  suivantes. 

3°  Si  l'on  pose,  en  séparant  la  partie  réelle  de  l.i  partie  imagi- 
naire, 

F(ix)  =  \(x)-^-  i.\\(x). 

les  équations  V(jr)  ^  o  et  W(j;)  =  <»  ont  tontes  leurs  racines 
réelles  et,  |)lus  généralemcnl.  a  dc'si^Mianl  une  const;intc  réelle 
quelconque,  l'équalion 

\(x)  -f-  a  W(.r)  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Pour  le   démontrer,   il   suffii    de  i(iii;ir(|iier   (jiie    celle  ('•fouitioii 


srit  i.A  Tiiroiiii;  dks  i.i.iL'atuins  NrMKiiKU'Ks. 
pciil  >  écrire 

ntoj-  ni  n  -  -  i  i        «o*./-- 


3? 


«(I)  i.a       H(i)«(a) 

n{n  —  \){n  —  ï)  ut'^x^ 


.■i.3  e(i)e(2)e(3) 


—  a  -f-. . .  =  o, 


cl  (|ii(-  r('(|iiali()ii 


rt(n  —  I)  «(n  —  i)(/i  —  a)(n  —  3) 


.rï  — 


I. -2.3.4 


...] 


//(//  — l)(«  — 2)  1 

n  r x^       .  .  .      —  O 

1.2.3 


il   loiilos  SCS  racines  rrellcs.  (|iit'll('  (jiic  S(til   lii  coiislaiilc  réelle  a\ 
c'est,  en  ellel,  r(''<|iiali(iii  (|iii  df-lerniinc  taii}.,^  -  (|iiaM(l  on  se  donne 

tanga. 

V.u  |iarticiiliei\  si  Ion  lail  W^^j)  =  ./•  el  (o  =  i ,  on  a 

nx        n  (n  —  i  )    ./- 


F(J")=:1 


1  1.2  1.2 

n(n  —  I  )  (  n  —  2  )     x^ 


1.2.3  1.2.3        *  '  *        1.2.3...// 


|)olvnonic   qui  se  présente  dans  plusieurs  questions  iinporlanles 
d'AnaIvse  (*). 

En  faisant,  en  second  lieu,  (-)(,r):=  i,  on  a 

,,    /    .  n(n  —  i)     ,    „      n(n  —  i)(n  —  2)     „  , 

|-„(j-)  =  I  -^-  no)x- co'.r^H to' a-» -t- . . . -f-  lo"  x"  ; 

1.2  I . 2 . i 

les  polvnùmes  ainsi  dt-linis  salislonl  à  Téqualion  suivante 

-'i.    I   II    (•;!>    paiiiciilièrenienl    intéressant    est    celui    où,    dans 
Iiqualion  /     r' '  ir)(  z)  (Iz  =  o,  on  suppose  que  (")(-)  soit  un  polv- 


(')  Voir  à  rc  sujrl  un    Mi'nioirc  do  M.  Tclicl)vciicf  {Afélanges  mathéinati(]ues 
et  astronomiques,    l.  II,  p.   i8.'.    .Sainl-Pclersl)()ur^,    iWjg),    ma  Nolo  Sur  l'inte- 

gralc  I       {liullclin  de  la  Société  mathématique,    l.    \  II,   j'.  7')  il   iiii<; 

.Noie  (le  .M.  Ilal|)licii,  Sur  une  série  pour  (Irvclo/iper  les  fonctions  d'une  variable 
{Com/tti's  rendus  des  séances  de  l' Acadcntie  des  Sciences,  r»  oclobrc  iSK.>). 


iHtinc  rnlur  donl   l.i   loiiiic  <  liaii^r  succrsMv  (  un  ni   I(ii>.(|iic   l,i  \;i- 
riahlr  ;  rroil  depuis  a  jiis(|ii\'i  h. 

Crlh'  «'-(iiialiiin  pcul  >r  mcllic  alors  sdus  la  loiinc  siiivanlc 

les  a,  drsii^niuil  des  (•(•n»laMlis  «l  je-;  /,  des  |)t>l\  m'unos  ciilicrs. 

Pour  <>\ainlii<'r  le  cas   Ir  plus   siniplr.  soicul    a„,  7., y.,,  des 

(piantih'-s  réelles  (|ueleoutpies  r;uij;ées  par  ordre  eroissaul  de  {;i'an- 

deur  vl  <7„,  ti^ «f„  des  (|uautitt'-s  réelles  cpieleoiupies  ;  j)osoiis, 

pour  al)ré-i;or. 

Po  =  «0. 

Pi  =  ao-r-  rt|. 


/>/;  =  «0  -<-  <'i  -i-  «î  ->-...  -^  a„ . 
r\  Cori>id(''rous   I  é«prilioM 

/-»^i  /•*  /^'^l  /** 

1        e    -'/>„t/z-r    j        (•-■^/>i(/z-r-   f        <'--'/).,  </z -h  ...-h    j      e"--'y>„  r/-  =  O. 

ICii  ellceluanl   les  intégrations,  il  est  aise-  de  \oir  qu'elle  devienl 
>«implenienl 

rtoc -^-r-i-  a^e-^t-'-Jr  aiC-'^'-^  -(-...  -H  a„e-3'n-^  =  o; 

el  le  nondjre  p  de  ses  racines  positives  est  le  même  que  ei-Iui  des 
racines  de  l'équation 

qui  sont  coiDijrises  entre  o  et  H- l .  (^elle  é'(|nalu)n  résulte  en  edel 
de  la  première  fpiatid  on  y  pose  c-'=^  z. 

On  sait  d'ailleurs  (  n"  10)  «pie  le   nonihre  />  est  au   plus  égal  au 
nombre  des  allernances  de  la  suite 

/        Po'l^  j        l>\fl^-^j        /'i(/z  -i-.  .  .^   I       pnff^. 

•    -À  «a,  •   et;  •   y.,, 

d  où  \i-  |ii'oposilions  suiNanles   ; 


sril    LA    TlIIoniK    UES    KOI'ATKiNs    MMKIUOlKs.  \çf 

Ij's  luiiuhrcs  a„,  a,,  -j.-, y.„  rtnnt  riini;cs  pur  aidn'  ciois- 

siint  (le  grandeur,  Ir  noiuhrc  des  n/ci/irs  de  1' r(ia<itioii 

(  i)  a^z'^-i-  «I  3*1-4-  </ij''i-4-. . .  -t-  rt„j*"  =  o 

(lui  siinl  coni/iriscs   riitrr  n  et  -H  i  rst    au  plus  ii:(il  (Ui  ncinhic 
di's  a/ti-r/iiinrrs  df  ///  suite 

oit  /)ft.  /'i,  />o,  ....  />,!  "itl  l<i  sii; ni /icdliiiii  donmc  ci-dessus. 
El  l'ncore  (ce  (pii  est  Ir  mrtnc  lln'nirmc  sitiis  une  ;iiilrc  Innno)  : 

Si  les  nombres  a„i  ^i.  '^>^  •  •  • -,  ^/i  sont  rangés  p(ir  ordre  dé- 
croissant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i) 
qui  sont  plus  grandes  que  l'unité  est  au  plus  égal  au  nondae 
des  alternances  de  la  suite  (o/). 

25.  J'ai  l'ail  voii-  |)lii«;  hiiiit  in"  I  i)  que  le  iioiuhrc  dos  racines 
positives  de  rt''(]iialinii 

(i)  Aor(aoJr)—  A,F(a,j")-i-  kiV{7.^_T)-\- . . .-(-  A„P^(a„.r)  =  o 

était  an  plus  égal  au   nombre  des  racines  de  I  équation 

Ao  -""^  ^"  —  A ,  -'"-  «t  -^ .  . .  -i-  A  „  5"oB  =«'.  =  o. 

ipii    sont   supérieures    ;'i    luriitt'-:    d  ailleurs    les    nombres    loga,,, 

lt»^^7. ,  lo|4a„   vont   eu  décroissant. 

Posons  maintenant 

Po  =  Ao. 

P\  =  Aq-t- Aj. 

p,  r=  Ao-+-  .^1  -t-  Aj. 


Pu  =  Ao-T-  Al  -r-  Aî-h  . .  .-I-  An  ; 

il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  le  nombre  des  racines  posi- 

(')  D'après  la  (Icfmition  des  alternances  d'une  suite,  il  est  clair  que  le  nombre 
des  alternances  do  la  suite  « -i- 6 -)- c -i- rf.oc  est  le  ninnlin-  des  vari;iliiins  des 
termes  de  la  suite 

a,     a  -■'  l/,     a  ~  b  -t-  c.     r/, 


|0  Ai.u  I.  itiir.. 

liics  (/('  /'ii/iKilion  [t)  rsf  (tii  plus  r::<il  nu  iiiuiihif  i/ts  ulU'i- 
rnt  lires  de  ht  s  ni  le 

,       2,  ,      ai  ,         «« 


IV.  — SiR  m:s  i;qiatio.\s  i>i:  i.\  ri»a.\ii; 

Oo  «I ,_  fit «/i 

7    —  ^'  (  j-  _  a,  )'"        (  .r  —  aj  )'"       '  '  '       (  .r  —  a„  )w 

^(i.    Soll  I  ((Hialiitii 

rt„  «1  ftf  o„ 


(.r  — aj,)'"         (y— a,  )">        (  x  —  aj  )w  (j;_a„/'» 

où  1rs  iKimbrcs  ao,  a, a„  sont  rangrs  par  ordre   drcroissaiil 

do  grandeur  et  (o  vin  noinhrr  positif  arl)ilrairo. 

(^Iioisissons  \\n  iionibrc  positif  /,  assez  j^rand  pour  (pio  loiilcs 
les  (juautités  Â -h  y.,,, />  H- ^-1 /«"  4- «//  soieni  positives  et  for- 
mons la  transfornu'c  en  l'^^.r-f-  k. 

an  «I  ^"  _  « 


(jK— (X-H-ao)l'-         (v— (X-^a,  l|w        "■        |j— (/— a„)|« 
on.    poiii'  al»r<'jj;er  I  eciilnre. 


<  J  —  3^0  )'^        I .''  —  ^'i  J*^      "  '       <  J  —  ««  )" 
Celle  C(|nalion  peni  si'crire 


(7.) 


Soil 


I  ((pi.itKni  pf<(  <  d<  iilr  pciil  ^f  mtllii'  ^<Mi>  la  forme 


SIll    I.A    TIII-OIIIK    OKS    Kgl'ATIONs    NfMI  111(111  S.  ',1 

nii  If  niciiinr  iiirinhri'  csl  (toiivcr^'riil  pour  loiilcs   les  \;il(iii>  de  \ 
plus  <;raiiil<'^  i|in'  y.^^. 

Si  l'cui  ttl)Mi\c  iii;iiiilcii:inl  <|iir  |iiii>  K'S  cO('lliciciil>  M,  sdiil  po- 
mIiIs,  <»ii  «l.ihlir.i,  ctmimr  (  i-div-Mis  (  n"  13"),  (pic  le  ikuiiIhc  (Ii-^ 
racines  de  i  (Mpintion  (■>.)  (pu  soiil  Mipciiciircs  à  -j.^^  c^l  mi  plii> 
•  •^;il  :iu  iKHiilnc   (Ic^  iMciiics  (le  I  ((piiiliori 

f /„  .r'"R  »:.  -■    (I ,  .r"""!  a;  _j. .  _  _|_  ^,  ,^  ./.Iok  a„  _  „ 

(Uii  .NonI  Mipcnciircs  ,"i  I  mule;  ce  iioiiihic  (■>!  donc  ;iii  plus  t'f,sd  an 
nombre  des  alleiiuinces  de  la  snilc 


n.iillcnrs  le  nombre  des  racines  de  ['('(pialion  (:>.)  (pii  soni  sn- 
pc-rienrc-s  à  a^,,  e'esl-à-ilire  à  a„ -j- /. ,  t'sl  j)rccis('nient  ('i^'al  an 
nond)ic  (lc>-  i-acines  de  r('(pialion  (0  cpii  sont  sujx'iienres  à  a,,. 
Nous  |)onvons  donc  ('•noneer  la  pi()|H)Si(ion  snivanl-c  : 

Les  (/i/f/nfilis  a,i,  a,,  ....  y.„  cldiil  ran  Lires  par  ordn'  dvcrois- 
snnl  tir  ^•^nf/ti/rn/-,  Ir  iiitinhrr  (1rs  iiirines  dr  V rqudliDii 


{  j-  —  au  )'•>        (  ./•  ~  ai  )W  (  .r  —  a„  )^ 

qui  sont  suprrirurrs  à  a,,  rsl  mi  plus  rm'cii  au  nombrr  des  attri- 
nanccs  de  la  suite 

r7u-H  o !-(-..  .-f-  ct„. 

Le  nombre  des  allcrnances  csl  |)air  on  impair,  suivanl  que  les 
denx  (juanlilés  a^  et  (^0+  <7,  -i-  . . .  +  a„)  s(^nl  de  même  sif^iic  ou 
de  signes  eoniraircs  ;  il  en  e>l  de  nnrne  {\u  nombre  des  racines  de 
Téipialion  su|)(''rienres  à  a„,  comme  on  le  voit  en  snbslilnanl  suc- 
eessivcmenl  dans  le  premiei-  meml»re  d(^  l'cMpialion  H-  t:  et  la  qnan- 
liléa„-f-î,  «^'n  t  d(''>it;ne  nne  (pianlih'  uilinmienl  |>elile.  (lecine 
s'a|)pli(pie  j)as  an  cas  on  I  (Ui  a  m  ail  (^/„  -f-  ^/,  -•-...  -f-  (^/„  =  o  ;  ee  cas 
«•cari»',  on  |)enl  dire  (pie  : 

Si  le  noinhre  des  rai  im's  de  l' éijiial ii>n  supérieures  a  'J.y^el  le 
nombre  des  alh'rnanees  de  la  suite  jOruiée  par  les  roefjieients 
ili (firent .  leur  di (} érenee   est  un   /Kutdae  pair. 
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28.  Laissant  de  cùlé,  pour  rinstant,  le  cas  général,  jo  nroccn- 
perai  en  particulier  de  Téipialion 


(•) 


«• 


T —  ao        .r  —  a,         .r  —  aj 


Dans  l'intervalle  compris  entre  a,-  et  a,^.,,  inlercaloiis  deux  nom- 
bres ;  et  ^'.  de  telle  sorte  que  les  nombres 

soient  ranj^és  par  ordre  croissant   ou  décroissant  de  grandeur,  et 
faisons  la  substitution 


d'où  Ion  déduit 


X  = 


\  —1 


Aux  (juanlités  de  la  suite  (A)  correspondent  les  quantités  sui- 
vantes : 

a'g.      ...,      a'/.     X,     o,     a;^.,,     i'„. 

qui  seront  rangées  par  succession  de  grandeur  ('). 


(')  Il  est  bon  de  préciser  ce  que  j'entends  par  là.  Des  quantités  sont  dites 
rangées  par  succession  rroissanlc  ou  décroissante  de  grandeur  si  une  quantité 
variable,  qui  varie  toujours  dans  le  même  sens,  prend  siirressivement  les  valeurs 
des  termes  de  la  suite  de  ces  quantités,  en  passant  [uir  l'infini  si  cela  est  néces- 
saire 

Ainsi  les  quantités 

-T-  4.     —  3,     o,     —  I 

sont  rangées  par  succession  croissante  de  grandeur,  et  les  quantités 

I,     o,     — I,     -H  5 

par  succession  décroissante  de  grandeur. 

Au  lieu   de  ranger  les  quantités  sur  une  ligne  droite,  on  peut  les  ranger  ainsi  : 


»iir  un  cycle  (cercle  parcouru  dans  un  sens  déterminé). 


MU    I.A    TIIKOIUK    DKS    KQIATIONS    NUMKniQl'ES.  4^ 

(  )ii  \nil  .list'iiifiil  (|ii('  toiilrs  les  (|iiaiitil<'-s  a^  sont  iiosiiivcs  : 
a]  est  donc  l.i  |iliis  ^liiiulo  (r«'nUc  elles;  r('(|u;i(inii  (t)  (|e\ieiil,  en 
enVelniinl  l;i  snhsl iliilnm  in<ln|iié('  ci-dessiis, 


7 ,  \l-v 


\  -I 


—  t-k 


ou  encore 


V 


<n 


\';-2A)-( 


^  "y     fn  1 

;'  —  ik)      ^^\  —  »*  X  —  «A- 


Or,  a,'  élanl  le  plus  grand  des  nombres  a]^  qui  sont  lous  po- 
sitifs, en  a[)pli(pianl  la  proposition  déniontn'e  précédemment,  on 
voit  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation 


»A- 


qui  sont  supérieures  à  a);,  c'est-à-dire  le  nombre  des  racines  de 
l'équation  (i")  qui  sont  comprises  dans  l'intervalle  (;,  a,  )  ('),  est 
au  plus  égal  au  nombre  îles  alternances  de  la  suite 


«/-»-! 


\  —  ^i       \  —  «/•- 


£  _ 


•■         Ç-a.>.        $- 


«j-t-i 


(Il 


ti9.   Comme  application,  considi-rons  Téquation 
i4  \  -x  I  i4 


I 

X  -^  l  X  -^  \ 

Les  quantités 


X  —  I  X  —  ?. 


—  ■}..     —  I.     o. 


é'iant  rangées   par  succession   de  grandeur,  nous  aurons  à  consi- 
dérer les  cinq  intervalles 

(—2,    — l).       (—1.    O  ),       (O.    -T-  I  ).       (-1-1.    -t-'2).      (-(-2,    —2), 

dont  le  dernier  renferme  l'infini. 


(')   Dos   quantités  a,   ^ i,  a,  . . . ,  t,  w   étant   rangées   par   succession    do 

«randcur,  j'a|ipelle  intervalle  (À,  [jl)  relui  des  intervalles  déterminés  par  ces  deux 
noinlires  qui  ne  renferme  aucun  des  autres  nombres.  Cet  intervalle  peut  renfer- 
nirr  l'infini  si  X  et  [x  sont  de  signe  contraire:  aiusi,  étant  donnée  la  suite 

-f-4.     —3,     o,     -i-i, 
l'inlcrvallc  (-+- 'i.  —  •'î)  renferme  l'infini. 


Il  »'  ' ■  • 

Km  clt'sij;ij;int  |>.ii'  ;  (iiic  i|ii;iiilil(''  rrcllr  t|ii('l('on(|iic.  lunis  (UMiii- 
sons.  de  c«"  qui  pri'Oi^ilc,  los  lonséquonros  suivanlos  : 

i"  l  l'iaiil  ilans  l'inltM-valh' { —  a,  —  i),  le  nombre  dos  racines  de 
l'équalion  (i)  (|iii  sont  conipriscs  entre  ;  «M  —  •  est  an  |)Iiis  éj^al  au 
nombre  des  allernanres  de  la  suite 

Il  i4  I  2  I 


i^^      i-^      $-'       l      S-H« 

et   le   noinhrc  îles  racines  (jui  sont  comprises  enlic   ç  cl   —  i.  au 
plus  é^al  au   muiiltre  des  alteriuiiK  es  de  la  suite 

1  7.  I        ,        i4  i4 


Kii  particulier,  faisons,  dans  la  j)reiiiière  suite,  ^  =  —  i — e, 
:  dt-siiinaiil  une  ipiantité  inliniiiient  petite  positive;  la  suile  de- 
\  ient 

comme  elle  ne  pn'-sente  pas  (rallcrnance,  on  en  conclut  (pic  Itrijua- 
lion  (i)  n'a  pas  de  racine  dans  riiilervalic  ( —  2,  —  i). 

2"  ç  étant  dans  l'intervalle  ( —  i,  o),  le  nombre  des  racines  de 
léquation  qui  sont  comprises  entre  ç  et  —  i  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  alternances  de  la  suile 

I  1 4  il  >  't 


elle  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  cnlrc   ;  cl  o  au  plus 
«'•f;;il  ;iu  nombre  (b-s  alternances  de  la  suile 


Faisons,    en    particulier,    dans   la  première   suile,  X  =  —  e;    la 
suile  dt-vif-nl 

—  I  —  7  —  7  -^  I  -  y.  ; 

comme   elle  présente    deux  alternances,   on    \oil   <pic   I  inlervallc 
( —  I,  o)  comprend  deux  racines  ou  n'en  comprend  pas. 

3"   ;  étant  dans  riiiterxalle  (o, -h  i  ).  le  mjmbre  des  racines  de 


si  11    I   \    iiilOHlK    DES    KC'lATroNs    NTMinH.'lT'i.  ,i 

I  LMiiialiiiM    <|iii    soiil    cumiinscs   cnlrr  o   ri     :   «-"«l   ;iii    plus   «''jul    :mi 
nombre  <li"'  ;lll(•rM.ln^•t■•^  df  l.i  smif 

,3,  :'         '  .4     .      .4 


—  1         £ 


ri  (•(•lui  (les  riiciiics   )|iii   m)iiI  ctuniiriscs  «miIic  ;  cl    -\-  i.    an    |ilii' 
.  alliMiiaiicrs  (\c  la  suite 

I  i4  ij  i  > 


égal  au  uouiluf  (Ifs  ailcruaut  rs  do  la  suil< 


i-aisiiii-".    n.ir  cxcninlc.   :  =  i  —  :,  la  lucniirrf  siillr  divicnl 


iiii->.    [i.ir  f\(MU|)l('.    ;  =  I 

7.  j 


I  i  H-  ->:  : 


elle  présenic  deux  all(^rnancos  :  donc  1  t'(|nalion  a  dans  1  inUMvallc 
(o,  +  l)    un  noruluc  de  racmo  <'i;al  à  o  on  à  2. 

On  arrive  à  la  nuMue  con(  lusu)n  en  subsliluanl  dans  la  seconde 
suile  4- s;  elle  devicnl.  en  elVel. 


et  celle  suile  pr('senle  ('gaiement  deux  alternances. 

4°  ç  (Haut  dans  l'intervalle  ( -f- i ,-+- ?.),  le  nombre  des  racines 
qui  sont  compiiscs  entre  ç  et  -+-  i  est  au  plu»  (''j;al  au  nombre  des 
allernances  de  la  suile 

f  '^  I  (4  i4 


—  -j       fi- 


el le  nombre  des   racines  qui   sonl  comprises  entre  ;  et  -i-  a,   au 
plus  égal  au  nombre  des  allernances  de  la  suile 


N  I  I 


£  —  9.  fi  -f-  ?.  t  -^  I  fi  ï  —  I 

Faisons,  par  exemple,    dans  la    deuxième  suite  ;:=i4-î,   elle 
devient 

comme  elle  ne  re|)resc'nle  aucune  alternance,  {"('(pialion  n  a  aucune 
rat  ine  (Lm^  rintcrv.dle  consid»'-ré. 


46  MiunuK. 

.*)"  Coiisidi'rDiis  oiiliii  l  inlcrvallr  (4-2.  —  2)  (|iii  CDiiliriil  I  iii- 
lini;  ;  «'•lanl  dans  ccl  intervalle,  le  nombre  des  racines  (|iii  sont 
comprises  entre  ^  et -|- ■>.  est  ^n  |ilii>^  (•i;al  an  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

"4  '        ,    "^  •        ,       "i 


et  le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  ;  et  —  2.  au  plu> 
éjjal  an  nombre  des  alternances  de  la  suite 


Faisons,  par  exemple,  dans  la  deuxième  suite,  ^  =  a  +  e,  elle 

devient 

7        ' 

■X        3  ^     ' 

et,  comme  elle  ne  pn-sente  aucune  alternance,  réquation  proposée 
n'a  aucune  racine  dans  lintervalle  (-ha,  —  a). 

30.   L'équation  précédente  ne  peut  donc  avoir  de  racines  que 
dans  les  intervalles  ( —  i ,  o)  et  (o,  +  \). 

3 
Faisons  ç  =  —  -  dans  la  suite  (a),  elle  devient 

_  »  _^  4  _  I  î  •  t    .    '  1  •  >       , 
3        7  II  »  *' 

et  présente   une  alternance;   l'équation  a  <lonc  une   racine  et  une 
seule  comprise  entre  o  et  —  -  et,  par  suite,  une  et  une  seule  com- 

3 
prise  entre 7  et  —  i . 

I 

3 
En  second  lieu,  faisons,  dans  la  suite  (3),  ;=:  -,  elle  devient 

I 

8         1         14.'.        14.4^,. 
37  II  3 

comme    elle  ne    présente    qu'une    alternance,    il   en    résulte  que 
l'intervalle  |  o,  7  I  comprend  une  seule  racine  et  il  en  est  de  même, 

par  suite,  de  lintervalle  (  -)  il. 


sin  i.v  riiiniiiK  nF.s  ki.hations  numkhiql'es.  |- 

(  )ii    \i)ll    iÉiiiM   (|iii'    ri'-(|iMt Ion    |»i()|)os('e    a   toutes    ses   racinns 

r«'M'll('s  ;  la   ntciiiiric   csl   coiiiprisr  ciiln-    —  i  ri  —  -,  la   (lt'ii\ii-in«' 

•1 

i  ....  ,  3  , 

entre  —      ol  n,   la  Iroisu-mc  «■nlrc  /.no    et  -f-  ->    cl    la    (luali  it-mr 

■\  4  ' 

3 

entre  -h  7  «t  -r  i  • 

I 

C'est  ce  qu'il  est,  ilu  rcslc,  aisé  de  vérilier,  l/qualioii  mise  sous 
forme  entière  étant 

(2^2— i)(7./-î-  î)  =  o('). 


(')  Ce  Mémoire  formait  les  premiers  Chapitres  d'un  Traité  que  Lagucrrc  se 
proposait  de  publier  sur  la  théorie  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
La  plupart  des  propositions  iju'il  renferme  avaient  été  déj;"!  exposées  autre  part 
par  lAuleur,  mais  d'une,  façon  moins  complète.  C'est  pourquoi,  alin  d'éviter  des 
répétitions  et  de  présenter  les  résultats  sous  la  forme  à  laquelle  La^uerre  avait 
donné  délinitivement  la  préférence,  nous  avons  cru  devoir  placer  ce  Mémoire  en 
tète  des  contributions  relatives  à  la  théorie  des  équations,  en  dérof;eant  à  la  règle 
que  nous  nous  sommes  imposée  de  classer  suivant  l'ordre  chronologique  les  tra- 
viiux  relatifs  à  un  même  sujet.  I'].  M. 


>i  i;  i.i;  Koi.i;  i)i:s  im  w  \ms 


IIKIIIIII,  l)i;S  KOI  \Ti(l>S   M  MKUIOI  US. 


t  it/ii/)ti:i  rendus  (1rs  scanres  de  l'Amdvniie  dea  Scienrex. 
I.  I.WVIII:  187',. 


On  priit  ti>ii|niirs  (-un'<i(lcrri-  iiii  |)ol\  11111111'  :il^('-lu'i(|ii(>,  (oik-Iiom 
«11'  l.t  \  iinalilr  ./",  conimc  |>rt)\cii;iiil  <l  Une  Inrinc  lidiiio^i'iir  /  (j",  )'), 
(l;u)S  lacjm'llo  on  ,\  i';iil  r  =  1;  dans  lonl  co  fjui  siiil,  jr  supposerai 
que  la  variahlc  )■  ol  les  variables  analogues  7'',  r,,  r/, ..  .  que  je 
pourrai  iiiliotiiiiic  m»iciiI  IouIcs  éf^ales  à  l'unilé. 

I.    Le  piciiini-  l'iiianaul   i\r   la  Inrnic  /^(.r,  i')  est   le   |iol\  iiùiiic 

^,lf  df     ,  ,    ,    .  .  , 

-  -; — h  ■/■.,-  ;  l<^'S  autres  eiuauanls  s  ohl  irmirui  en  oix-iaiil   sur   la 
dx  dy  ' 

forme  donnée  avec  le  svmlwilc  A  =  /  ;  1'  ~^  '^  ITr  ^^"^  |"""'  ahi('-- 
j^er,  je  les  désignerai  parla  iiolalion  A'y(x,  J').  Ils  joueuL  un  rùlc 
important  dans  la  ihéorie  de  l'écpialion  /"(.r,  r)  =  <>,  el,  à  eel 
égard,  j'énoncerai  d'aliorfl  le  ihéorème  de  Holle  sous  la  forme 
suivante  : 

lAanL  (loniu'e  une  équation  de  déféré  ni  et  à  coefjirients  rrels 
/(x,  ■)■')  =  o,  si  l'on  pose,  pour  abréger. 


«      /  ^  i^'lf    ■       'If  \ 


oii  ;  dêsigiir  unr  quanlilé  réelle  (juelcrinque. 

1"  Jieur  racines  consécutives  de  la  proposée  contiennent 
toujours  un  nombre  impair  de  racines  de  l'équation  12  ^^  o; 

p."  Si  toutes  les  racines  de  la  jivoposér  son!  réelles,  toutes 
celles  fie  Vèqnation  12 -— o  sont  é^a leuient  réelles  et  séparent 
celles  de  la  proposée. 


SIU    lA    Tlllnllll.    M  S    lut  ATIONS    M  MiniQUF.S.  4<t 

Je  lirai  ifmai(|iitr  (juc  I  du  pciil  tciiijilaci  r  I  t'ijualion  t>  =  o 
par  réqnalioii 

/     ,/l'  ,/V\  /,/F  r/F       f/Ff/F\ 

(lonl  deux  racines  soul  en  évidence,  les  aiilres  pouvant  êlre  délcr- 
minécs  par  la  résolution  d'une  écpialion  du  degré  [m  —  •>.). 

î2.  $(»it  une  é(|uali()ii,  de  di';;rc  //i ,  /[x,  y)  =  o^  à  coellicienls 
réels  ou  iMiay;inaires;  représentons,  avec  Cauchy,  ses  m  racines 
par  m  points  ilu  plan  (pie  nous  appellerons  les  fininls  idcincs; 
nous  auioiis  les  |)i()p()silions  suivantes  : 

TnKouiiMK  1.  —  Jùant  dnnnr  un  cercle  (juclconquc  contenant 
tous  les  j)oints  racines  fie  r équation, -et  étant  pris  un  point 
quelconque  ç  en  diltors  de  ce  cercle,  toutes  les  racines  il'une 
quelconque  des  équations 

que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  an  émanant  de  l'équation 
proposée,  sont  également  contenues  dans  l'intérieur  de  ce 
cercle. 

Remarque.  —  Si  toutes  les  racines  de  la  j)r()[)os(-e  étaient  en 
dehors  du  cercle,  le  j)oint  ;  étant  situé  en  dedans,  toutes  les  ra- 
cines des  é(juations,  obtenues  en  égalant  les  émanants  à  zéro,  se- 
raient également  en  dehors  du  cercle. 

TiiùoKK.Mi:  II.  —  Si  deux  points  du  plan  ç,  ;'  satisfont  à  la 
relation 

tout  cercle  mené  par  ces  deux  points  (passàt-il  même  |)ar  un 
certain  noinhre  de  |)()ints  racines,  pourvu  cpi  il  ih-  les  contienne 
pas  Unis)  contient  au  moins  un  point  racine  ;  il  y  a  en  mitre  au 
moins  un  point  racine  à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

llemarque  I.  —  La  même  proposition  a  lieu  si  les  deux  jxiints 
;  cl  ;'  satisfont  à  lune  quelcoiupie  des  équations 


/ „  d         ,  d  \'  ,  , 


licnKin/iit  II.  V.n  |i.irli(Milirr.  Ir  et  r(I(>  (K'rnl  sur  ;;' coininc 
diam^lrc  conhcul  ;ui  moins  nii  pniiil  r;uiiu*:  m  ;  osI  une  valeur 
sullllsamnicnl  nj>|)rttcli(''c  truiii'  rafinc  ./•,  do  la  proposée,  ^'  sera 
hii-mèmr  liés  voixiii  «le  H.  <■!  le  «•••rcle  H  avant  ç;'  pour  dlamèlrc 
eoiitieiuliM  nécessairement  la  racine  ./•,  ;  il  résulte  même  «l(^  ee  qui 
préeèile  (|uc  eellc  raeine  s'écartera  très  peu  du  diamètre.  On  peut 
rapprocher  ce  résultat  de  la  méthode  (ra])pro\imalion  donnée  par 
Neulon. 

3.  Cauchv  a  donné,  dans  son  théorème  sur  les  eoiiLours,  rela- 
tivement aux  racines  iniaj;inaires,  l'équivahMil  du  théorème  de 
Sliirm.  Les  tht'orèmes  heaucoup  j)lus  élémentaires,  mais  non 
moins  importants,  de  lîolie  cl  de  Descaries,  n'ont  pas,  jusqu'à 
présent,  ('-lé  t'-lendus  au  cas  des  racines  imaj;inaires.  Les  proposi- 
tions pié<-édentes.  quoicpu^  très  simples,  pourront  peul-èlre  jeter 
qiichpie  jour  sur  celle  question;  dans  tous  les  cas,  elles  niellent 
induhitahh-ment  en  évidence  le  rôle  fondamental  que  jouent  dans 
celle  ihéoric  les  contours  circulaires. 


sin  i\K  lORMiii:  \m vkijj:  l'FiniiniAM  ironTFMii, 

l'.Vll    AI'I'UOXIMATIO.NS   iJLCCESSIVKS, 

LES    RACINKS    D'UM-     KOUATION 

DONT  TOUTES  LKS  R.VCINKS  SONT  HKKLLES. 


Comptes  rendus  tics  scances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  IAXI\;  1K7',. 


I.  I  );m>  (•<•  <|m  suil,  \  cl  l>  (l('si:;naiil  dciiv  i|iKiiit  ih'-  (JimI- 
conciiics,  j'appellerai  AU  rinlervalle  rempli  par  renscinhle  des 
valeurs  que  prend  une  variable  qui,  j)arlanLde  la  valeur  initiale  A, 
alleinl  en  croissant  eonslamnienl  la  valeur  finale  15.  On  voit  que, 
si  A  est  plus  grand  <pn'  15,  liiilcrxalle   Vlî  (•(•nlieiil  la  valeur  lizx. 

Cela  posé,  on  a  l.i  proposilit)n  suivante  : 

Thlokèmk.  —  l'Jlant  donner  une  C(/ualion,  de  degré  n, 
/'{jc)  =:  o,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  supposons  que  l'on 
ait  déterminé  deux  nombres  A  et  B,  tels  que  l'intervalle  AB 
comprenne  une  seule  racine  ^  de  l'équation  proposée  ;  si  l'on 
prend,  dans  cet  intervalle,  un  nnwl>re  a  arbitraire,  tel  (pie 

a  /"(  a  ) 

soit  comprise  dans  le  même  intervalle,  la  racine  ç  est  néces- 
sairement comprise  dans  r int'jivalle  ba ^  les  quantités  a  et  b 
étant  délermiia'es  par  les  formules 

(a-.V)/'(a)-/,/(a) 


/(a)/'(a)-+-(a-A)[/(a)/"(a)-/'na)l 
cl 

(a-n)/'(a)-«/(a) 


/(a)/'{a)  +  (a-n)[/(a)/"'(a)-/'Ha)] 

!2.  Celte  méllioilc  dillère,  comme  on  le  voit,  j)rorondémenl  de 
celle  de  iNewlon,  en  ce  qu'elle  utilise  non  seulement  les  proprit'-- 
tés  (Ir  ré<piation  dans  le  voisinage  de  la  racine  clierclu'e,  mais 
encore  la  laeon  dont  elle  se  comporte  pour  des  \aleiirs  assez  éloi- 
i;iiccN  iji-  criic  racinc. 


SI  H  LA 

UKSULITKIN  l)i:S  KOI ATIONS  NUMÉRIQUES 

nO.NT    TOITES    LES    RACINES    SONT    RÉELLES. 


Coni/itrs  rciidiis  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LX\I\;    1H74. 


1.  Klanl  données  cJcuk  (juanlilrs  réelles  (|iiclcoiK|iies  A  el  l>, 
j'appellerai  inte/Tallc  AB  l'enscnihlc  des  valeurs  (|ue  prend  une 
quantité  variable  partant  do  la  valeur  iiiiiiale  A  el  acquérant, 
après  avoir  crû  constamment,  la  valeur  finale  B.  En  représentant 
A  et  B  par  «lcu\  points  d'un  axe  fixe,  avant  respectivement  ces 
quantités  pour  abscisses,  on  voit  (pic,  si  A  est  plus  grand  que  B, 
l'intervalle  AB  renferme  le  point  situé  à  Tinfini. 

Je  désignerai  aussi  par  cercle  AB  la  portion  du  j»lan  limitée  à 
la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  et  renfermant 
rinlcrvalle  AB;  en  sorte  que,  si  A  est  plus  grand  que  B,  le  cercle 
AB  s'étendra  à  l'infini. 

Enfin  je  dirai  <pie  deux  quantités  A  el  IJ  liiuilcnl  les  racines 
d'une  équation,  lorsque,  des  deux  intervalles  AB  el  BA,  Pun  ren- 
ferme toutes  les  racines  réelles  de  l'équation,  tandis  «pic  l'autre 
n'en  renferme  aucune;  qu'elles  les  séparent,  lorsque  chacun  de 
ces  intervalles  enferme  au  moins  une  racine  réelle  de  l'équation. 

2.   Cela  posé,  considérons  une  équation  du  degré  n 

(•)  /(•r,j)  =  o('), 

ayant  toutes  ses  racines  réelles;  en  désignant  par  H  son  hessicn 
cl  en  représentant,  j)our  abréger,  n'-{n  —  i)H  |)ar  — A,  on  sait 
que  A  restera  toujours  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  va- 
riable, el  l'on  pourra  énoncer  les  propositions  suivantes  : 


(')  La    variable  y,  <|uc  j'introduis   ici,    ))i>ur    riiQiiiof,'(!iicilé    des  funiiulcs,  est 
éfralc  à  l'unilc  ainsi  (|iif  les  variables  analogues  y'  cl  r,. 
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TuKonrMi:  I.  —  Quelle  que  soit  la  valeur  réelle  allrihiiée  à 
la  variable  ;,  si  deux  quantités  réelles  x  et  x'  satisfont  à  la 
relation 

>  ,   .  ,>  l     f^f  'ff\  l   ,flf        ,  'If  \ 

ces  deux  (luantitcs  séparent  1rs  racines  de  l'équation  (i). 

Théohkmk  II.  —  lîtant  données  deux  quantités  quelconques 
X  et  x\  ces  deux  quantités  limitent  ou  séparent  les  racines  de 
V équation  (i),  sui\-ant  que  Véquation  (•>/),  en  y  considérant  ^ 
comme  l'inconnue,  a  toutes  ses  racines  imaginaires  ou  bieti  a 
des  racines  réelles. 

3.  l^e  llit'ori'mc  I  pciil  ttrc  mis  sous  une  aiilru  (brino  plus  com- 
mode dans  les  applicalious.  Si,  donnant  à  ç  une  valeur  réelle  fixe, 
nous  faisons  varier  simultanément  x  et  x'  de  façon  à  satisfaire 
à  l'écjuation  (2),  nous  voyons  que  les  deux  points  x  et  x'  forment 
sur  Taxe  deux  divisions  en  involution,  dont  les  points  doubles 
(nécessairement  imaginaires)  sont  donnés  par  l'équation 

/  MOV  l       'If  ^       '^f    \ 

En  appelant  m  le  point  de  Taxe  dont  l'abscisse  est  ^,  représen- 
tons par  M  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées  rectangulaires 
sont 

fil 


«  =  c  — 


(l)*-^       (f)'-^ 


Lors(juc  m  se  déplacera  sur  l'axe,  le  point  M  (que  j'appellerai 
le  point  ad/oint  à  m)  décrira  une  courbe  (M  ),  dont  tous  les  points 
jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

TiiLottL.Mi:  111.  —  6'/;,  pa/-  un  point  (juclcmique  de  la  courbe 
(M),  on  mène  deux  droites  rectangulaires  entre  elles,  les  deux 
points  oii  elles  rencontrent  l'axe  séparent  les  racines  de  la  pro- 
posée. 

i.    (  .oncevoiis  niainlciianl   tpic  I  on  iiil  dc'U  rniiiic  un   inlcrvalle 


.  ,  ALotnnK. 

AI)  coiiUMiaiil  mu-  xMilc  raciiu"  a  de  i.i  |>r«)|»i>>r»'  «i  un  point  M  do 
la  conriic  (M)  siliu-  d.ins  le  ccrcli-  \\\  :  on  |)(Mirra  lonjoiiis  le 
fairo,  si  l'on  a  une  vaU'iir  siinSsainnuMil  approclu-c  de  la  liu'iiie; 
car,  à  mosniv  (|triin  point  de  Taxe  so  rapproidio  de  cclU'  racine, 
le  point  adjoint  s'rn  iap|)roclic  liii-nirint'  inch'liniincnl.  Menons, 
par  le  point  M,  deux  droites  rcspccliveinenl  perpendiculaires  à 
iMA  <"t  MH,  et  rencontrant  Taxe  aux  points  n  et  h;  d'après  le  théo- 
rème III,  la  racine  a  est  comprise  dans  les  intervalles  Xn  et  h\i^ 
cl,  par  suite,  dans  liiilt'rvalle  /xt  «pu  leur  est  eonunnn. 

On  obtient  ainsi  deux  limites  de  la  racine  d'autant  plus  rap- 
prochées (jue  le  point  M  est  plus  voisin  de  la  racine.  La  condition 
nécessaire  cl  suflisanle  pour  l'application  de  cette  méthode  est  que 
le  point  M  soit  situé  dans  le  ct^rcle  Ali;  dans  la  piali(pie  il  sera 
jdus  commotle  d'emidover  un  autre  critérium. 

o.  Soit.  ;'i  cet  eflet,  />/  un  j)oiut  de  l'axe  ayant  pour  abscisse  ç, 
et  nt'  un  autre  j)oint  de  Taxe  ayant  pour  abscisse  la  valeur  ^'  dé- 

1      •  Il  I        •  f-r  *H  I  ''/" 

duile  de  la  relatu)n  ;  -77  -h  ^    -,t  =  <•• 
'';  "; 

Je  dis  (|ue,  si  le  point  m'  est  com|)ris  dans  l'intervalle  AH,  la 
méthode  précédente  peut  toujours  être  <'mployéc.  On  vérifie,  en 
clTel,  facilement  que  la  circonférence  décrite  sui-  /u/n'  comme  dia- 
mètre passe  par  le  j>oinl  adjoint  M;  par  hypothèse,  cette  circon- 
férence est  situi'e  dans  le  cercle  AB  :  il  en  est  donc  de  même  du 
point  M. 

Le  critérium  précédent  est  d'une  application  plus  facile  que  le 
]>remier;  il  conduit,  en  outre,  à  un  procédé  parfaitement  réf^uller 
pour  approcher  indéfiniment  de  la  racine  cherchée. 

On  établira,  en  elTet,  facilement  la  proposition  suivante  : 

TuKouiiME  l\  .  —  Ayanl  dctcrminê  un  inlcr^dllu  Al>  com- 
prenant une  seule  racine  a  de  l'équation  proposée,  soit  [j  une 
quantité  prise  dans  l'intervalle  AB,  et  telle  que  la  quantité 

P —  -  rj  soit  elle-même  comprise  dans  cet  intervalle  ;  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que,  quand  une  variable  décrit  dans 
le  sens  direct  l' intervalle  AB,  elle  passe  par  la  valeur  [ii  avant 

de  passer  par  la  valeur  ,j .,  l    • 
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CcUi  pitsr^  en  appelant  ni  /r  point  dont  rahucissr  rst  [t  rt  M 
le  point  f/iii  lai  est  arljuint,  nous  nicnt-ions  par  M  iinr  perpen- 
diculaire à  la  lii^'iir  M  r»  et  coupant  V axe  au  point  m  ^ .  I>e  même, 
par  le  point  Mi  <id joint  au  point  m x^  nous  mènerons  une  droite 
perpendiculaire  à  M,  H  et  coujiant  rare  au  point  m,. 

En  continuant  ainsi ,  nous  fléterniinerons  sur  Vaxe  une  série 

de  points  ni.  /// 1 ,  ni> ////  et  la  série  des  points  adptints  M, 

M,,  M, M,. 

Les  rut  leurs  des  abscisses  des  points  m.  /Ui,  m-, nii  fm-- 

nieront  une  suite  de  quantités  s'approchant  infiniment  de  la 
valeur  a  de  la  racine  et  toujours  dans  le  même  sens. 

Pour  avoir,  (juand  on  s'arrête  éi  un  terme  quelconque  de  la 
série,  nii  par  exemple,  une  limite  de  V erreur  commise,  il  suf- 
fira de  mener  par  le  point  lM/_,  une  perpendiculaire  à  la  droite 
MA,  et  de  prendre  son  point  d'intersection  ni  avec  l'axe;  la 
racine  7.  sera  nécessairement  comprise  entre  les  points  nii  et  /?,. 

().  Les  considérations  cl  les  constructions  gcoinétri([nes  dont, 
pour  plus  de  clarté,  je  me  suis  servi  dans  tout  ce  (pii  [)récède  de- 
vront, dans  les  applications,  être  remplacées  par  des  formules 
analytiques. 

On  obtiendra  ainsi,  en  particulier,  celles  que  j'ai  données 
brièvement  dans  une  Note  que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  ré- 
cemment à  l'Académie  (a/j  août  18^4)  (')• 


(')  C'est  1.1   iiuli;  de   lu  pajj'c  .5i  du   prcscnt  volume;  d'uilleuis  celle  noie,  lai- 
licle  actuel  et  le  .Méiiiniic  suivuut  sotil,  eu  (jueliiuo  sorte,   insci)araljles. 

!•:.  11. 


Sl'K    l.A 

liKSdl.lTKIN    IIKS  ÉOUATIIINS  NUMKUIOIKS. 


AoMiW/t's  Annales  de  Mathématiques,  a*  scrii-,  i.  Wll;  1878. 


F. 

I.  Sdil  une  tMjualion  alj^ébriijUL-  de  degré  /?  cl  à  cocfficienls 
réels  ou  iinaguKiires;  en  prenant  —  pour  inconnue,  elle  pcul  s'é- 
crire sous  la  forme  suivante 

./"(J".7)  =  0, 
y  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  dcgn'  //  |)ar  raj)p<)rt  aux 
fpianliles  x  ci  y;  ou  encore,  en  posant  r  =  — , 

F(-)=/(^,  i)--o. 

Imi  prriiatil  dune  faron  arbitraire,  dans  un  plan,  deux  droites 
rectangulaires  pour  axe  des  abscisses  et  jjour  axe  des  ordonnées, 
je  con\iendrai,  suivant  l'usage  habituel,  de  représenter  une  quan- 
tité imaginaire  a-hjjt  par  un  point  ayant  a  pour  abscisse  et  [i 
pour  ordonnée. 

Cela  posé,  z=—    étant  une   quantité  imaginaire  quelconque 

représentée  par  le  point  m  du  |)lan,  j'appellerai  point  dérivé  du 

point  ni  le  point  |x  re])résenlanl  la  quantité  ^^7-  déterminée  par 

'i 

l'équation 

;/'>-^^./^  =  0. 

On  déduit  de  rcllr  ('(piation 
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(III,  (Il  vciiu  ilu  llu'orùino  sur  les  lonclions  lionioj;cnes, 

Lors(|iK'  I  iiii  coiisidi  rc  c  ((imiiic  l.i  viilciir-  ;i|>|irôclict'  (111110  ra- 
cine* dt;  rôqualioii  V {'/^)  =  o,  en  ili-si^'iiaiil  par  z'  la  valeur  ([iic  Idii 
(Ml  (lédiiil  pour  ccUt^  racine,  par  la  rnt'llKnIc  <Ie  Newton,  dii  a 

F'(c)' 

d"où  celte  conclusion  :  Si  ///  esl  un  point  du  plan  représcnlani 
une  valeur  a|)pr()elK'e  dune  ratine  de  lé<[nalion  F(Z)=:0,  cl  si 
la  valeur  approchée  de  celle  racine,  (jue  l'on  en  déduil  par  la  nié- 
thode  de  Newlon,  est  rcprésenlée  par  le  point  /;/',  le  point  ix  dé- 
rivé du  point  m  s'obtient  en  portant  dans  la  direction  nirn' ^  et  à 
partir  du  poini  ///,  une  lon<,^ueur  é^ale  à  n  X  mm'. 

'2.   J'étalilirai  il'ahord  la  proposition  suivante  : 

Théouème  1 .  —  Elanl  donnée  une  équation  algébrique  du  de- 
gré n,  si  l'on  prend  un  point  m  arbitrairement  dans  le  plan  et 
si  l'on  désigne  par  <j.  le  point  dérivé  du  point  m,  tout  cercle 
passant  par  les  deux  points  m  et  ijl,  s'il  ne  passe  pas  par  toutes 
les  racines  de  l'équation,  contient  au  moins  une  de  ces  racines  ; 
et,  dans  ce  cas,  une  au  moins  des  racines  est  située  à  l'exté- 
rieur du  cercle. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai  que,  a,  ^o,  v,  o 
désignant  des  quantités  imaginaires  quelconques,  les  diirérents 
points  rcprt'senlés  par  l'expression 

7  +  0/ 

(piand  on  donne  à  /  toutes  les  valeurs  réelles  possibles,  sont  si- 
tués sur  un  même  cercle,  et  que,  pour  deux  valeurs  imaginaires 
quelconques  de  t,  les  jtoinls  re|)réscnlaut  les  valeurs  correspon- 
dantes de  z  sont  silin-s  du  même  C(')t«''  par  rapport  au  contour  du 
«•crcle,  ou  de  e('»té>  dinVicnls,  suivant  tpie,  dans  les  valeurs  de  la 
\aiialilc  /,  les  focllicu.'iil'-  de  /  >i>i\[  de  inènie  signe  ou  de  signes 
('(uilr.iire>. 
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expression 


Gela  post^,  r- =  -  a\.uit  uiu-  valeur  i|ii(li(>m|iie  el  Z  l'i.iiil  di'-ler- 
miiu'  p.ir  ré(|iiali()n 

tX-lfy 

quand   on  v  donne  à  /  loiiles  les  valeurs  réelles,  représenle  un 
cercle  passant  par  le  poinl/»  représentant  r.  puisque,  |)our  /  =  ar, 

on  a  /  =  '  ;  ee  cercle  passe  éj^^alemenl  par  le  puiiii  cl(''ri\('  •/.  repré- 
sentant "Ç,  puisque,  pour  /  =  o,  on  a 

— ^- 

On  Noit  ainsi,  à  cause  dr  rindt'lcnninalion  de).,  (pie  l'expres- 
sion précédente  représente,  pour  des  valeurs  réelles  de  /,  les  dif- 
férents points  d'un  cercle  cpielcoiirpie  passant  par  les  deux  points 
m  et  jjL  el,  d'après  ee  que  j'ai  dit  plus  haut,  pour  démontrer  la  pro- 
position énoncée,  il  suffira  de  prouver  que  l'équation 


,.//.r-X/V\ 


si  elle  admet  des  racines  imaginaires,  admet  au  moins  une  racine 
où  le  eoelVicient  de  /  est  positif  et  une  racine  où  ce  coiîffieient  est 
négatif. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

ou,  en  <Iévelo|»panl  suivant  1rs  puissances  de  t, 
(1)  A/"-)- IJ/«-2-r-C/«-'-^.  ..  =  0. 

Le  coeOieient  de  l"~*  dans  celte  ('quation  est  ('i^ai  à  zéro;  un 
calcul  facile  montre,  en  effet,  cju'il  est  <'gal  à 

''(/'./'y-f'jcA)- 

De  là  résuit"   (pir  fi  -onimr  des  racines  de  lécpiation  (^1^  est  nulle; 


SUn    I.V    ItlMtl.l   I  ION    HKS    l.cjL'ATIONS    M  M I  lilMl  1.?*.  'H( 

tu  (l«'>ij;iianl  donc  par  ti  -\-  hi,  <i'  -+-  />'/,  .  .  .  ces  racines,  mm  ;i 

1  (a  -+-  In)  =  «I, 
d'où 

il,  par  Mille,  si  huiles  les  valeiiis  <le  //  ne  soni  pas  nulles,  il  v  a 
au  moins  deux  de  ces  valeurs  cpii  sont  de  signes  eoniraires,  ce  rpii 
déinonlre  la  pid|)o^ilion  énoncé<'. 

3.  TnKotiiiMi;  II.  —  Elanl  donnes  un  cercle  <iiielconque  (jui  ren- 
ferme toutes  les  racines  de  l'équation  f{\,  V)=  o  et  un  point 

;:^=  -,  situé  en  dehors  de  ce  cercle,  tous  les  points  z^=  -■>  défi- 
nis par  l'équation 

sitnl  situés  dans  f  intérieur  du  cercle. 

VjU  elVet,  r  dcsignanl  l'un  quelconque  des  poinls  ainsi  définis, 
I^  est  son  |)oint  dérivé;  si  z  n'était  pas  situé  dans  l'intérieur  du 
cercle,  par  les  deux,  points  :;  et  ^  qui  lui  sont  tous  deux  extérieurs, 
on  pourrait  mener  un  cercle  renfermant  dans  sou  intérieur  le 
l'crcle  donné-  cl,  par  suite,  toutes  les  racines,  ce  qui  est  contraire 
à  la  proj)Osilion  précédente.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  démontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  un  cercle  quelconque  éi  l'extérieur  du(iuel 
sont  situées  toutes  les  racines  de  réquation 

/(X,V)  =  „, 

rt  un  point  '^=  -,  situé  dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  tous  les 

points  :;  =  —  ,  définis  par  l'équation 

sont  situés  à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

4.  lùant  donnée  une  équation  de  degré  /^  F(;)=  o,  cl  m  étant 
le  point  re|)résentalir  d'une  valeur  ::,  a|)procli<'e*  d'une  racine  <le 
celle  é(piation,  désignons  |)ar //<'  le  point  représenlalil  de  la  valeur 
ipprocliée  de  cette  racine  «pie  doinn    la  iii<  llioilc  de  ^iwinn.  I.c 
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poinl  |j.  <lrii\f  »lo  m  s'ohlicnl  on  porlant,  à  partir  tic  m  dans  la  di- 
rociion  /;///*',  niu'  l()nj;ucur  ('•j;alr  à  //  x  mm' ,  «'l  tout  ccrclo  pas- 
sant par  les  points  m  et  ijl  contient  an  moins  une  racine  do  l'équa- 
tion. 

Vax  |iartioulior.  le  corcK'  dôcril  sur/;/u  coniino  diainôlro  contien- 
dra une  racine,  cl,  si  m  csl  snllisaninionl  voisin  do  la  racine,  m  sera 
très  voisin  <li'  ni'  et  p.ir  constMpienl  de  u  ;  le  cercle  dont  je  viens 
de  parler  anra  donc  un  rayon  très  petit  et  contiendra  la  racine 
chcrclu'e. 

Dans  tous  les  cas,  on  j)cnl  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quelle  que  soi I  Ui  (juanlité  ;,  il  y  <i  dii  moins  une  r<uine  de 
r équation  F(^)  ^  o  dont  la  différence  a\ec  l'expression 

._Fl£) 
a  un  module  moindre  que  (n  —  \)  fois  le  module  de  „,.  _. . 

II. 

Examen  du  cas  où  toutes  les  racines  de  l'équation 
sont  réelles. 

5.  Considérons  une  équation  du  dc','ré/?,  F(  c)=  o,  ayanttoutes 
ses  racines  réelles. 

Soit  la  courbe  dont  l'équation  est  u  =  F(c),  prenons  un  point 
quelconque  M  sur  cette  courbe  et  par  ce  point  menons  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  u  et  la  tangente  à  la  courbe.  Soient  respectivement 
Pet  T  les  points  où  ces  droites  coupent  l'axe  des  z;  portons  sur 
cet  axe,  à  partir  du  point  P  et  dans  la  direction  PT,  une  longueur 
PT'  égale  à  n  x  PP. 

L)u  tlK'orèmc  I  et  de  rinlcrprcLalion  géomélri([ue  do  la  méthode 
de  Newton,  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

La  courhe  dont  lérjuation  est  u  =  F(:;)  rencontre  au  moins 
une  fois  l'axe  des  z  entre  les  points  T  et  T'. 

6.  Cette  propriétr-  n'est  qu Un  cas  particulier  d'une  propriété 
beaucoiq»  plus  générale. 


8fH    LA    HKSOLLTIOX    DKS    F.UlATIOXS    XL'MKIUOt'ES.  (il 

('jmvt'iiniis.  coin  me  |(i('('t'(lrimiMMil  .île  ic|irf'->riilci  une  i|iiiinl  lit' 
in»ai,'iriaiir  <|Ut'lc()iM|iic  a -f-  ,'i/  |)ar  un  |»(tint  d'un  phni  avant  r<•^- 
iicclivcniciil  a  i-l  [i  \univ  abscisse  cl  pnni-  ordonnrc  rclalivcnicnl  à 
(lcn\  axes  rcchinj;iilaircs  aihiliMircnicnl  <  Ihmm^. 

L'cqualioii  F(^v);— :«»  ayanl  Iniilcs  .ses  racines  récll(;s,  ces  di- 
verses racines  seronl  représentées  par  divers  poinK  de  l'iixc  des 
abscisses. 

Cela  posé,  j  énoncerai  d'abord  la  proposition  suivante  : 

La  conditinn  nécessaire  cl  siifjisantc  j)our  rju' une  ('•ifiiatinn 
1"(5)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  est  que  chaque  point  du 
plan  et  son  point  dérivé  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe 
(les  abscisses. 

En  ellel,  si  un  point  tn  et  son  point  dérivé  [j.  se  trouvaient  d  un 
même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses,  on  pourrait,  par  les 
deux  j)oints  m  et  pi,  faire  passer  un  cercle  situé  entièrement  d'un 
même  côté  |)ar  rapport  à  cet  axe.  L'équation,  en  vertu  du  théo- 
rème I,  aurait  donc  au  moins  une  racine  imaginaire,  ce  qui  est 
contraire  à  l'bvpothèse. 

Récipi'oquenient,  si  l'équation  a  des  racines  imaginaires,  on 
peut  trouver  une  infinité  de  jmints  dont  les  points  dérivés  sont  si- 
tués du  même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses. 

Il  suffit  pour  le  démontrer  de  rcmarcpier  que,  quand  un  point  m 
du  j)lan  tend  vers  une  racine  k  de  l'équation,  le  point  dériv»-  a 
tend  vers  la  même  racine;  en  prenant  m  suffisamment  rapproché 
de  ^,  on  pourra  évidemment  faire  en  sorte  (pie  le  point  dérivé 
^oit  situi-  du  même  côté  relativement  à  l'axe  des  abscisses. 

La  j)roposilion  j)récédenlc  est  donc  entièrement  établie. 

7.  La  droite  a|j  désignant  l'axe  des  abscisses  {Jig-  i),  soit  M 
MM  |)oint  (pielconque  du  plan  et  u  son  point  dérivé.  Comme  je 
viens  de  le  faire  remarquer,  les  deux  points  M  et  'j.  sont  situés  de 
part  et  d'autre  de  l'axe  des  abscisses;  menons  par  ces  points  un 
cercle  quelcon<pie,  et  soient  II  et  K  les  points  où  ce  cercle  coupe 
l'axe  Ofjj. 

En  vertu  du  lliéorèmel,  le  cercle  renferme  au  moins  une  racine, 
«■t  comme,  par  liypollièse,  toutes  les  racines  de  l'c-cpiaticni  -onl 
léelles,  cette  racine  est  c(»mprise  entre  les  points  II  et  K. 


fu 


\a'S  poiiils  M  cl  ;i.  roslanl  li\«-s.  tui  pciil  liirc  \.irur  If  (ircl»'. 
el  Ton  ohliondra  ainsi  un«^  iniinilr  (l«^  sop:monls  ani»lo};nos  :i  llk  c\ 
l«ls  (|ii<'  »li.iriiii  iTriix  renfermera  an  nmins  une   laeiiie.  Soil  I  le 
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point  de  rencontre  de  Mu  avec  Taxe;  au  point  I,  élevons  une  per- 
pendiculaire IP,  telle  (|uell*    =  iMI  X  <j.\. 

Les  divers  segments  doni  ji-  viens  de  parlei'  sont  vus  Ati  point  1* 
sous  un  angle  droit. 

A  chaque  point  M  du  plan  correspond  donc  un  point  P,  défini 
comme  je  viens  de  le  dire  el  jotiissani  de  la  ])ropriété  énoncée 
dan-^  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  Ir  point  W  on  rnrnr  deux  droites  rectangulaires 
quelcoïKjiies  intenefilani  sur  l'axe  un  segment  WS^ce  segment 
renferme  an  moins  une  raeine  de  1' (''ijuation  ri  en  renferme 
an  plus  (n  —  i). 

En  considérant  diverses  positions  du  point  M,  on  obtiendra  au- 
tant de  positions  du  point  correspondant  P.  Il  est  facile  de  se 
rendre  compte  comment  ces  points  P  sont  distribués  dans  le  j)lan. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (jue  l'équation  soit  du  troisième 
degré  et  désignons  par  a,  /;,  c  {Jîg-  2)  les  j)oinls  (pii,  sur  l'axe  aa', 
représentent  les  racines  de  l'équation. 

Sur  chacun  des  trois  segments  ^//>,  be  el  ea  comme  diamètres 
décrivons  une  demi-eirconférence  :  nous  obtiendrons  ainsi  trois 
arcs  de  cercle  formant  une  sorte  de  triangle  curviligne  ae'  hd ch' a. 

En  examinant  la  figure,  on  verra  facilemenl  que  deux  droites 
rectangulaires  (pielcoiirpirs  passant  par  tin  point  silné  dans  I  inlé- 
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rieur  «!<•  rc  lii;iii^lr  liiliirr|)l(Mil  sur  liixr  un  sof^niciil  i  iiifci  nnni 
:iii  iiioins  une  imciik'  de  I  (''i|ii;il  nui  il  rii  i  riiicnii;iril  ;iii  |ilii^  deux. 
Vu  conliiiiif,  >i  r»m  |u»'H(l  ;ii-liilr.iireinctil  un  puiiil  fii  dehors  de 
ce  Iriaiijjde,   on   peiil  toujours   pur   ce  poiul    nicucr  deux  droites 


rcclani^uliiires  iiil(rce|>tanl  sui'  l'a\e  im  s(^çni<nl  ne  comprenant 
aucune  racine  de  rétjualion  ou  les  coni|)rcnanl  toutes. 

Tous  les  divers  jjoinls  P  couvrent  donc  une  portion  du  plan 
comprise  tout  entière  dans  le  triangle  curviligne  ac' ha' ch' a,  et  il 
est  lacile  de  voir  ipie  la  combe  (pu  la  limite  es!  tangente  aii\ 
cercles  an\  |»oiiils  a,  h,  c  et  a  un  lehrousseincnl  en  chacun  de  ces 
points. 

Dans  la  //i'.  ■'.,  cette  portion  iln  pi. m  a  été  cou\ertc  de  hachures. 


REMARQUES  SUR  QUELQUES  POINTS 


TlIKOnii:  l)i:S  ÉlilATlO.NS  iMlMliUlOUES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  i.   Wll:  iS-8. 


1.  Ëlnnt  donné  un  polvnnnit'  /(./),  du  dcf^rr  /?,  on  s;ul  le  rùlc 
imporlanl  que  joue  sa  dérivée  y  (jc)  dans  la  n'-soliitiou  de  ré(|ua- 
lion/(.r)  =  o. 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  poul  remplacer  celle  dérivée  par  le 
polynôme 

o{T)  =   0-  —  -T)l\.T)-r-  nf{x), 

qui  renferme  une  constante  arbitraire  /  et  (pii,  <picl  «pie  soit  ),, 
est  généralement,  ainsi  que  la  dérivée,  du  dej;ré  (//  —  i). 

tî.  Supposons,  par  exemple,  qu'en  eirectuant  sury(x)  et  'f  (^) 
l'opération  du  plus  };rand  commun  diviseur,  en  clianf,'canl  de 
signe  tous  les  restes,  nous  formions  une  suite  de  pol\nùmes 
y",  C5,  'v(,  'vo,  ...,  analogues  à  ceux  que  Ton  forme,  dans  la  mé- 
thode de  Slurm,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  polynômes  y 

et/'. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  démonstration,  on  voit  claire- 
ment que,  si  Ton  fait  varier  x,  la  suite  des  termes  y,  es,  '^i,  ...  ne 
peut  perdre  de  variations  que  quand /(x)  s'annule.  Dans  ce  cas, 
l'expression 

passe  évidemment  «lu   positif   au  né^sitif  si  x  ^  )>,  et  du    négatif 
au  positif  si  x  -<  / . 


srn  i.A  Tin:nniK  dks  fqiations  NfVKniQfKK.  (»'» 

I)  (ii'i  l;i  |)ni|)(isiti(iii  siii\;inl<-,  ilii*-  i'i   M.   Iliiitnlr  i  '  i  : 

Si.  (/it/is  hisiiih-  (/l's  /iii/]/iti//t('s  f,  ■:,.  'i,.  ■::. , nu  siilisliliir- 

i/ru.r  no/nftrrs  y.  et  ^3  (  a  •  ^  ^i  ).  l'r.rrrs  du  imnilirr  des  rarititionx 
de  ct'ttc  stiilc pniir  .r  ~--  a,  si/f  Ir  iininlnc  des  ruriations  dr  cette 
suite  jHHif  ./•  =^  |ÎJ,  est  é^al  à  /'e.reès  fin  nombre  des  rneiites  de 
réiliKitioii  f{x)  =^  o,  eo/np/'ises  entre  y.  et  'j  et  j)liis  petites  ipie  A, 
sur  le  nninhre  de  ces  nnines  ipii  son  t  plus  grondes  ipn-  /.. 

Il  est  fliiir  (|iit' la  |)r(i[i(»->ili()ii  pii'ct'ilnih»  pciil  servir  ;iii\  mrinos 
usaj;<'s  (jiKî  \v  llK-otèiiio  de  Slunn.ou  a\;iiit  soin,  lorsfiiie  l'on  veut 
déleniiiiuT  le  noiiihre  (1rs  racines  réelles  comprises  entre  a  et  jj,  de 
suhsliluei-  le  noniltre  a  dans  la  suite,  si  \  est  compris  entre  a  et  Ti. 

Je  remarquerai  maintenant  que  l'on  peut  toujours  déterminer  \ 
de  telle  sorte  (|ue  le  polvnùmc  '^(.v)  s'ahaisse  au  dej^ré  {n  — ■?.'). 
On  aura,  par  suite,  une  division  de  moins  à  faire  que  dans  I  ap|)li- 
calion  de  la  iiu'lliode  d<'  Sliirm;  ee  ([iii,  dans  cerlains  cas.  pourra 
être  pins  avanlai;cu\. 

\\.  Je  j)rendrai,  comme  second  exemple,  la  séparalion  fies  ra- 
cines d'une  équation  du  cinquième  de^ré. 

M.  iNIalevx,  (jui  a,  dans  ce  Journal,  publié  plusieurs  Notes  infé- 
ressanlcs  sur  la  sé|)aralion  des  racines  (-),  a  remarqué-  rpie  les  ra- 
cines de  l'équahon  du  cinquième  dej^ré  pouvaient  être  séparées  en 
résolvant  deux  équations  du  deuxième  degré. 

Le  procédé'  suivant  sera  peut-être  plus  eomntode  dans  la  pia- 
lique. 

En  dési},mant  par  /^^^.r)  \\\\  polynôme  (\\\  cinquième  deoré,  dt-- 
term'inons  A  de  telle  sorte  que  le  polynôme 

■:j{t)  —  (  1  —  T)/'(.r)-r-  i./Tr) 

s'abaisse  au  troisième  dej^ré;  puis  efl'eetnnns  la  division  de  /"par 'i. 
Nous  obtiendrons  Tf-quation 

où  C^  et  11  sont  des  polynômes  du  second  def;ré. 


(')  Mémoire  sur  l'équation  itii  rinijuivnic  degré,  p.  .'^i 
(■)  .\otiv.  Ann.    >'  >iirir,  I.  \I,  p.   \n\,  o[  1.  \iri,  \^.  :iS",. 
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En   riMiiplaraiil    .i  par   sa   valeur,    la  relalioii   j)rrcéiicnlf  pcul 

s  ccnrc 

/(I-5Q)  =  (X-x)Q/'(.r)-^R; 

on  en  conclut  (]uc  les  racines  ch'  /"(.r)r=o  sonl  si-pan'-cs  par  les 
racines  tics  cipialions 

.r  —  X  —  o.         Q  =  o,         R  —  <). 

(lonl  une  est  «lu  pn'inicr  dcj^n'  cl  les  (lcn\  anircs  du  second  scule- 
menl. 


I 


M  i;   I  \ 


iiKiiLi:  i)i:s  sKiNKs  III'  i)i:s(:\i{Ti:s'' 


.\oinrf/cs     \iinnlis  ilr  Malliviuntiiiiics.    •'  si'iir.  I.   WIII.   rS-i,. 


i.  Pour  :i|)|)li(|iicr  collo  proposition  (-)  à  la  rcclicrclic  du 
uoruluf  (Ic^  l'.iiiur^  |)ii>iliV('s  de  li'qiiahon 

où  A(j^)  désigne  uu   polMiùnic  cnlirr,  je  clioisirai   un   ]»(»lvnùnic 

f(  X) 

•i(a.'),  assujt'Ui  à  la  seule  eoiidilion  cpie  le  dt'veioppenient  de  3-^ — r 

siiivanl  les  puissances  croissantes  i\c  .r  ne  renferme  rpTun  nondjre 
limité  de  variations. 

Cela  posé,  A  désignant  le  plus  pilil  des  uKtduIes  des  racines  de 
l'éipialion  o(j")=  o,  ce  développenunt  est  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  x  plus  jjclites  que  A  et  est  divergent 
pour  X  ---  A  ;  il  s'annule  d'ailleurs  pour  toutes  les  racines  positives 
de  ré'(piali()ri  (  4  )  <pii  s<uil  niférieures  à  A. 

On  peut  donc  é-noncer  eetlc  |)r()posilion  : 

Le  polynôme  '-^(x)  satisfaisant  à  la  condition  ci-dessus  énon- 
cée, le  nombre  des  racines  positives  de  V équation  /(x')=o, 
dont  la  valeur  est  inférieure  à  A,  est  au  plus  égal  au  nombre 

des  variations  du  développement  de  •  suivant  les  puissances 

croissantes  de  j\  et,  s'il  lui  est  inférieur,  la  di Jjércnrv  est  un 
nombre  pair. 

0.    \'M  considérant  seulement  les  cas  les  plus  simples,  soil  d'a- 


(')  Nous  avons  supprimé  les  trois   premiers  numéros  de  ce  Mémoire  qui  ne 
sont  que  la  reproduction  des  pages  3.  'j  et  5  du  présent  Volume.  l^.  H. 

(')  r.Vsl  In  propn<;jtion  dniii  j'iMionro  ('•^t  imprinii' i^n  il.-ilii|ur>  à  la  pa^e  .'). 

I..  l\. 


l>oi(l  -^i^.r)    -/>  —  .r, />  clôsiijnaiil   un  ntunlMO   (|ti(<l(-(iii(|iic  pDsilil. 
Si)il  n  le  dojjn'' (le y"^^./' >;  m   dt-sli^iinnl   pur  1*   un   poKiiùnu'   du 
degré  («  —  i),  on  a  idrnlii|ii(ini'nl 

/i£l  =  r ^  ÛEl  =  ,.  ^ap , (1  *  ^  +  f*  ^. . . ). 

p  —  x  p—r  \P       /'-        /^*  / 

On  voit  (|ue  lous  les  termes  de  ce  développement  onl,  à  partir 
du  eoerticient  de  ./•".  le  même  signe.  D'ailleurs,  ce  dévelop|)emeMl 
est  convergent  j)Our  toutes  les  valeurs  positives  de  ./•  inlérieures 
à />  ;  <ionc  le  nond)re  des  racines  positives  de  1  tMpuilion  /(.r)=  o, 
donl  la  valeur  e-^l  inlV-niMire  à  /),  est  au   plus  fgal  au   nombre  des 

variations  (|uc  présentent  les  termes  du   dé\ cloppentent  de 

dont  le  degré  ne  dépasse  pas  n. 

(■omme  il  s'agit  seulement  d'olitenir  les  signes  des  Icrmes  de  ee 

développement  et  que  p  est  positif,  on  peut  remplacer   Texprcs- 

f{.r)                 fipx)  ,  ... 

sion par  — — ~ ■,  ou  encon-  par   la  .suivante  : 

p  —  .r   r  y,(^l_x)  ' 

f(p^^ 

■ — =  / 1  />  .r  ) (  I  -H  j"  -(-  .7--  t-  .7- »  -(-  .  .  ,  )  ; 

I  —  X 

d'où  cette  proposition  : 
Jetant  donin'C  V équation 

AoJ""  4-  AiT"-'-!-  AjJ:-"     2-!-.  ..4-  kn-\T  ^  A„  =  O, 

le  nombre  des  racines  positives  de  celle  éijuation,  donl  la  va- 
leur est  inférieure  au  nombre  positif  p^  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  de  la  suite 

Ao/*"-+-  A, /)"-«-+-  A,/)"  -«-+-...-+-  A „-2/>»-+-  A„-,/>  -+-  A„, 

A,/>"-'4-  A;/?"     2h-...-^A„_2/?2-^  A„_,/J-f-A„, 

A2/)"-2-f-...-t-  A„   2/>»-f-A„   ,/>-+- A„, 


A,;_2/>2-i-  A„-i/>  -H  A„, 

■^n    \P  -^  A„, 


Cl.  s'il  lui  est  inférieur,  la  di fférence  est  un  nombre  pair. 


SfU    I.A    IIKOLK    DES    SIONKS    lit    DtSCAIlTKS.  fif) 

().    I!ii  iloij^ii.iiil  loiijoiiis  par/)  1111  noiiihrc  »|iitl(()iu|iii'   |i()-<ilir. 
(aisoiis  en  second  lieu 

()ii    ,1    iilcii  t  i(|Ui'iiii'iil .     I'    t'i.iiil    un    |iiilNiiùin<-    t'iilKi'   du    dc^'it- 

A-r)      ^,,    ^        /(/>)  /'(p) 

(  p  —  x)^  (p  —  .r)-        l>  —  •'' 


/ip)\ 

Zip) 


Jip)} 

)\      /'(p)^ 


Le  nombre  des  variations  du  second  membre  se  compos(>  d'a- 
bdicl  des  variations  du  polvnùme  entier  Q,  formé  des  termes  du 

développement  de  ,-^ dont  l'exposant  est  iiiléneur  à /^  cl  eii- 

'  '  (/> X )-  ^ 

suite  {XQ'i.  variations  des  teimes  de  la  suite 

f'ip^  f'ip)  fip) 

./(/>>  Ar)  Ap) 

Comme  ces  termes  vont  toujours  en  croissant,  la  suite  ne  peu! 

présenter  qu'une  variation,  et  elle  la  présentera  elTectivement  si  h- 

I  fin)  .      -c 

nombre  //  —  p  •' ^  '     est  nejratii. 
'   .A/')  ° 

f(x') 

Au    lieu    du    dt'velopixMiieiit    de  — ^ '■ — -■,  yn\    peut    ('•videiiniienl 

'  '  (p—.r  )■-  ' 

considi-rer  le  suivant  : 

•'  ^'^\  =  f(px)(\  ■+■  •'../•—  {./-^-t-  \x^-r-..  .) 
{i  —  xf      J^i     ' 

el  ('iioneer  (;etle  proposilnui  : 

I\l<(nl  donner  V i-(iualii>n 


-O  AI.lU.llIlK. 

.Vf  7.  (irsii^nr  /<•  innnlnr  (Ira  nicint's  </<'  Ir'/t/atm/i 

positûrs  et  in/rrirttrrs  un  /loniiirr  /xisifif  />,  <•/  'j.  Ir  iionihrr  des 
variations  des  tenues  de  la  suite 

A|/>"    '  —  ^?A,/J"  »-^.  ..-(-(/i  —  ■x)\„-tp^-^{n  —  \)\n-\p  —  «A,„ 

A;/>"   »-+-. .  .  —  (Il  —  3)A„-  î/>*-t-(/J  -  •'  )\„-\p  -f-(n  — i)A„, 


A«-î/>'  "   /  A„-,/>   -  i  A,.,, 
A,,-i/'  -  -  v.A,,. 

A;(, 

/(•  nondiie  a  est  an  plus  l'^nf  au  uDuihve  (u  4-  1),  et  leur  di Jfé- 

rence  est  un  nombre  i/n/xti/-  si  lit  (/ininliié  n  — />  'j-—  ^-^f  /">- 

sitiic  ou  nulle:  la  différence  est   zéro  ou  un  nombre  pair  si 
celte  quantité  est  négative. 

7.    Solonl  /?  f*'  7  deux  noinl)ros   posilifs   (|iKlc()iK|ues   assiijcl- 
tis  à    la   seule   ((iiMliliou   <|iic  (j   soil  j)Iiis  giand   (|uc'  p\    faisons 

o{x)=^{p  —  J-)((/  —x). 

fix) 

Lf  (k-veloppcmenl  en  série  de  ^^^7-^ :  est  convergent  itour 

'  '  (/'  —  ^){'J  —  ^)  01 

toutes  les  valeurs  positives  de.r  inférieures  à  p,  et  l'on  a  idenli(jne- 
mcnt.  P  dcsignani  un  polvnùme  entier  du  degré  {n  —  2), 

fi-r)  ,     /(/>)         I  fi^j)         I 


=  P-4- 


(p—x){q—T)  'J—PP  —  ^        q—pq—x 

U—l'^  '/      \  I'  /^l>)\ 

y*    Vp'         f^P)\ 

.  f(p}[r        /('/}] 
"^    v"  \  p"        f(p)\ 


X"  -  ' 


X" 


\ 


SIK    I.A    KKULE    DES   81UNtS    DK    UESCAHTKS. 


\.r  iiomlirc  <lf>   variations  du  srcoiid  inoiiihie  si,"  compose  d'a- 

Itoid  (li's  \  al  i.ilniiis  (lu   |i(il\M<uiir  ciilii-r  (},  InriiK-  dfs  1(miihs  du 

/\  .r)  .  •      ■ .    •  . 

di'\clo|iiMiii(iil  de  : dolil  I  (•\pn>aiil  csl  irdiilfUl' à  //, 

'  '  {p  —  ^)i'l  —  •'■) 

il  cnsiiilo  des  variuliuns  des  Icrnics  i\c  la  suite 

/'"     /<  /'  '  '    /'"  •  '     ./■( i>  )  '    >"^ -     /(/>)' 

Or,  —  t'ianl    i)lu>>  :^i-,iii(l  iiiic   i  ,  les  termes  d<!  celle  suite  v<miI  Iou- 

jours  en  croissant  et  ne  ])eu\  eiil  piésenlcr  t|u  une  vaiialion  ;  elle  se 

•  <l"          /{  '/  )  .        •,- 

présentera  si  — — .— î-  est  ue<;alil. 

Si  l'on  se  reporte  à  ce  (pic  jai  dit  |)lus  haut,  <m  peut  donc  énon- 
cer la  |)roposition  suivante  : 

/:Ln  (Irsii^ntant  pur  f[x)  un  polynôme  enlicr  du  dc^n''  n,  et 
par  p  et  ij  drux  nombres  positifs  arbitraires,  mais  dont  le  se- 
cond soit  supérieur  au  premier,  soient  A  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  f(jc)=  o  qui  sont  inférieures  à  p,  et  il 
le  nombre  des  variations  du  polynôme  formé  des  termes  du  dé- 
veloppement de 

/(^) 
(p  —  x){(/  —  x)' 

dont  /'exposant  est  inférieur  à  n;  le  nombre  [lest  au  plus  égal 

au  nombre  (A -h  i),  et  leur  différence  est  un  nombre  impair  si 

la  quantité 

'Il  _  JMl 
/>"       /(/>  ) 

est  positive  ou  nulle;  elle  est  zéro  ou  un  nondj/e  pair  si  cette 
quantité  est  négative. 


DKTKitMiN  MitiN    hiM,    i.iMiii;   M  n;nii:i  l:K 

l)i:s    IIACI.NKS    D'LI.NK   ÉQUATION 


Il      M  II     I    \ 


SKI'  \i{  \  I  ION   i)i:s  i;\(:im:s. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  I.\\\l\:  i'^7i)(')- 
.\ou\'elfes  Annales  de   Mattivmatiqucs.  i'  série,  l.  \l\.  iSMu. 

F. 

1.    l°!tanl  (i(iiiiM'<'  iiiM-  t'(|ii.iliiiii  ilii  (i('i;r('  /// 
(I)  /■(j')=(>, 

dans  liiqiirllr  IcM-oelïicient  tic  ./■'"  est  su|)|>(ist'-  pnsilif,  Ncwloii  a  ("ail 
connaîlrc  une  ni«Hl»ode  très  ('It-^aulc  pour  nlilcnif  une  liruilf 
supérieure  des  racines  positives  de  celte  étpiation;  elle  consisle, 
comme  on  le  sait,  à  déterminer  une  quantité  «  qui  rende  positives 
toutes  les  fonctions 

/(x),     f\x),    /'(./■) /'"-'(.r),     f"'{x). 

L'application  de  la  méthode  de  Ne\\ton  ne  laisse  pas  (pie  d'être 
assez  longue  dans  la  pratique,  le  calcul  nuinéricjuc  des  termes  de  la 
suite 

(a)  A«),    /'(«),     ••••    /'"  ''«).    /'"(«) 

étant  d'autant  plus  pénible  que  la  connaissance  de  (|uelques-uns 
des  termes  de  cette  suite  ne  lacilite  en  aucune  façon  le  calcul  des 
autres  termes. 

î2.    En  posant 

/(r)=  Ao-r'"—  A,. /■"'-•  -t-  a2Jr"'-!-f-. .  .-(-A„,_i  j" -+-  A,,,, 

(')  L'arlirk  d<*-  f'nniptes  rendus  se  romposc  des  n""  5,  7,  9 cl  l'I  cin  pn-senl  Mr- 
moiie.  1'^   Fi. 


Sl'll   l..\   DKTKKMINATION    u'fNK    IPHTI.   si  11  U  11.1  111.    ni. s    |i.\i  INKS.  -.{ 

jr  consiclrrcr;!!  I:i  ^iiilf  (1rs  polvuùiiu-s 

///i-i(^)  ^  AoJ^-+- A,, 
/m-î(a:)--  AoJ-^H-  A,.r  ^  Aj, 


O) 


/i{jr)^  AoC"'-'-+- A,j-"'-^-i-.  ..— A,„_,, 

doiil  le  dernier  t-sl  |)it'(  i^iiiniil  le  priMiiier  nicinhre  de  I  (•<|ii;illoii 
j)ropos('e. 

I^cs  valeurs  rpie  |)reniient  ces  polvnnines  poiii-  une  \aleui-  don- 
née de  la  variable  t'gale  à  ti  se  calculent  aisénniil  p;ii-  voie  léeur- 
renlc;  on  a,  en  ellcl,  la  relation  bien  connue 

/,( a )  -  a/i+i  (a)—  \ ,„_,•, 
et  les  (pianlités 

///.(«),    fm-x(a),     ...,    /,(a),    f{a) 

se  rencontrent  d'elles-mêmes  rpiand  on  veut  obtenir  le  r('sidl;il  île 
la  substitution  de  n  (lansy(.r). 

Cela  posé,  .vi  un  nombre  positij  a  rend  positifs  tous  les  poly- 
nômes de  1(1  suite  (3),  ce  nombre  est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'érjuation  f{.v  )^^  o. 

On  a,  en  effel,  identicpiemenl, 

/(x)  =  (,r-a)[/„,(a):r"'-'-4-/,„-,(«)^"'-'^-4-...-T-/,(a)]4-/(rt). 

et  il  est  bien  clair  (pie,  sous  les  conditi(Mis  énoncées  ci-dessus,  le 
polynt)me/(j:)  a  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  a\  on  peut  même  ajouter  que,  pour  ces  valeurs, 
/(.r)  va  toujours  en  croissant  ave(;  .r,  d'où  il  résulte  que  a  est  une 
limite  supérieure  des  racines  de  r/ijualion  /*(  .r  )=  o  et  de  1  é(pia- 
lion  f'(x)=  o. 

'.\.  Pour  lroii\er  une  limite  su|ti'rieMre  des  racines  de  1  i'(|iiii- 
tion  (I  ),  on  essayera  donc  d'abord  la   racine  y.  de  r<'(piation 

/'„,^i(x)=r  A„.r  -4-  A,  r=  o, 


7|  ALOKBRK. 

cl  I  on  I  alcnlrra  dr  jiroclii'  eu  proche  les  diverse-^  expiessioiis 

/».-!(,  2).      /,„     3(2 

ce  sont,  du  reste.  1rs  nomlircs  (|ii('  l'on  a  à  «  .dcidci- <|iiimd  on  \cnl 
trouver  la  valeur  dc/'(aV 

Si  tons  ces  nombres  sont  positifs,  a  esl  une  liniilc  des  racines 
de  riWjiinlion  proposée^  sinon,  on  essayera  le  nombre  entier  con- 
srcutit  et  l'on  poursuivra  les  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  nombre  ^it  tel  (pie  tous  les  nombres  inlerniédiaires  qui  se  pré- 
sentent dans  le  (alcui  de  /{^)  soient  tous  j)Osllifs. 

l.   (]omme  application,  considérons  l'équalion 

/"(wT  i  —  .r* —  lox* —  "i.i.r'-t-  ~ .7- —  joox  —  I'^îo  =  o, 

à  laquelle  esl  aj)|)li(piée  la  UK-lliode  de  Aewlon  dans  \  Algèbre  de 
M.  Briot  ^  '  ). 

En  cherchant  le  résultat  de  la  subsliliilion  de  10  (lansy(x),  on      ■ 
rencontre  le  nombre  suivant 

—  32; 

10  est  donc  trop  l'aible. 

En  substituant  1  i,  on  obtient  les  nombres 

-^i,     -f-i,     —21; 

ce  dernier  nombre  étant  né-galif,  i  i  est  trop  faible. 
En  substituant  12,  on  obtient  les  nombres 

-f-i.     -+-2,     —  8; 

I  2  est  donc  trop  faible. 
En  substituant  i3,  on  obtient  les  nombres 

—  I,     — 'i,     -+-7,      iiS'3 —  joo.      13(11X5 —  *oo  ) — 17.0; 

tous  ces  nombres  étant  positifs,  ou  en  eorxlnl  (jiie  \?i  esl  une  li- 
mite supérieure  des  racines  de  ['('(pialion  proposée,  (^'esl  précisé- 
ment la  limite  entière  à  laquelle  eondnil  rappliealion  de  la  m('- 
ihode  d»;  Newton. 


Cj  Leroii.t  fl'Alf!èOre,  X'  l'dition,  p.  «fjS, 


sfii  i.A  dktkiimixatidn  II  im:  i.imuk  srniiiKi'ni;  i»ks  itA<:i\Ks. 


*).  Les  Mi^iit'N  di'^  Ici'iiH's  «II-  l.i  siiilc(.!),  (luiil  1rs  \ilriirs  st; 
prrsiMilriil  (I  (llcs-iiir'iiifs  t|ii;iii(l  on  ('.iliiilc  l.i  Niilciii-  iiiiiini  khic 
(II'  /*(</),  priivcnl  servir  ;"i  (Iclcnniiirr  imc  liimlc  siijKMiciirc  du 
ixiiulirc  (les  racines  «le  r(''(|iiali()ii,  sii|)(''ri('iircs  au  tioiuUrc  ii,  w 
iioiiilin'  l'hiiil  d  :idlciirs  sii|)j)()S<'!  jiosilil. 

Oii  a.  (Ml  «llcl.  la  |>r(i|)n>il  Kiii  siiivaiilc  : 

Si  II  est  nii  lumihrc  postli J ,  If  noiiihic  des  rdruilioiis  de  la 
suite  (  '.\  )  es/  nu  jtlus.  v<j;iil  au  nombic  des  raeiites  de  /"rV/z/c/- 
tion  (i)  fjuisont  sujiérieures  à  r/,  et,  s'il  est  plus  ^rand,  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  est  un  nombre  pair. 

Wnw  la  dcinoiilici-,  je  considère  l'idenlilé 

/i^=/,„(«).r'"-.^/„,_,(.,;.r'"-'^...+/,(a)4--^; 

jutur  des  valeurs  de  ./■  sujx'-rieures  à  a^  le  second  meinhre  esl  (!('■- 
veloppaljle  en  une  série  convergente  procédant  suivant  les  pui-^- 
sances  décroissantes  de  x,  et  l'on  a 

i  j^^=/.«(«)-r"'-'-/,„-,    «).r'«-î-... 

f  ^/,    a)-t-  -L^-J  ^     ''\    '  -^ J-^^..., 

\  T  T-  X^ 

Coninie  je  l'ai  di'-niontré  dans  une  Note  antérieure,  Sur  la  rè^le 
des  siijnes  de  Descartes  {'),  ]c  nombre  des  racines  de  Téqua- 
lion  (  I  »  rpii  sont  supi'-rieures  à  rt  est  au  plus  <'<;al  au  nombre  des 
variations  de  la  série  cpii  compose  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (  1).  Ce  nond)re  est  d'ailleurs  le  même  (pie  le  nombi-e  des  va- 
rialinus  de  la  suite  (3  K  la  |)rop()sition  est  donc  démontr(''e. 

(').    (lomme  ap|)lication,  je  consid(''rcrai  l'équation 

I  >  )  j*'  —  3  .r^  -i-  T-  —  8  ./•  —  I  o  =  o, 

<'ludi«'e  par  Briol  dans  ses  Leçons  d'Al^eb/e  [p.  Ô26). 

•  '  )  Pasc  .1. 


-0  Al.aEBRR. 

|-,ii  «aUiil.ml  Mi(rrs>i\(MiioMl  \c  n'-siillal    de  la  siihslilulioii  dans 
\c  |tr(Miii«'r  iiioiulirc  de  l'iMUiarmii  (i)  des  nombres  o,  i .  2  cl  J,  ou 


lornif 

\r  Tal 

Idcau  >ni\ 

int  : 

X. 

/A-r). 

/.(•r)- 

/=  (•!•)• 

/.(■r)- 

/(x). 

«) 

1 

—  3 

--      I 

—    S 

—      lO 

1 

I 

1 

^    3 

—     7. 

—  '9 

-  i4 

^  . 

—  1 

-:-  t. 

-+-  ".» 

--4'.) 

-4-137 

Tmis  1rs  nombres  rrbilils  à  -j-  '.\  ('laril  posilils,  on  en  ('onehil 
d'abord  (lue  4-3  est  une  liniile  su|)éii('urf  des  racnics  de  1  imum- 
tiiin  ('»);  c'esl  le  résnllal  au(|ii('l  arrive  Hriol  en  j;roii|iinil  If^ 
Iftnn'S  du  premier  mcndir»'  de  I  <(|ii;ili(>n  de  la  lacon  siii\,inl('  : 

(x'—  3.r^—  Ht—  !(»)-+-  .r2. 

De  plus,  les  nombres  relatifs  à  -f-  2  présentant  une  seule  varia- 
lion,  on  est  eerlain  (pi'il  y  a  une  racine  entre  4-  2  et  +  3,  et  (piil 
n'y  en  a  qu'une;  Briot  arrive  aussi  à  celle  conclusion  en  étudiant 
la  dérivée  de  l'équation  proposée. 

D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à  +  i  ne  présentant  non  plus 
qu'une  seule  variation,  on  en  conclut  qu'il  n'y  a  aucune  raciue 
entre  H- I  et  -h  2;  et,  comme  il  est  évident  que,  quand  ^  varie 
entre  o  el  -f-  i ,  le  |)remier  membre  de  l'équation  (5)  demeure  né- 
i^atif,  on  voit  que  cette  équation  a  une  seule  racine  posilive  com- 
prise entre  a  et  -h  3, 

III. 

7.  Des  considérations  semblables  permet  l«'iil  de  (léL«iniiin(i-  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  comprises  entre  deux 
nombres  positifs  a  et  h. 

Soil,  m  elfV'l,  Tf-qualion 

I  /(x)=o. 

Supposons  a<^b  et  effectuons  la  division  i\cf{x)  par  le  tri- 
nôme (x  —  ''i)(-^  —  l')\  en  dé'sii^nant  par  ]\Ijr -f-  N  le  reste  df  la 
division,  nous  obtiendrons  un  résultat  de  la  forme  suivante  : 

• ^2  'i(x) -'-  • 

ix  —  a){x  —  b)        >       '  '    (x  —  a){x — b) 
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Mt'lloiis  lu  li-.ii  lion  -—. j-  sous  l.i  loiiiir 

ix  —  a)(x  —  h) 

A  15 


X  —  a      X  —  b 
on,  cornm»'  il  fsl  latih'  il<'  It;  \oir, 


b  —  a  l>  —  ti 


hi  irl.ilion  |)r(''ct'(lrnl<'  dcviciil 


{x  —  a){x  —  b)        '       ' 


=  ç(j')-f-  — 


—  Il 
I 

X 

—  b 

W      I 

a 

h                X 

1  — 

'-6 

l*our  toutes  les  valeurs  {\o  x  comprises  entre  a  et  />,  la  fraetioii 
^ — est  dévelo|jpable  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 


a 
I 

X 


et  la  fraction suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Si  l'on 

,/• 

'-/7 
effectue  ces  deux,  développements,  le  nombre  des  racines  de  Vv- 
quation  (i)  comprises  entre  a  et  h  est,  comme  je  l'ai  montré 
dans  ma  Note  déjà  citée,  an  plus  égal  au  nombre  des  variations 
présentées  par  la  série  ainsi  obtenue;  on  peut  d'ailleurs  reinar- 
cpier  que  tous  les  termes  dans  lesquels  x  a  un  exposant  négatif 

<mt  le  même  signe  que  —  ■>  et  que  tous  les  termes  dans  lesquels  x  a 

un  exposant  supérieur  à  {m  —  i)  ont  le  même  signe  que  —  B. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

l'Jii  désii^nanl  par  a  ci  b  deux  nonibra;  posilifs  dont  le  plus 
î^randsoit  b,  effectuons  la  dnision  de  f{x)  par  (x  —  o.){x  —  b); 
soient  ■:>{  x  )  le  polynôtne  du  deij;ré{ni  —  •>.)  qui  constitue  la  par- 
tie entière  du  (juotient,  et  Mx  -f-  N  le  reste  de  la  (h\isi<)/t.  Ih- 
roniposons  la  fraction 

Mar-t-N 

(x  —  a){x  —  b) 
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en  rti/nr/its  sifn/)/rs,  m  sorfr  i/nr  l'on  iiit 

M.r    ■     \  \ 


{x  —  a)(ar  —  6)      T  —  ft       .r  —  h 

Soit  'l[.r)  l'ensrniltlr  <lrs  (rr/ncs  (Itnit  le  dct^ir  es/  i/i/'i'/ifitr 

à  ni  (/fins  II'  <l(\'oloppcnirnl  tir  .  siii\  un  I  lis  puissances  rnxs- 

santcs  (le  .r. 

Cela  posé,  si  l'on  nnlonnr  sin\if/if  les  pnisstinfcs  iléentissanles 
(le  .r  le  polynnme 

o(.r)-->(.r) 

el  si  l'on  <i joule  n  lu  suite  de  ce  polyni'iiue  le  ternie  —  ,  le  nombre 

des  l'arif/tin/ts  ijue  présente  la  suite  ainsi  nhtenue  est  au  plus 
éiiol  au  nombre  des  racines  de  r  équation  (i)  (/ui  sont  comprises 
entre  a  et  //,  et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  ils  dif- 
fèrent il' un  nombre  pair. 

T.  L  ;i|i|ili(;ilit)n  (le  l;i  proposilioii  prc-crdciilc,  <|iii  11  exige  i;iirr«' 
(HIC  la  (liNi-ioii  (ley(j:)  par  (.»•  —  ''){-^'  —  ^' K  '"^  |)ai-aîl  devoir 
rire  plus  laeile  que  celle  de  la  ni('lliode  due  à  iJiidau  el  à  I"  oiiiici-, 
ln(pielle  e\ij;c  le  calcul  pijnible  des  nombres 


el 


fia),    f{a),    f"{a).      ... 

ai>),    fyl^^.    fib) 

Comme  a|iplieali()ii,  je  considérerai  lérjualion 
f(^x  )  =  X*  —  3  jt'-i-  .r2  —  Xr  —  10  =:  (I, 
(pie  j  ai  d('jà  Irailée  plus  liaul. 

l'our  av(jir   une   limilc  du   nombre  des  racines  compiiscs  eiilre 
-i-  1  el  -t-  :>.,  je  diviscy(j:)  par  x-  —  '}\x  -\-  u. 
On  a 


./'■' 


JT* —  3a7  -+-  •>. 


=  X'-t-3j"*-I-    \X  -^  -  -t- 


=  j'  -f-  3  J^-  -H  /i  J"  -t-  7  -r- 


J  r  —  24 


X^  —  3  X  -t-  2 

'9 '  I 

X  —  I         r  —  2 


l'.n  d('"\elopj)anl 


suivanl  les  |)uissaiices  croissaiiles  de  :r . 
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l'ensemble  dos  tcriiirs  (lu  (]ii:il  iii'iiif  (If-i  «'•  (l.iiis  le  (1('\  cloiiiicmcMi  osl 


rx      TJ"'       TvT'      tx* 

7-+-  '— ^  '-r- -^  -r -^  ^ 


Si  nous  coiisiil»  rons  in;iiiil(  iianl  la  siiile  des  termes  de  l'expression 


h^'^ii^'y^ii^-y'^ii-^-^) 


comme  elle  ne  présente  aucune  \aiialion,  n(uis  en  concluons  ([iie 
réqualion  proposée  ne  renfernit;  aucune  racine  enirc  -f-  i  el  -^  2. 

S.   J'ajouterai  encore,   |)our   éclaircir  ce    (jui   prr'cède,   une  se- 
conde a|)j>licaliotK 
Soil  r<''(piation 

/{■v)  =  .r* —  ».r' —  i().r^4-  i-ix- —  [)X  —  j  —  o, 

qui  a  été  considérée  par  M.  .1.  Petersen  dans  sa  Tlirnric  f/rs 
équations  algébriques  ('). 

En  substituant  successivement  o  et  -+-  i  dans  le  polynôme /(.r) 
et  dans  ses  dérivées,  on  déduit  du  théorème  de  Budan  que  r<'qua- 
tion  proposée  n'a  aucune  racine  comprise  entre  les  limites  consi- 
dérées ou  (ju'elle  en  a  deux,  et  l'on  peut  trancher  la  difficulté  en 
substituant,  comme  le  fait  M.  Petersen,  un  nombre  intermédiaire 
et  en  mettant  en  usage  une  règle  due  à  Fourier. 

Appliquons  la  méthode  exposée  ci-dessus  etenVcluiuis  |;i  divi- 
sion du  polynôme 

oT*  —   JX^  —   ll\x^  -+-  lïX-  —  [)X  —    j 

par  X* —  x;  on  trouve  aisément 

X* —  JX'' \(\X^  -h  17.x- —  [)X —    J 

z=(x^  —  t\x^—  20.r  —  8  )(  .r-  —  x)—  ijx  —  5, 

il    ou 

.r»—  5x* —  \(jx^  +-  12X^—  yx  —  î 


I  7  J"  -f-  » 

=  X^—  \  X^  —-MX  —  S '-- 

X^ X 

—  x^  —  4  ^*  —  '^ox  —  s '- 1^ 


(')    Tbrnrie  der  nli^ebraisclien  GleicJiiini^en.  p.  302. 
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co  (|iii  ilomic.  en  (lrvrl(in|)anf  -       -  sui\.iiil    l.'-<   pms'^nnrr'^  crois- 

sant«'s  «le  ./"  «M  «'ii   ii«'  rcttMiiiiit   du    (l<''\(l(>|)|i(iniiil    (|iit'    les    Iciincs 
d'un  dr«;rt''  iiifrricur  à  celui  de  .r\ 

J-^ —    '|.r* tOT  —  s  -!-  \A/.  -^  J.  >   r  ■  •    f 2  -.-..r'-f-  •JCAJ'^H — i 


on.  rn  oi'donnnnt. 


■xt.x''  -H  9.!{ x'  -t-  I H x'  -r-  •>. :r  -H  I  î  H ■ 


<  .l'Hf  xmlc  no  pn-smlnnl  aiiiMinc  \  .in.ilion,  nous  rn  conclnriins 
(|n<'  I  <(|ii;il  ion  |ti(t|)()St''c  n  a  iiinniir  raiinc  coninnsc  cnl  r'c  •>  cl  -|-  i  ; 
ccsl  le  rcsnllat  an(|ncl  condnil  1  .i|>|)lual  ion  de  la  icj;lc  ilc  l<»unci'. 

I\. 

9.  H  \  aura  son\cnl  lien  do  faire  sininlliMK'nHMil  nsa^c  du  ihéo- 
rcmedeHndan  cl  dn  procédé  de  la  division.  Il  est  facile,  du  rcsic, 
d'imaginer  des  cas  très  étendus  où  ce  procédé  est  plus  avantageux 
(pie  renijdoi  du  théorème  de  Budan. 

I\)ur  en  donner  un  exemple,  j'énoncerai  d'ahord,  sous  la  forme 
suivante,  la  proposition  <pic  j'ai  démontrée  plus  haut  : 

/i'/<  drsignanl  par  d  et  h  deux  noDibrcs  positifs,  soit 
C„-T-G,.r  H-...-t-  C„,_,.r"'-2 

lu  partie  entière  du  quotient  du  p<>lyn('nne  fi.r)  pur 
(x  —  a)(^x  —  b),  et  considérons  la  suite 

(/(a),    /i/^)~  />(  />  —  a)Cn, 

(•>)  '  /(fj)-  />-(  /v  -  n  )C.^ 

\  /(b)~  />'"-'(  f,  —  a  )C„,_2,    /«  t>  ) ; 

le  nombre  des  racines  de  Véquation 

qui  sont  comprises  entre  a  et  b  est  au  plus  rgal  au  nombre  des 
variations  des  ternies  de  cette  suite,  et,  si  ces  deux  nombres 
sont  diffrrrnts.  leur  di ffrrrnre  est  un  îiondire  pair. 


I 
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|0.    (',('l;i  |)<)^<',  pi'oposons-iiotis  le  iirolil/'iiif  ^iii\;uil    : 

l'Aiinl  iluniu-  un  iiolynùmc  cnticf  J\x),  ilclcrnuncr  tleux  li- 
mites entre  iesqueUrs  demeure  comprise  la  valeur  de  ce  p(dy- 
nônie,  lorsque  ./•  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre  les 
deu.r  nonifues  finsiti/'s  a  et  />. 

Il  fsl  riiiir  ijiK'  ic  |ti(ilili'iiii'  pt'iil  s'ruonri't'  iiiiisi  (pi  il  siiil   : 

Trou\er  deu.r  nombres  a  <■/  ^j  ttl.s  que,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  \  inférieures  à  y.  ri  pour  toutes  les  valeurs  de  celte  va- 
rialde  supérieures  et  |j,  l'équatio/t 

/(  ^  )  —  X  =  n 

n'ait  pas  tir  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b. 

L'emploi  du  lliéorcnic  de  Budan  ne  peut,  en  général,  èire 
d'aucun  secours  pour  la  détermination  de  ces  nombres;  car.  si 
l'on  considère  les  deux  suites 

/(«)-),.    /'(./).    /"(m.      ... 

/(ù)-l,    f(t,),    f\t,) 

on  vnii  <pie,  quand  l'ensemble  des  termes /'(a), /"(«),  ...  et 
renseinlilf  des  termes  f'[b).  /"(b),  ...  ne  |)r(''sentent  pas  le 
même  nombre  de  variations,  il  est  imj)ossible  de  d<'termincr  A  de 
telle  sorte  <]ue  les  deux  suites  précédentes  ollrenl  le  même  nondue 
de  variations  :  ce  qui  serait  nc'-cessaire  pour  pouvoir  conclure  du 
théorème  de  Budan  que  l'équation /"(.r) — A  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  comprise  dans  l'intervalle  considéré. 

J'em|)loierai  ici  la  méthode  de  la  division,  et,  en  désignant 
comme  ci-de^sns  |)ar 

la  piirlie  enlirrc  du  quotient  de  f(x)  par  (./•  —  f  ^{■'''  —  ^'  >•  j''  ''"■ 
manpic  d'abord  que  ce  polynôme  est  aussi  la  partie  entière  du 
quoiienl  Ac /(x)  —  ).  par  (.r  —  a){x  —  b). 


L,i  -iiili"  (inr  nous  avon^  à  (M^iisldt'rcr  (It'Nnnl  ;imsi 

Dcsifjnons  n^sj^M'livctiiriil  j)ar  a  c\  |>ar  'i  le  plus  prlil  cl  le  plus 
}:raml  des  trnncs  de  la  siiile  ('»'):  si  Ion  doiiiM'  à  A  une  valeur 
(|uel<-()nqiie  inférieure  à  a,  tous  les  lernies  de  la  suite  (('))  sont  po- 
sitifs, d'où  il  résulte  que  ré(|ualion  /"(^.r ) — A  =  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  comprise  entre  a  et  b  lorsque  ).  est  plus  |)elil  que  a. 
On  prou\erail  de  même  que  celle  équation  n'a  aucune  racine  rcelle 
comprise  entre  ces  limites  lorsque  ).  est  plus  j^rand  que  [j. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  valeur  que  prend  le  polynôme  fi^x)^  quand  x  varie  de- 
puis a  jusqu'à  h,  demeure  toujours  comprise  entre  les  nombres 
a  et  3. 


V. 


11.   J'ai  démontré  précédemment  (pi'élanl  donnée  une  expres- 
sion entière 

fi.r)—  A.r"'~  rj.r"—  C.r/'  — .  .  ., 

OÙ  les  lernies  sont  ordonnes  suivant   les  puissances  décroissantes 
de  X,  si  l'on  forme  les  polynômes 

<l>o(j-)  =  Ao^-'", 

*i  (  a- )  =  Ao  :r"' -i- B  x" , 


le  nombre  des  racines  de  léfjualion  /"(j:  j=  o  qui  sont  supérieures 
au  nombre  positifs  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que 
présenlent  les  termes  de  la  suite 

^a(a).     <!>,(«).     *îCrt) 

La  démonstration  supposait  évidemment  que  les  exposants 
m,n^p,  ...  étaient  des  nombres  entiers  et  positifs;  mais  il  est 
facile  de  voir  que  retle  restriction  est  inulilr. 


I 
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\'a\  urtMnii^r  lien,  -^i  (|in'l(|iips-iins  t'f.iiriil  ti(''';alifs,  m  iniillipliant 
/"(./•)  liai"  une  |iiii>n  mec  de  ./■  coiu  ('ii;il»liiiiciiL  ciloisie  (ro  (im  n  al- 
li'icrail  p.i^  l«'  iitiiiiliii'  (les  imciih'-;  |uisili\('s  de  I  ('iiual  imi  i,  un 
pourrait  rrixli'c  tous  ces  exposants  posilils. 

Kii  second  Im'ii,  si  (pu'l(|uos-iins  des  noinitrcs  ///,  //,  />,  ... 
t'tan'iil  Iraclionnaircs,  on  poNirail  les  n-ndic  «'iilicrs  vn  chanj^eanl 
X  en  u'''\  (.>  étant  le  plii^  |ielit  coinninn  niulliple  des  déiiomina- 
Iciirs  des  nombres  ///,  /?,  />,  ....  Par  un  raisonnement  connu,  on 
en  déduit  ipio  la  proposition  subsiste  encore  lorsque  les  expo- 
sants sont  iii('oiniiieiisiiral)les. 

Kieii  n\'m|)é(lie  niènu'  tle  supposer  que  le  nomi)re  des  termes 
de  la  lonclion  y\j")  soit  illimilc',  pourvu  que  la  série  composée  de 
ces  termes  soit  convergente  pour  ./•  =  ti. 

On  peut  donc  (Mioncer  la   proposilion  suivante  : 

Liant  donnce  l'cxp/cssion 

f(.r)=  \x"'-r-  Bx"-^  Cxi'-+- 

i>it  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  siinanl  les  puis- 
sances décroissantes  de  x  et  con^^ergente  pour  x  ^^  c/,  le  nombre 
des  racines  positives  de  Vétpialion 

f{x)=o 

i/ui  so/tt  supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  é<j;al  (tu 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la  suite 

'!>„(«).     'I>,(a),     1>.2(a) 

et,  si  ces  deux  nond>res  sont  différents,  leur  différence  est  u/i 
nombre  pair. 

I.e  nomhi-e  de  c<'s  variations  sera  i\n  reste  <'\i.lciiiim'iil  liiii.  si 
la  série  tend,  pour  x=^a,  vers  une  limite  difTérente  de  /.éro. 
puis(pie,  pour  une  valeur  siiflisamment  grande  de  //.  les  termes 

«loiveiil   aMni-  le  intMiie  siL;ne  (|iie  f{a). 


1^.    ScmM.iMi'iiHiit .  cl, ml  (loiiiii'i'  iiiK'  ('\|M('ssniii 

OÙ  \o  second  inemhro  csl  une  s«'rit'  orcluiiiicr  suivanl  les  puis- 
sances rroissanles  de  .r  (les  exposants  ni,  //,  />,  ...  poiivanl  èlrc 
d'ailleurs  entiers,  fractionnaires  on  irrationnels)  et  eonvcr}i;cnte 
ponr  une  vaieiii-  posiiivr  de  ,r  éj;ale  à  a,  formons  la  suite  des  |)o- 
Ivnônies 

i>o(j-)=.\.         <l',(.r)=  A -+- B.r"',         <J»,(j)=  A -H  Ba*'"-(-Cr'' 

Cela  posé,  /e  no/nhrr^/i's  nKi'nrs /wsitù'es  de  rrtjiiation  f{x)=^  o 
(/ai  sont  in/r  ri  cures  à  a  est  an  plus  éi^al  au  nonihre  des  varia- 
tiuns  t/ne  /nésenle/it  les  termes  de  la  suite 

•l'„(rt..     •!•,(«),     «l'îC).      ••- 

et,  si  ces  deux  nomhres  sont  différents,  leur  di JJ'ércnce  est  un 
nombre  pair. 

VI. 

IIJ.  Je  donnerai  encore,  en  Icrniinanl,  une  apj)licalion  do  la 
règle  des  signes  de  Descarlcs  aux  cqualions  que  Ton  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  dénominateurs  des  réduites  de  la  fonction  e^. 

On  aj)pclle,  comme  on  le  sait,  réduite  de  rang  n  de  la  fonction 
e'  une  fraction 

dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  de  degré  n,  tels  rpu;  le 
développement  de  cette  fraction  suivant  les  puissances  croissantes 
de  j:  coïncide,  jusqu'au  terme  du  degré  in  inclusivement,  avec  le 
développement  de  (^  (');  on  peut  poser,  par  conséquent, 

Y{x)e^=  *(x)h-  R, 

R  désignant  une  série  ordonnée  suivanl  les  puissances  croissantes 
de  X  et  commençant  j)ar  un  ternie  de  l'ordre  de  .r-""*"^ 


(')  Sur  CCS  réduites,  voir  noiammcnl  le  Mémoire  de  M.  Iloiriiilc  Sur  la  /onc- 
tion exponentielle,  p.  '\. 


1 
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(  )ii  ,1  iriiillriirs 

.//(/*  —  I  ) 

1-  (./•)—  r"  —  m  n  -»-  i  >  r"    "  -  <  n    ■    \)l  n    h -x)  r"   ---.... 

cil  sdilf  (|iii'  If  |i(il\  ii("ime  1' (j?)  ne  présente  (|ii('  des  viirinlioiis  ;  |iiir 

Sllllc,    I   l-i|IMll()ll 

F(r)=  o 

1)0  pciil  avoir  qui-  tics  racines  positives. 

Le  |)olynùnie  ^(jr),  élanl  cgal  à  F(  —  x),  ne  j)rcsciil<'  <|iir  tics 
p(,'rni;iiicnccs.  J'observe  maintcnaiil  (|iir  la  si'iic  I»  salisl'ail  à  Tc- 
(iiialioM  <lii]V-i-cnticllc 


•^  ^--(^^^"^^ -^  "•>'  =  "• 


Colle  série  est  do  la  foiini 


V     l  ,./H 

OÙ  m  doit  prendre  toutes  valeurs  entières  depuis  in  -\-  i  jusqu'à 
rinfini.  En  substituant  cette  expression  dans  l'équation  difTi'rcn- 
lielle,  on  voit  aisément  que  l'on  a  identiquement 

ïm(  m  —  I  )A,„j-"'-'  —  Zm  A„,(r"'-i-  anr'"-'  )-i-  «i:A,„:r"'=  o, 

d'où  la  rolalion  suivante  : 

_  ni  -  n 

'*«/->- 1  —  , '^  lit  ■ 

(  m  —  •>  /«)(«/-*-!) 

La  fraction 


(  m  —  •}.  n  )(/«-(-  I  ) 


«'•tant  positive  pour  imites  les  valeurs  de  ///  siipt-rieiircs  à  '.>//,  on 
en  coiicliil  <pic  Ions  les  termes  di-  la  série  15  ont  le  même  signe. 

I*ar  suite,  le  j)ol\iiômo  *I*(^)  et  la  série  11  n'aNant  que  des  per- 
manences, on  voit  que  le  développement  de  (?'F(.r)  présente  au 
plus  une  seule  variation;  l'équation 

(|ui  a  les  mêmes   racines  fpie  rc'qii.il  loii   F(.r)=:o  et  dont   le  di'- 


S6  ALOKnHE. 

\«'lt)j»pi'im'iil  rsl  (I  iiillfiirs  convtM'j;!'!!!   pour  Idiilcs  !«•>  \;il(Mirs  de 
l.i  v.iriahlo.  a  tlonc,  «'ii  \t  rlii  Af  hi    ri":;l('  tli'>J  signes  de   Dcscarlcs, 
une  raoirn' poslllvo  au  plus:  l'écpLilidu  I''(^./-l^  -  o  ne  pciil  avoir  du 
resie  que  des  racines  p«)silives. 
D'où  la  conclusion  suivanle  : 

^t'/  /<•  nombre  n  est  p(tii',  /'ri/i/ation  F(  j*)  =  o  a  toutes  ses  ra- 
r  in  es  ini  as^  in  a  ires . 

Si  ee  nombre  est  impair.  eUe  a  une  seule  racine  réelle (^^). 


(•)  Ouciques  partie;»,  d'aillrurs  peu  éleiulues  (p.  -f),  ~fi  cl  83),  du  présent  tra- 
vail se  troinent,  au  fond,  dans  le  Monioire  placé  en  télé  de  ce  ^'(>lulrle;  nous 
avons  cru  cependant  devt>ir  les  conserver,  pour  ne  pas  rompre  la  suite  des  idées. 
Nous  estimons,  c»  effet,  qu'il  faut  av.iiil  tout  conserver  le  caraclère  de  l'œuvre, 
niènie  au  prix  «le  cpiclques  redites.  K.   \\. 


mi;  111(11  >!■;  l'iM  it  ()itii:\iu  l'.vu  api'koxi.maiion 

KACI.NKS   iri  \F.  KOI  \Tlfl\  M.r.KlîlilOI  K 

oi  i  A  ToL  ri;s  SIS  i;\(:[m;s  kkcllks. 


Ao«*'i'//('.v  Aiiiiiih's  (Iv  .}/(if/ic/nafif/tics,  \>'  SL-rii",  t.  \l\;    1880. 


I .  Oiiand  on  a  une  valeur  suflisaninient  approcliée  d'une  racine 
dune  équation,  la  niélliodc  d'approximation  de  Newton  et  la  ni<'- 
iIkkIc  lies  parties  proporlioiiiudies  Imirnissenl  toutes  les  deux 
di's  moyens  commodes  et  rapides  d  approclier  iinL'Iiiiiment  de 
celle  racine.  La  principale  dilliculté  consiste  à  oljlenir  celle  pre- 
mière valeur  approchée  <pie  l'on  doit  prendre  comme  point  de 
d(|)ai  I. 

Je  ne  crois  pas  <pie,  si  l'on  considère  la  question  dans  toute  sa 
j^é-néralit»',  il  y  ait  beaucoup  à  ajouter  à  ce  que  l'on  sait  déjà;  il  me 
send)le  que  le  problème  doit  être  posé  difléremment  et  de  la  façon 
suivante  : 

L/ie  ('(jtiation  rtant  dnnnrr  {on,  si  /'on  vcnl,  nn  Ivpc  cl  >- 
qnations  clnnt  donne  i,  tionvcr  nnc  nn'llnxlc  (/ni  co/ulnisc  de  la 
façon  la  pins  sii/c  et  la  /dits  rapide  (fn.r  valen/s  approclicCi 

de  ses  nnines. 

La  .Noie  qui  suit  a  pour  objet  de  donner  une  soluli(»n  de  ce  jiro- 
blème  dans  le  cas  où  l'éipialitui  proposée  est  alj^ébricpie  et  a 
toutes  ses  racines  réelles.  Les  écjualionsde  ce  genre  se  présentent 
«lu  reslr,  comme  (»n  le  sait,  très  frf'cpiriniiicnl  d.iiis  un  i;i'aiul 
Udinbic  i\e  (picslKui^   inqxtrl.uilc-i  de   1'  \n;d\M'. 


vu  /(  '  '      <> 

um*  rqiiatuxi  al:;fl»ri(Hi«'  du  tl«':;rf  n .  ri  a,  |j,  v.   ...  ses  (lidi-rcnlcs 
r.irin.-s  :  on  ;i  riJcniii»- 

(a) 


Si  j-  rsl  niio  \;»lcur  suffisamiiiciil  approchée  de  la  racine  a,  la 
niianlilé- (lui  (i'Mirr  dans  le  second  rncinhi'c  de  crllo  rclalioii 

'  J—7i' 

I  I-  I  .,11 

(Si   Iri'S  y;ranac,  landis  <mio  les  autres  nuanlilcs 0'  '  ••• 

f^  '  '  X  —  ^    .) —  Y 

oui  des  valeur>  bea(ic<uip  plus  petites;  on  aura  donc  sensiblemcnl 

.A'(j-)  ^      t     ^ 

/(j)        se  — a' 

cl  de  ectt<'  foiniulc  (Ui  dt-duil  une  \al(iii-  a|ipi(ieli('e  de  a  (pu  ne 
dilIV-re  pas,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  de  la  \alriif  dorim'e  par  la 
mi'-tliode  d'approximation  de  Newton. 

.Fe  ne  elierclierai   pas  ici  à  corriger  celle   mt'lliode  en  essayaul 
(I  olil' iiir  une  \aleur  a|»prochée  des  ternies  néglit(és 


j-  -  ^       j-  —  Y      "  ■   ' 

je  prendrai  plul('>l  comme  point  de  d(''part  ré([ualion  suixanh  .  (pie 
l'on  olilirnl  CM  (liri\anl  ridcnlili'  l  ■'.)  ; 


On  en  d(-duil  (|uc,  a  désignant  une  racine  fpiclcon(pie  de  I  (  rpia- 
lion  (1),  on  a 

•     ^  .n-/.r 


(T—r)^  -     r- 

Kn  con\cnanl  donc,  pour-  plus  de  elarU",  de  représenter  le>  dil- 
l'érenles  valeurs  rpie  peut  prendre  la  variable  c  j>ar  des  lonj.;ueur> 
portées  sur  une  droite  à   partir  d'une  oiigine  fixe,  on  voit  que,  si 
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l'on  rcprj'scnlP  par  un  point  M  nno  v;«l<Mir  ;irl)ilr:iirf'  allfil)U('(;  à  x 
ri  >!  l'on  porte  tir  p;iil  et  (r;mli"c  du  point  M  une  longueur  é^ale 
en  \aleur  ahsolue  à 

/ 

aucune  laeine  de  rétpulion  \\)  ne  |)eiit  se  tioiiver  eut  ir  l<'s  exlif'-- 
inilt's  \  et  ,\'  des  segments  ainsi  dttenninés,  en  sorte  (pie  les  ra- 
eincs  de  eelle  équation  seronl  ou  supérieures  au  nombre  déler- 
ininé  par  le  point  IN'  ou  inférieures  au  nombre  délerniini'  par  le 
point  N . 

\\.  ('elle  pioprK'té  n'est  évHJemineiit  «pi'un  eas  particulier  d'un»^ 
propriété  plus  gi'iit'-rale  el  renlermaiil  une  conslanlc  arbitraire. 

Toutes  les  lois,  en  ellcl,  (pi'une  proposition  relative  à  des  poly- 
nômes entiers  ne  comprend  pas  uniquement  dans  son  énoncé  des 
covariants  (simples  ou  multiples  de  ces  polynômes),  elle  est  un 
cas  particiilici-  tl'une  [)roposition  j)liis  générale,  dans  l'énoncé  de 
laquelle  n'entrent  (pie  des  covariants,  et  cette  {)roposition  plus  gé- 
nérale j>eut  se  déduire  imniédialenient  de  la  proposition  parlicu- 
li(-re  dont  je  viens  (h'  parler  ('). 

C'est  ce  que  je  pourrais  faire  ici;  mais,  pour  être  mieux,  com- 
pris dans  un  premier  exemple,  je  suivrai  une  autre  marcbe  et  par- 
tirai de  l'identité  suivante,  où  ç  désigne  une  quantité  arbitraire  et 
où  le  signe  i]  s'étend  à  toutes  les  racines  de  ré(piation  (i)  : 

V  / inl V  =  y  (  g— .r-4-.r  — g)-^ 
—  a  /        jlmi  (  .f  —  a  )■- 

/•'2_   ff»  /•' 


(')  C'est  de  la  mi^mc  fa(;on  tju'cn  ('it'onR'trie  tout  llit-orèmc  dans  lequel  la 
droile  de  l'infini  ou  les  ombilics  du  plan  jouent  un  rôle  parlirulier  est  un  ras 
particulier  d'un  tlM'orcnic  plus  général  dans  lequel  les  ombilics  sont  remplacés 
par  deux  pointai  quelconques  du  plan.  Il  est  du   reste,  comme  on  le  sait,  très  fa- 

6* 


l'oiir  li;»nslt>rin«M-  «cil»'  icliilion,  j'iiilrtulniriii  la  lonclion  ./\.''i ,)') 
lioinoi;»'!!»"  (1rs  iKmix  varialtlos  .r  et  r,  «|(ii  se  it'diiil  à  /{.f)  quand 
on  V  fail  »  =  1  ;  on  supposant  donc  ipic  icllo  \ariaiil<'  soil  toujours, 
dans  la  suite  dos  calculs,  romplacôo  par  lunito,  j'aurai 

cl.  on  \orlu  i\u  llu'-orcnio  dos  fonolioiiN  luunogcncs,  ■ 

"/+($--^')/'=«/x+/;. 

Le  poKnùnic  (^/J  —  ^\f'' — ''./V  "C  difTôro  (pio  |)ar  un  ("acteur 
piircmcnl  numérique  du  covariant  dc/{x,y)  que  Ton  dôsigno 
sous  le  nom  de  hcssien ; ']c  le  représenterai  par  la  Icllro  II,  en  sorte 
fpio  la  relation  précédente  pourra  s'écrire 

•i.  En  représentant  par  V  le  second  mcniljre  de  celle  cgalilé 
(P  est  évidemment  toujours  positif,  et  il  en  est  de  même,  comme 
on  le  sait,  du  covariant  H),  je  considère  les  deux  racines  X'  et  X" 
de  l'équation 

cpic  Ton  peut  écrire 

p(.r_\,2  — (^  —  \)î=o. 

Si.  dans  le  premier  membre  de  celte  équation,  on  remj)lacc  X 
par  la  valeur  d'une  racine  quelconque  a  de  réf[ualion  (i),  on  ob- 
tient un  résultat  positif;  car,  en  veitii  de  Tidcntilé  (3),  on  a  évi- 
demment 

mï<'-- 

On  conclut  de  là   rpie    toittea   les  racines  de  l'équation  (i)  sont 


cilc  de  passer  du  lliéorémc  particulier  au  llicorèrnc  f;énéral;  j'ai  le  premier  résolu 
relie  qucslion,  rclalivcmciil  aux  relations  angulaires,  dans  ma  Note  sur  la  théo- 
rie des  foyers  ( Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  ')7;  i853). 
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comprises  tiaiis  l'un  des  intervalles  compris  entre  les  numhrcs  X' 
et\"C). 

Si,  an  contraire,  (»n  remplace  \  j)ar  .r,  on  ohtieni  un  ri'sullat 
né^'alil",  d'où  l'on  \oil  «pic  (dui  îles  deux  segments  déterminés  par 
les  points  X'  et  X"  <pii  renleiinc  toutes  les  racines  est  celui  en  de- 
hors ilmpiel  l'sl  .«.ihié  Ir  point  X. 

.'».  Siippii^oii^.  poiii'  li\cr  les  idées,  <pie  a  et  [il  d(''sij^^nenl  d<'U\ 
racines  consécutives  de  ("('(pialion  (i)  (a  étant  <^  ^j)  et  (jue  nous 
donnions  à  x  une  valeur  arbitraire  comprise  entre  ces  deux  ra- 
cines; désif^nons  |)ar  X'  et  X"  les  ileux  racines  de  l'équation  (4), 
X'  él.iiil  Li  plus  ptlilf  des  racines. 

Il  suit  de  ce  (pii  précrde  que  X'  et  \"-sont  situés,  quelle  que 
soit  1(1  quantité  ;,  de  |)arl  et  d'autre  du  pointât",  et  que  toutes  les 
racines  sont  ou  supérieures  à  X"  ou  inférieures  à  X';  X' et  X' 
sont  donc  respectivement  des  valeurs  approximatives  des  racines 
a  et  |i  plus  approchées  (jue  la  (piantité  x  dont  on  est  parti. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  que  : 

Si  l'un  </csii;/K'  fuir  x  une  quanlilr  fxise  arbilniircnient 
dans  l'intervalle  eonipris  entre  deux  raeincs  consécutives  a  et 
^  de  l'équation  (i  ),  et  par  \'  et  X"  les  deux  racines  de  l'é(jua- 
tinn  (  'j  ).  les  qua/ifit(''s 

'X.,     \.     ./.      \,     [-i 

sont  /)lacées  par  ordre  croissant  nu  décroissant  de  grandeur  {'-  ) 
quelle  (/ue  soit  la  quantité  ;. 

\'.\\  parlicuiirr.  ^i  Ton  suppose  ç  =  x,  l'éipiation  (4)  devient 

L_  -  Il-LL 

et  I  ou  rrtroiiN  (•  hi  pidposil  um  (pic  j  ai  diiiionl  léc  loiil  d  a  boni  (^n"  z). 


(')  Ou  peut  passiT  (le  la  valour  \'  à  la  valeur  \"  sans  passer  par  l'infini,  ce 
<pii  <i<*niie  un  premier  intervalle;  le  secund  intervalle  eoinprenil  la  valeur  infinie 
«le  la  variable  ou,  si  l'un  veut,  h-  puinl  silin-  à  l'inlini  -iir  la  lirniic  ilont  les  ilil- 
fcrciils  points  représenlenl  les  valeurs  de  la  variable. 

(')  Si, cil  |iartieulicr,  on  considère  la  plus  petite  rafiiie  a  et  la  plus  ^raiwle  ra- 
cine J»  <lc  l'éipiation,  ou  finit  les  re;;arder  cninnie  consécutives,  l'intervalle  ipii  les 
M'pare  ccinipniuiiil  l.i  \,ileur  iulinir  de  la  \ariald<'. 


«(I  \i.o»nnK. 

Pmir  «'*tal>lir  hi  jin'|ii"«iii(iii  j;(Wi(''ral(\  il  snllil  nirmc  dr  la  sii|)|ii'- 
ser  (Irmoiilive  dans  cr  cas  partitMiliiM".  en  inirodnisaiil  en  cHfl, 
pour  rin>mo};t'nrili\  dis  \ai-ial)l<->  ^  cl  r,  <''};alos  à  runih'.  rt''t|iia- 
lion  (^4)  pfi'ï  '^•'  iiu'UiT  sons  l.i  loinic  snivanlc 

/  ^\  -\r,y  _a/■^-^rJ\)^^^^y-r,T)Ul 
\t\    -X.v/   ""  nn 

on  Ion  voil  clairrni»  ni  (|u  clic  ne  rcnlciinc  (|nc  des  c.u\arianl.s  i\(' 
la  forme  /(.r,_}).  Si  donc  la  proposition  cnoncce  est  vraie  ponr 
une  valeur  particulière  de  ^,  elle  est  vraie  (puisque,  pour  emprun- 
ter le  lanfi^a};*'  de  la  GéonK'lrie,  clic  csl  ju-ojcclivc^  |ionr  lonic 
autre  valeur  de  la  même  variable. 


III. 

6.  Il  résulte  des  consid('rations  précédentes  que,  3P  désignai! I 
une  (pianlité  prise  arbitrairement  entre  deux  racines  consécutives 
a  et  [j  de  ré<pialion  projjoséc,  on  peut  trouver  une  infinité  de  svs- 
lèmes  de  nombres  X'  et  \"  jouissant  île  l;i  |)r()pii(''l(''  cpie  \'  soit 
compris  dans  rint<'rvallc  a.f  cl  X"  dans  rint<'ivalle  .r[j. 

Comme  on  peut  donner  à  ;  des  valeurs  arbitraires,  on  peut  re- 
chercher quelles  sont  les  valeurs  de  X'  et  de  X'  (|ui  se  rapproche- 
ront le  plus  de  a  et  de  [i,  et  il  suflit  évidemment  de  résoudre  la 
question  dans  le  cas  particidicr  où  .r=zzc;  de  là  on  passera  sans 
dirUcnllé  au  cas  général. 

Kn  posant 

y/  I         ,       ni  n  —  I  ) 

on  trouve  aisément  que 

II  =  ir-(n  —  i;(  ^2_rtc).r2('»-î'H-.  .  . 
et  qu'en  fai>ant  ./•  =  x  la  formule  ('j)  devient 

d'où  l'équation  >ni\anle.  qui  dé-tcrminc  les  valeurs  de  X, 

(  /i  —  I  )rt*  ;*  -,-  icii  n/j  -t-  «  X  j  ; 

-h  II-  h''-  —  n(  Il  —  \  )ftc  —  fi^  \2  =  (). 
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Les  valeurs  extrêmes  ()<•  \  s'ohliendnmi  cm  t'\|trim;iiil  (jiiecetlo 
(■•(lualion  a  ses  racines  t'f;alcs;  elles  sei-onl  ainsi  di'hi  niiiurs  par  I  i 
rrlaliiiii 

(ii/j  -T-  a\  t-  —  (  //  —  I  ij  /i-  />■ —  //(  n  —  I  )nc  —  a^X^  J=  c», 

iiiii  |)rul  s'rnirr,  loiiles  r«'(lu(ln)iis  lailc^, 

^t-\--^  ta/tX  -  -{  n  —  I  )-tic  —  m  n  —  a  )h^  =  o, 
tl'où   l'on  (Icduil 


_  —  /y  :r  (  /i  —  I  )  \/h-  —  ac 


ti,  d'après  ce  ipR-  j"ai  di'inonlrc  plus  liaul,  Tune  de  ces  valeurs  csl 
une  liniilc  supérieure  des  racines  de  l'équalion  proposée,  Taulre 
en  est  une  liniili-  inférieure  ('). 

7.  (^elle  proposition  n'est  évidemnicnl  qu'un  cas  particulier 
d'une  pro|)Osilion  plus  générale  relative  à  une  valeur  arbitraire 
de  X,  le  cas  que  je  viens  de  considérer  correspondant  à  x  =  x. 

(')  Celle  proposilion  pciil  s'clablir  dircclcmcnl  de  la  façon  suivante.  En  dési- 
gnanl  par  a,  6,  y,  ...  les  racines  de  l'équalion  /(x)  =  o,  par  5,  la  somme  de  ces 
racines  cl  par  s^  la  somme  de  leurs  carrés,  on  a  évidemment 

^(X  —  %)•=  nX-—  2  5,  XH-^j. 

Kn  ilusi^nant  par  a  lune  quelconque  des  racines,  on  a  donc 

(.r  —  iV- -^  n x^  —  2s,x  +  s^; 
d'où  Ton  V(jil(jue  le  polynnnii 

{il  —  i)  X'  -î-  ::  (  7L  —  s^)x  -T-  s.—  3.' 

a  toujours  une  valeur  positive.  Ses  facteurs  sont  donr  imaginaires,  et  l'on  a,  pour 
loiiii-  r.n  liii>  ilo  l'équalion, 

(  H  —  I  )  (  s.  —  a'  )  —  (  a  —  .9,  )•  >  o  ; 
p.ir  :>uil(',  l'équalion 

(n  —i)(  s.  —  x^)  —  (x  —  s,  y  =  o 

détermine  deux  limites  des  racines  de  l'équation  (i). 
Kl  le  peut  s'écrire 

nx"-—  is,x  -^-s-^—{n  —  i)*,  =:  o, 
ou 

«•x-  -1-  >.a!jx-\-(n    -  i  yac  ^  n  (n  —  ■x)b'  ~  o 

nh       n'^b'— n(n  —  i)ac 
on  remplaçant  resneetivcmcnt  s,  cl  s.,  par  leurs  v.ihins        rt  5 ; 

c'est,  sauf  la  notation,  riqn.itinn  obtenue    plus  h, ml   p.ir  nn<'  xi'ie  diflérenli- 

G" 


t'i  Mi.inUK. 

l'iuii  l.i  Inmx  «r,  \i-  iiitMtrai  la  relation  pircrdciile  sons  la  lonno 

11.1  \    -.   iiby — /!*(«  —  i)-(A- — lu-^— o. 

cl  !<•  coiisitici  (  rai  rZ-quation  siiivanlr 

(6)  (\f_,-r-\/\y-{n  —  \\{\y       Y.r)îII=o, 

qui  ne  renferme  que  des  covarianls  tXc  f{j\  y). 

Je  remarque  que,  quand  on  v  fait  x  :^  oc,  elle  se  réduit  à  l'équa- 
tion (5^;  sans  autre  démonslralion,  on  peut  donc  en  conclure 
que  : 

Si  l'on  (/o/inr,  dans  l'équation  (()),  à  la  variable  .r  une  va- 
leur eomprise  entre  deux  racines  consécutives  a  et  j3  de  l'équa- 
tion (i),  de  ses  deux  racines  X'  et  X",  l'une  est  comprise  entre 
%  et  X  et  l'autre  entre  x  et  [î. 

Ces  (juanlités  sont  d'ailleurs,  de  toutes  celles  que  l'on  peut, 
en  donnant  à  ;  toutes  les  valeurs  possibles,  déduire  de  l'équa- 
tion (4),  celles  qui  approchent  le  plus  des  racines  a  et  [ï. 

Pour  résoudre  Téqualion  ((3),  j'y  fais,  pour  simplifier  l'écri- 
ture, Y  =^y  =  1 .  el.  après  l'avoir  écrite  de  la  façon  suivante 

\nf-(  \  -  .r)/'J2  =  (  «  -  i)(X  -.r)2H, 

j'extrais  la  racine  carrée  des  deux  membres. 
On  en  déduit 


I       _  -/'±y/(n-i)^/'^-n(n-i)//" 
^'^  X-.r-  Tif 

S.  La  lormnlo  qui  |)récède  résout  complètement  la  question 
suivante  : 

/:ta/if  don/lé  un  nombre  arbitraire  x,  déterminer,  sans  tâ- 
tonnement  et  par  une  suite  d'opérations  réiiulières,  des  va- 
leurs de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  x  ou  de  la  racine  qui  lui  est  immédiatement  in- 
férieure. 

Si.  par  exemple,  on  \riil  dt'lcr miner  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  x,  on  tirera  de  la  formule  (-.)  une  valeur  convenal)le 
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de  lu  correction  X  —  x,  en  prenant  le  radical  (qui  détermine  le 
signe  du  second  membre)  avec  un  signe  contraire  à  celui  de/*;  en 
partant  de  celte  nouvelle  \.il<iir  nu.  |n»ur  l.i<ilil<r  les  >ult>lilii  lions, 
de  toute  autre  valeur  comprise  entre  .r  et  \,  ou  conliiiucra  les 
opérations,  ipii  permettront  ainsi  d'approcher  indélinimenl  «le  la 
racine  cliercliéc. 

Quelle  que  soit  la  valeur  x  dont  on  parle,  cette  méthode  n'est 
jamais  en  défaut  comme  peut  l'être  la  méthode  de  Newton,  et,  dans 
le  cas  où  la  méthode  de  Newton  j)eut  être  employée  avec  sûreté, 
elle  donne  toujours  une  iippioxinKiliou  |)lus  grande. 

Supposons,  jioui'  fixer  les  idées,  qu(.'  nous  a|)|)liqui(^ns  la  mé- 
thode d(^  Newton  au  nombre  x  en  vue  d'obtenir  la  racine  immé- 
diatement supérieure;  la  correction  est  égale  à 


quanlilt-  positive,  et  l'on  aJJ'^o. 
La  correction  proposée  est  égale  à 


«/ 


-/'dz^{n-i)^f^-n{n~,r-//' 


où  le  radical  doit  avoir  le  même  signe  que  /*. 

Or,  //"  étant  positif,  il  est  clair  qu'en  valeur  absolue  le  dénomi- 
nateur est  plus  petit  que  ///';  la  correction  proposée  est  donc  su- 
périeure à  celle  qui  résulte  de  la  formule  de  Newton,  et,  comme 
elle  demeure  également  inférieure  à  l'excès  de  la  racine  cherchée 
sur  le  nombre  x,  elle  est  plus  avantageuse. 


\\. 

0.    l'our   «'claircir,    par  quelques   exemples,   les  considérations 
qui  précèdent,  je  considère  diibord  l't'quation 

et  je  me  propose  de  calculer  la  racine  immédialcnicnt   supérieure 
à  2. 


t)U  M.tiKnitK. 

LVmiikUii'm  fi.ml  (lu  Iroi-it'inc  degré,  la  loniiiilc  de  ((Ui  (Clinii  csl 

I      _ -/'-^v^47'^"=^//' 

\-x  3/ 

<  )ii  liitiivc  aisément  les  valcuis  suivanlcs 

/  =  -«.»,      /■=:.      /'=!«, 

il  iiii  l'on  (lédiiil 

\  -  2  =  ^=  =  o,655, 

7-l-V^iif)8 

cl  la  valeur  a|)proclicc  \  =  2,(k55;  la  vt-rllahle  valcni-  ('laiil,  avec 

trois  tit'-ciniales  exactes,  -^jG^i),  l'erreur  csl  plus  [)eliLe  (jue  — • 

La  mélliode  de  ISewlon  csl  ici  inapplicable  et  conduit  à  la  valeur 

;i  -H  -  =  3,2S.  .  .  . 
10.   Je  considérerai  l'équation 

eu  me  proposant  de  calculer  sa  plus  grande  racine. 

On  peut,  eoiume  jej'ai  montré  j)his  haut  (n'^O),  ])icn(lre  potii 
limites  des  racines  les  quantités 

—  b±(n  —  i)\/7yi—ac 


Dans  le  cas  actuel,  on  a  //  =  3,  <^/  =  i ,  />  =  o  cl  c  =:  —  ^;  on 
en  déduit  les  deux  limites 


*'\/i 


3 
La  plus  grande  racine  est  donc  infc'rit  iire  à 


sA 


^  =  3,oS5.... 

Pour  abréger  les  calculs,  je  substituerai  immédiatement  !•• 
nombre  3,o5;  si,  en  efTel,  il  était  trop  faible,  la  suite  des  calculs 
l'indiquerait  en  amenant  une  correction  |)o.silivc. 

On  a 

/=o.022G25,        /'— 20,9075,        /''=iRj3, 


ItACINES    DUNE    EQf.VTIOX    AMIEIIIIIQUE    gll    A    TOUTES    SES    IIACINES    nEELI.ES.      <j- 
0,067875 


\ 


1 .0 > 1 ^  —  =  3,oiSi)i  >4 , 

■JK),»)!);") -4-V'i745,6'>'j 


\;ileiir  (IdiiI   Ii-s  ('iii(|   prciiinros  décimales  soiil   cxaclcs  cl  (lui  csl 
;i|)|)ro(lu''<'  j)ar  excrs. 

11.  Soit  encore  l'équalion  \«=  o  qui  définit  le  polvnùme  de 
Lcgendre  du  dej^ré // ;  on  sait  (|iic  les  racines  de  celle  é((nali<Mi 
sonl  lotîtes  n'-elles  et  eompi'ises  enire  —  i  el  -h  1 . 

Proposons  de  trouver  une  valeur  apj)roch('(;  de  la  plus  i;rande 
racine  de  celle  écpialion;  en  la  désijjnant  par  y  cl  en  prenatit  -!-  1 
comme  poinl  tic  départ,  on  trouve  aisément 

x„(.)=.,      x;,(o="^"-^'* 


V„(I): 


2 

n(  n  —  I  )(/i  -4-  i)(/i  -i-  2) 
S 


la  formule  (-)  donne 

n(  n  -~i)  _      /(n  —  i)^n-{n  -t-  1  )-       ii-(  n  —  i)-(  »  -r-  1  )(«  -i-  ■?.) 

2  V  4  « 


I 

1  —  I 


/  n-—  Il 
«  -+-  I  — (  //  —  I  )  4  /  — ■_ 


La  ipianlilé  7.   est  approchée  par   excès.  Si,  comme  exemple, 
nous  faisons  /i  =  ^,  il  vient 

a  =  1 —  =  o,o49G. .  .; 

4  ^-Ov'T 

la  valeur  de  la  racine,  calculée  avec  (pialre  décimales,  est,  daprè^ 
Gauss  ('  ), 


(')   Methodus  nova  intcgraliuni  valorcs  pcv  npproximalioneni  invcnicndi 
{Œuvres  de  Gauss,  l.  III,  p.  np). 


9»  .M.OKnRR. 

Si  l'on  iMiiplovail   la  currrclioii  (l«*  Nt'\vl(tn.  <>ii  IroiiNcrait  pour  va 
leur  approrlirc 


i       I  ^=  «».<|(">  |3 .  . .  ; 


on  voit  (piflle  sôloif^no  notahlnnciit  de  la  vôrilahlc  valeur. 


l!2.    l  II  aiiht'  rvempie  plus  inlrrossaiil  csl  loiinii  par  i'écpialion 
du  degrt''  n  qui  ilrterniine  ces  —  • 

Celle  cjuanlilé  est  la  plus  grande  racine  de  Tt-ipialion 


f{X)=  I (f  —  T)-^. ;— ^ __-(,  _./•)! 


I . u  1.3 

n{n  —  I  )(  «  —  -i)  « (  n  -^  I  )(  «  -H  2 ) 


1.2.3 


1.3.3 


(i  —xy-h. .  .=  o. 


Cherclions-on  nue  xalrnr  appiocliée  a,  en  prcnanL  1  unité  poui- 
poinl  de  départ. 
On  a 

La  formule  (y)  donne  donc 


el  enfin 


/i 

"--^"-'V  — 3— J 


n-^(/i  — 1)4/ — 


Ou  a  donc  approxinialivenicnl 


cos —  —  I  — 
in 


—  1 


IIAi;lNF.S   l)  LSE   EUL'ATION   ALUKDItlULK  yLI    A  TOITKS    SUS   JlAfMNF.S    IIKI  I.I.KS.         i)i| 
IMI  .    «'Il    l)(is;inl    ./•  =z        , 


T.X  T* 

{  H  )  ros  •       =  I  —   — 


•À 


T  -f-(.r 


\\\.    (Icllc  loiimili-  ;i|)|>n)\mi;iliv(*  n  csl   jiisl  ilii-r  ijiie  si  -  est  nii 

iioinld»'  cnlier  ('i^iil   on  sii|)(  riiMii-  ;i   •>.   On  pciil  cepcndanl  Ifiii- 
plovcr  pour  loiiU'S  les  valeurs  di'  ./•  cctiiipiises  cnlre  o  et  -j-  i. 

Pour  donner  une  idt'*e  de  raj)proxiinalion  (piV-lIe  comporte,  je 
transcris  ici,  pour  un  certain  nombre  darcs,  les  valeurs  <les  cosi- 
nus correspondants  calculés  au  moven  de  la  formule  (8),  et  en 
regard  leurs  véritables  valeurs.  Dans  celles  qui  sont  expriniées  en 
dé(im;drs.  les  quatre  premiers  eliinVfV-;  diVimaiix  sont  exacts. 

N'aleur  du  rosinii-;  Valeur  exacte 

culrulée  du 

Ansl*'"^-  p;ir  la  formule  (S).  cosinus. 

u 

<> I  I 

iS o,<(ji-2  o,<)5ii 

j<> o,sr>()7.  <),8(i6o 

I  I 

j  i o , 58-8  o , 5878 

I  I 

».() 

■}.  a 

7Ô (1,7  ")i)l  0,9.Î88 

•)i» o  « 

Je  lerai  r(Mnar(|uei-  que,  <|uand  ran<j;le  est  conqjris  entre  o"  et 
4V'  ou  entre  6«)"  et  ()o",  la  valeur  caleiiN'e  est  supérieure  à  la  va- 
leur exacte;  elle  lui  est  iiilV-rieiir»'  (pi;iiiil    l'angle  est  compris  entie 

4*)"  fi  ()()". 

Si  I  on  pose 

T.r                              Va:» 
ru^  —  =  1  — ^^3^  , 

.r4-(.r  — i)»/_^ 
la  loiiclitm  \    (JiUrrc  lr('->  peu  de  rmiili'  ipi.ind  X  \arie  de  o  à  -I-  i . 


AI.UKBItE. 


Elle  s'en  riiuli-  le  plus  |»<iiir  .r  =  o  ;  nn  n  alors,  coiiniic  il  csi  liicilo 


«ir  10  voir 


— j 
V  =  — ^ —  =  I  ,<'«-  il .... 
4v/6 

Lr  iii.iMimmi  tic  ICritMir  c<>iiiim>t'  m  ciiipiov  .ml  la  (orimilo  (8) 
rsl  f'iiv  non  n  ,<>oo3. 

\l. 

1  i.  L.i  iiit'-liiodc  que  j*ai  exposée  ci-tlessns  présente  des  avan- 
laj^os  inconloslahles  sur  celle  de  Newton;  toutefois,  elle  exige 
rexlraclioii  (rime  racine  carrée  et  la  substitution  dans  le  poljnônie 
/"{•r)  do  la  vulour  approchée  do  la  racine. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  n'augmente  guère  les  calculs 
lorsque  l'on  peut  employer  les  logarithmes.  Quant  à  la  substitu- 
tion dans  la  dérivée  seconde,  il  est  facile,  dans  un  très  grand  nombre 
de  cas,  d'en  obtenir  le  résultat. 

Il  existe  en  elTet  une  classe  nombreuse  d'équations,  ayant  toutes 
leurs  racines  réelles,  cpii  jouent  un  rôle  iinporlaiil  en  Analyse  [à 
cette  classe  apparlionnont  notamment  les  polynômes  de  Legendre, 
les  polynômes  délinis  |>ar  l'expression  cos /?(arc  cosx),  etc.]  et 
qui  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

En  premier  lieu,  en  désignant  par  V„  le  polynôme  qui  forme 
le  premier  mendjre  d'une  de  ces  équations  et  par  n  son  degré,  V„ 
s'exprime  linéairement  en  fonction  de  \ n-\  et  de  V«_2. 

En  second  lieu,  V),  et  V^,  s'expriment  d'une  façon  très  simple 
quand  on  connaît  V„  et  V„_|. 

Pour  trouver  le  résultat  de  la  substitution  diin  nombre  donné  a 
dans  V„,  on  calculera  successivement  et  par  voie  récurrente  le  ré- 
sultat qu'on  obtient  en  efTectuant  la  substitution  dans  Vq,  V, , .  .  . , 
V«_i,  V„;  cela  posé,  les  valeurs  de  V^,(a)  et  V^,(a)  s'en  déduisent 
presque  sans  calcul. 

VII. 

15.  J'ai  montré  précédemment  qu'on  pouvait  obtenir  une  infi- 
nité d'intervalles  ne  renfermant  aucune  racine  d'une  équation  don- 
née qui  a  tf)ules  ses  racines  réelles. 


Il 
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On  liciil  (It'lfi  iiiMK'i'  <''^iiIrMiriit  iiiii-  itilinilt-  d  i  ii  IdS  ;i  Ile-  rciili-f- 
iiiiinl  iiii  moins  une  racine  d'nnr  Irllc  )'<|ii.il  ion. 

Pour  iihrof^rr.  je  dirai  (|iir  deux  nondtifs  \  <l  \'  .s('|(;ii(iil  les 
racines  d'une  r(|iiali(>M  loixinc  iIkiciiii  ths  i/ifi'/\<///('s  coniinis 
entre  ces  nombres  renlerinc  an  moins  une  racine,  el  (|u'ils  ne  les 
séparent  pas  lorsque  l'un  des  inl<'rvalles  renleinie  toutes  les  ra- 
cines, tandis  que  l'antre  n'en  renferme  aucune. 

(^ela  j)osé,  j'ai  duniii'  sans  di'inonslralion  (  '  )  la  projxtsilion  sui- 
vanle  : 

Si  l'on  désigne  par  x  uiw  (iKantilr  rrellc  a i  lutrairc.  1rs 
iKunhrcs  \  et  \'  <iiii  satisfont  à  la  relation 

el  dont  r un  est  (irbiirdii-e,  séparent  les  racines  fie  V équation 

/{"<)=  o. 

Le  nombre  n  désigne  ici,  comme  ci-dessus,  le  degré  du  |)ol\- 
nôme  ./(X). 

1().  Pour  démontrer  ce  tbéorème,  je  remarque  d'abord  que,  en 
désignant  par  »',  r,  et  r/  des  quantités  introduites  pour  rendre  les 
expressions  bomogènes  et  dont  la  valeur  soit  égale  à  l'unité,  la  re- 
lation précédente  devient 

H  représentant,  comme  pins  baul,  le  covarianl 

(n-i)f^-n/J". 

La  relation,  sous  celte  nouvelle  forme,  ne  renlermant  que  des 
covariants  de  /'('X,  Y),  la  propriété  énoncée  esl  projeclii'e;  il  suf- 
lît  donc,  pour  l'élablir,  de  la  (b'inontrer  pour  deux  valeurs  parti- 
culières des  variables  indé-pendanles  x  et  ;'. 

Je  supposerai  jr  =  oc  et  ç'=  o. 


(')  Sur   la   résolution    des    er/unlions  qui   ont    toutes  leurs   racines   réelles 
(  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  IA\I\,  p.  <i<)'>). 


loa  Ai.oKnnR. 

Mors,  si  I  on  l.iil 

f{\)=  fi\"^  n/>\"   'M-  "^"~'^cX"-«-t-.... 

ri*(|ualion  (  ij)  (lo\  loiil 

ob^  =(/i  —  i  )ar  —  iil)^. 
d'où 

Ç   =  (  «   —  I  )  y  —   /»  -   , 

ri,  fil  désignant  par  a,  ^S,   .  .  .  ,  (o  les  racines  dcy=  o, 

■""     a-t-P-i-...-4-w 

Il  faut  maintenant  prouver  qu'une  racine  au  moins  de  l'équalion 
«■si  comprise  entre  o  et  q  et  que  toutes  les  racines  ne  sont  pas  com- 
prises dans  cet  intervalle. 

Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  ^  posiliC  cl  je  distinguerai 
deux  cas  : 

r*  Si  toutes  les  racines  sont  positives,  ç  est  une  valeur  moyenne 

entre  les  quantités 

a-         j-  (ij- 

— ,      ^ ,       ....      —  , 
a  p  (o 

c'est-à-dire 

a,     p,      .  .  . ,     to  : 

il  en  résulte  qu'une  au  yioins  de  ces  racines  est  comprise  entre  o 
cl  ;  et  une  au  moins  en  dehors  de  ces  limites. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

•2°  Si  (juelques  racines  sont  négatives,  soient 


les  racines  positives  de  l'équation;  on  a  évidemment 

32H-...-4-  A* 


i> 


T' 


La  quantité  ;  étant  supérieure  à  la  valeur  movenne  dos  racines  po- 
sitives, Tune  au  moins  de  ces  racines  est  comprise  dans  l'inter- 
valle o,  ç;  toutes  ces  racines  peuvent  même  y  être  comprises,  mais 
il  y  a  au  moins  une  racine  négative  en  dehors  de  cet  intervalle. 
La  pio[)osition  subsiste  donc  encore  dans  ce  cas. 


HAciNES  d'une  Équation  aloédhique  ouj  a  ToiTts  ses  tiacinks  rkei-les.     i(i3 

17.  Il  n'suUc  de  ce  qui  précède  que,  si  les  quantités  ç  cl  ;'  ne 
séj)arent  |)as  les  racines  de  ré<jualion  /'^  o,  l'éciualion  (y")  a  toutes 
ses  racines  imaginaires,  et  (|ue,  si  elles  les  S(''|)arent,  celle  um'-iih* 
équation  a  nécessairement  des  racines  réelles.  Mais  je  ne  m'i-len- 
drai  pas  davanUij^e  sur  ce  sujet;  quanl  aux  applications  que  l'on 
peut  faire  de  ce  qui  précède  à  la  résolution  par  approximation 
d'une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  je  renverrai  à  la 
Noif  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  IWcadc- 
mie  des  Sciences  et  que  j'ai  ra|q)el('e  {dus  haut. 


t^l  H   I.  \I'I'I5()\IM  \ri(i\ 

DES 


FONCTIONS    CIllCLÎL  AIIIKS 


M    MOVKN   l>KS  FONCTIONS  AI.GEBFUQl  ES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  XC;  iS8<). 


I.  I.is  t'f|iialions  dont  loiiles  les  racines  sont  réelles  consli- 
tiiciil  ;i  l»iiMi  lies  «'gards,  dans  Tensenible  des  équations  algé- 
liriciiK's,  une  classe  parliculièrenicnl  inipoiianle,  el  les  problèmes 
i|ui  >'v  rallaclienl  sonl  souvent  susceptibles  de  solutions  simples 
auxcpielles  ('■cliappent  les  cas  les  plus  f,'énéraux. 

Je  raj)pcllerai,  |)ar  exemple,  comment  le  théorème  de  Fourier 
suffit,  dans  ce  cas,  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  deux  noud)res  donnés.  Des  faits  analogues  se  pré- 
sentent dans  la  rccbcrelio  do  la  valeur  approchi'-e  des  racines,  el 
je  mentionnerai  notamment  la  [iroposition  suivante  : 

A'//  f/rs/'i^'^nt/fil  /)t/r  f(.r)  =  o  une  ('tjKitlion  tlmil  laiilcs  Ir-s  la- 
cinrs  sont  rérllrs  rt  jmr  a  une  fjuantiti'  nrhitrairc,  les  deux  ixi- 
h,ii<i1,'  X  déterminées  par  V  équation 


■  -/'(a)±v/(«  — i)Vi(a)-/i(/t-i)/(a)/''(a) 

S'int  resfiectivement  comprises  entre  a  et  les  deux  racines  de 
V équation  ja-oposée  qui  avoisinent  a. 

La  cpiantilé  rpii  figure  ici  sous  le  radical  est,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  le  hessien  du  polynôme  /"(je)  et  a,  comme  on  le  sait, 
une  valeur  toujours  positive. 

De  là  résulte,  pour  les  racines  des  équations  qui  jouissent  de  la 
propriété  indiquée,  une  méthode  d'approximation  spéciale  qui 
permet,  a\ec  toute  sûreté  et  sans  discussion  préalable,  d'appro- 
cher indéfiniment  de  la  racine  immédiatement  supérieure  ou  im- 
médiatement inférieure  à  un  nombre  donné.  L'approximation  est 
notamment  plus  grande  que  celle  fournie  par  la  méthode  de  New- 


Slll   I.  ArmiiXIMATION   DKS   l'ONCTIONS   CinClM.AIIlKS.  loi 

Ion.  siirliiiit  ([u.iiul   li>   i.umdcs   soiii  resserrées  d. m  ^  (in  inl(  i\  aile 
assez  «'•troit. 

"2.  I^arini  les  équations  ({iii  ont  toutes  leurs  racin«;s  réelles,  il 
convient  même  de  distinguer  celles  dont  1«'  j)remier  membre  est 
un  |)ol\nôme  satisfaisant  à  une  é(|uati()n  linéain;  du  second  ordre, 
et,  pour  le  montrer  par  un  cxeniiiie,  je  considérerai  ceux  (|ui  (»nl 
été  (''ludiés  par  iM.  Ilermile  dans  sa  Note  Sur  un  houkcuu  (Ivko- 
lojtjtenwnt  en  série  des  fonctions  [Comptes  rendus  des  séances 
de  r Académie  des  Sciences,  8  février  i864). 

Soient  a  et  ^  deux  racines  consécutives  de  l'équation  U„=o; 
elles  comprennent  une  racine  ).  de  rcMjualion  U„^,  :==  o,  et  le  f)o- 
lvnôn)e  U,/^i  satisfait  à  l'équation 

U)  U;h.i  — xU„-,-i-H(n  H-i)U„+,  =  o. 

De  la  proposition  (pic  j'ai  énoncée  plus  haut  on  déduit  aisé- 
ment, si  l'on  remarque  (pie  U«  est  égal,  à  un  lacleur  [)r(,"s,  à  U„^|, 


V         \     n    /U„+i(a) 
cl 

Ou  a  d  ailleurs,  en  vertu  de  ré(|uation  (i), 

U'U,(a)      u;^,(?)  I     . 


il  en  r('sulte 


et  par  suite 


U„+,(a)        U„+,(p)  n-^x' 

a -^ -—  <  /      et     ^ =>A, 

\n  y/n 

On  peut  ainsi,  sans  former  Téquation  aux  carrés  des  diUé- 
rences  et  en  s'appuyanl  seulement  sur  l'équation  diflerentielle  à 
lafjuelle  satisfait  U«^i ,  trouver  une  limite  inférieure  de  la  ililîe- 
rcnce  entre  deux  racines  consécutives  de  l'équation  U„=  o. 

3.   Comme  deuxième  application,  je  considérerai  IN'qiiation 

/■(  .r  )  =  I  —  cos  a  —  «* (  I  —  j-  ) 

n{n  -   \)  n(n-i-i)  ^  , 

I  .  »,  I  .  i 


loG  ALOMIRE. 

(Idiil  l;>  iiln>  ::r;iiul«*  r;i("inr  o»;!  ros      •  (Irllc  ii(i:ii)lil('- *'-tiiMl  voisine 

iK-    l  iiiiilr,    je  parlitMi    «le    l.i    \alcur   imliili'         i:  on    lroii\o    aisô- 
nu'iil 

«2(«»—   I) 


/(0=i  — cosa.        /\i)=/<J.        /'ii)  = 
il'où  tii  valeur  approchée  sui\un(e  : 


3 


asin*- 
at  a 

(  a  )  cos  -  =  I • 

"  /  M  /   ï       an(/i-(-i)   .      a 

\  3  a 

Celle  lormulc  donne  une  solution  d  un  |n-ol)l("ine  inlércssanl  de 
Géomélrie  élémenlaire  :  P<itl<iL;rr  if/>p/(i.n'nnffi\r//)c/if,  m-cr  In 
refait'  cl  le  cn/nprts,  un  aie  tlonnr  en  n  ixiilics  r^alrs. 

On  \oi(.  en  ellcl.  ipic  le  M'cond  nHinluc  ne  renleinie  cpi  lui  ra- 
dical carn'-  <'l  d  anlr<'  ipianlih-  Iranscendanlc  (pie  cosa. 

Je  ferai,  en    |)ailnnher,  -y.  z:^  -  dans    la    iclahon  pré<'('d(Mile  :  on 

en  déduit 

-  I 

cos  -—  =  I  — 
in 


,             ^  /?.n(5n  — I) 
,.n^{n~i) 4  / ^ 


Cl  j  observe  (jue  cette  formule  appioxiniatixe,  établie  pour  des 
valeurs  entières  de  /?,  pcul  être  évidemment  encore  eni|doyée 
(sauf  véri(icalion)  pour  des  valeurs  quel(îonques  de  n  supérieur^^s 
à  l'unilé;  en  v  faisant,  par  exemple,  n  =^  j,  on  obtient  pour 
cos5o"  =  sin4<»"  la  valeur  rationnelle  yj,  ou,  en  décimales, 
0,(>4^'^'*7  •  •  •  •  1-'''  V('-rilable  valeur  ('-lant  *> ,(\\->.~'f'>?i .  .  .  .  rerreiir 
commise  est  plus  petite  (pie  o,ooooj. 

Le  calcul  précédent  délermine  a|)pro\iiiialivenienl  le  e(jté  de 
l'cnnéagone  régulier  éloilé;  on  \(tit  (piil  est  sensiblement  égal 
aux  "  du  ra_)on.  Kn  prenant  celle  valeur  dans  un  cercle  ayant  un 
ravon  de  i'",  l'erreur  commise  sur  la  longueur  du  e(*')té  est  plus  pe- 
tite que  l  de  millim(''tre. 

i.    .le  ler.ii  encore,  dans  la  ((Miiiule  (;■»),  a=  ->  d  où 

-  I 

ros  —   —  I =.  1 

n-t-(i_  «)*/ ^ 


sni  i.APrnnxiM ArroN  dks  fonctions  cinciLAiiiKs. 


I 

■l .  fil  po^.iiil  .r  =^  —  1 


))  cos  — 

a 


x^ix  —  i)i/~^ 


Celle  lormiilo  n'csl  iii>li(i('c  (luc  pour  jt  ^  -  ■,  n   élanl    iiii   «'iiIht 
.1  II  ,, 

au  moins  «''j;al  ;i  •.>.  ;  mais,  si  Ton  irmarqne  qu'elle  donne  des  rrsiil- 
lals  exacls  pour  x  ^  i  el  J"  =  ij,  on  en  conclul  qu'elle  doil  donner 
une  assez  grande  approxiiialioii  pour  toutes  1rs  \aleuis  de  .r  eoni- 
prises  enlre  o  el  +  i . 

I*our  donner  une  idre  de  rapproxlmalion  ([ucUe  comporte,  \it 
transcris  ci-après  une  Table  donnant,  pour  un  certain  nombre  de 

valeurs  de  Tantrle  ^^  >  la  valeur  des  cosinus  calculés  au  mo\<ii  de 


o 


•1 


la  foiniiile  (3)  et  leur  véritable  valeur;  (piaiid  ces  quanllli-s  sont 
exprimées  en  décimales,  les  quatre  premières  décimales  sont 
exactes. 

\  iilciir  (lu  cosinus  \  alcur  exacte 

calculée  du 

Anj^les.                          par  la  foniuile  (3).  cosinus. 

<» I  I 

«J 0,9877  0,9*^77 

18 0,9512  0,95 II 

i\ <>)9i37  0,9135 

3(» o ,  8G6-2  o .  8660 

(O o ,  766 1  o ,  7()Go 

/-                                             •  ' 

5o  0,6428  0,6428 

5} 0,5878  0,5878 

60 

2  2 


s 


O «1,3422  0,3420 

75 0,2591  o,2588 

80 <» ,  1 739  o ,  1 736 

K5 0,0874  0,0872 

9" "  " 


SI  H  OliRLOrKS 


l'noi'lilKTKS  l)i;S  KOI  \T1()>S  \l.(li;iiUI(HlES 

(lll  ONT  101  TES  I.EIIIS  lltClVES  IIIKM.ES. 


Aoii^cl/cs  Annales  de  Mathématiijues,  t.  \IX;  1880. 


1.  Je    considérerai    d'aboid    1  rcjualion    (|iii   di'iorrjiiix'   laii^'^ - 
quand  on  conn;iîl  l;ini,'a. 

On  a.  d'aprrs  la  foiiniilo  de  Mciivre, 


et 


on  en  dOdiiil 


/         JL        .    .     a  \  " 
(  cos  — !-  i  sin  —  I    = 
\         n  n) 

I         a        .   .     aX" 

(  cos i  sin  —       =  co 

\         n  n] 


cos  a  -+-  i  sin  a 


cos  — h  t  sin 
n 


cos i  sin 


sa  —  i  siti  r  : 


cos  a  -+-  i  sin  a 
cos 5  —  i  sin  % 


\ 


c»ii,  en  posant  lang  -  =  j:, 


(0 


I  —  ix  J  I  —  i  tang; 


On  voit  immédiatement  que  celle  ('(|iialion  ne  |t<'iil  avoir  des 
racines  «'f^'ales;  pour  di'rnonlrer  que  tontes  ses  racines  sont  réelles, 
je  remarrpierai  que,  pour  eliaeunc  d'elles,  on  a 

iii'mI  (\  -t-  ix  )—  iiKxJ  (  I  —  ix)  ; 
d«'   rrltr  idfnlili-  011  rjcdijil  aisé'iiieiil  la   if'alilé  de  X . 


si»  uiKi.yi'Ks  riioiiiii  ri  s  dks  eoL'ations  Ai.tii.imnji  ks.  ic«j 

Sijj)j)«iSi)iis,  en  cHV't,    que   ./•   puisse  ;i\(»ir   la   valeur  itnaginalrc 
a  -+-  |iJ/  ;  on  aurait 

inoill  I  —  [i  -H  a/ )=  mndd  -^-  ^  —  %i) 
(III   liicu 

(  I  —  1^  )»  +  aï  =  (I -H  ;i /i  4-  al, 

ce  qui  est  évidemment  impossible  si  ^  est  difTérent  de  zéro. 
L'équation  (i)  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  ('). 

2.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  d<'montrer  une 
imporlante  |)roposilion,  due  à  AL  n<'iiMile  (-)  et  que  Ton  peut 
énoncer  de  la  laron  suivante  : 

Soient  a-hTi/,  v-j-o/,  ...,  A-j-a/  des  (jiiantitrs  iiiifii^^i- 
naires,  dans  lesquelles  les  coefficients  de  i  ont  tous  le  même 
signe;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

n(x  —  a  —  '^i)-={x  —  a  —  ^i){x  —  Y  —  oi). .  .(x  —  X  —  \Li) 

U  équation 

p¥{x)-ir  q^{x)=  o, 

oii  p  et  q  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a  toutes  ses 
racines  réelles. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

{p  —  ifj  }\\{x  —  7.  —  '^i)-\-{p  ->niq)i\{x  —  7.  —  ^i)=  o, 

d'où  l'on  déduit 

I  '. ;  imKllI(j-  —  a  —  ?0  =  niod  \l{x  —  a  -+-  Pi), 

•  l  il  est  aisé  d'en  conclure  que  .r  est  nécessairement  réel. 


(')  Voir  à  ce  sujet  deux  Notes  de  M.  Biehier  :  Sur  une  application  de  la  mé- 
thode de  Sturni  et  Sur  quelques  équations  algébriques  qui  ont  toutes  leurs 
racines  réelles  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  XI\,  p.  -G  et 
nç)). 

(')  Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  {/iullelin  delà  Société  mathéma- 
tique, t.  VII,  p.  i3i). 

M.  Hiclilor  est  arrivi-  en  nume  temps  nu  iniiiio  llicoiiine,  qu'il  a  déiiiunlrc  dans 
une  Note  Sur  une  classe  d'rqtiatinns  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont 
"■elles,  insôriT  au  Journal  de  M.  Iii>rcliarilt.  I.  87,  p.  jfio. 


A\aitt,  ru  clïcl,  Ir.ut'  dans  un  plan  i\c\i\  axes  roctani;iilaiifs  ()\ 
cl  OY,  je  ropn'sonlo.  suivant  lusaj;»'  ordinairr,  la  (]nanlllé  inia};i- 
nairo  \  -h  ^  /  |>ar   le   pninl    donl    l(>s  coordonnres  sont  X  et   ^  . 

Soient    A,   ('. L   les    points   (pii    roprôsrntcnt   les  quantités 

a -h  3/,  V  -4-  0/ A  -I-  u/;  les  nombres  3.  "^ '-'■  :ivanl  tous 

le  même  signe,  ces  points  sont  tou^  situ«''s  d  un  Mu'rne  coté  de 
Taxe  OX,  au-dessus  de  cet  axe  par  exemple  ;  (juant  aux  points 
A',  C,  .  .  . ,  L',  qui  représenlenl  les  tpianlilés  eonjuguécs  a  —  ^i, 
y  —  oi,  ...,  A — a/,  comme  ils  sonl  symétriques  des  premiers 
relativement  à  l'axe  OX,  ils  sont  situés  au-dessous  de  celte  droite. 

Cela  posé,  en  dési};nanl  par  V  le  point  représentatif  de  .r,  Téga- 
lité  (•>.)  peut  s'écrire  ainsi  (juil  >ml  : 

l'\.l'(:...I'I.  -.  I'A'.I'(J'...|'L. 

Or,  si  X  était  ima^nnaire,  le  |)oint  P  serait  situé  en  dehors  de 
l'axe  OX,  au-dessus  de  celle  droile  par  exemple,  et  l'on  aurait 


Î'A  <  VV. 


i'i5  :  l'ir. 


ri. 


l'iA 


inégalités  incompatibles  avec  la  relation  précédente. 

La  quantité  X  est  donc  nécessairement  réelle  et  l;i  proposition 
est  entièrenient  démontrée. 

3.  Parmi  les  conséquences  cpie  l'on  peut  en  dc'dulre,  je  men- 
tionnerai la  suivante,  à  cause  de  sa  simplicité. 

S^nl  /{JT )=  o  une  éipialion  alg«'brique  ayant  toutes  ses  racines 
réelles;  en  désignant  j)ar  (o,  p  et  f/  des  (|iiaiitités  réelles  quel- 
conques, si  l'on  pose,  pour  abréger, 


1  (''(piation 


f(.r  -h  ioi)=  F(T)-hi^(.r), 
pF(x)-¥-  q<lU.r)=  o 
a  également  toutes  se»;  racines  réelles. 


H. 


■i.    Quand,  une  éqiialion  algébricpie  étant  <»rdot)ni'e  suivant  les 
puissances  eroissanles  de  la  \arial)le.  la  snile  des  lermes  présente 


sru  ijii.iut  i.s  riiDi'iiii  ris  dks  mji  aiidns   \i.(ii  niiiuiis.  iii 

(les  l.iciincs,  on  |)(Mit,  ('ommc  on  le  sail,  en  déduire  iiiséim-nl  mu; 
liinile  supérieme  d(i  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation. 

(]elle  eonsé(|uence  imnK'dialc  de  la  rèj^le  des  signes  de  Descaries 
a  de  nombreuses  appliealions;  en  voie!  (jiiel(jiies-unes  très  sim|)les 
qui  présenlenl  <|U('l(|ue  inlérèl. 

Soit  y*(j7)^  o   une    ('■(|uatii)n    al^M''l)ri(jue   du   degré   n   et  avanl 

toutes  ses  racines  réelles;  développons  -r-, — r  suivant  les  puissances 

croissantes  de  .r.  Soient  V{x)  la  série  que  l'on  obtient  ainsi  et  ^(jt) 
l'ensemble  des  termes  de  celte  série  dont  le  degré  ne  dépasse 
pas  m. 

l'ar  délinilion,  le  p(il\nônie  *^(.^)  du  degré  m  est  tel  que  le  dé- 
veloppement de  la  (lilïérence  -: — ^ ^(^x),  suivant  les  puissances 

croissantes  de  ./•,  commence  par  un  terme  d'un  ordre  supérieur 
à  ni\  on  «Ml  tléduit  facilement  l'égalité  suivante 

où  P  désigne  un  pohnôme  et  p  un  nombre  entier  supérieur  à  m, 
d'où  encore 

f(.r)<\^(x  )=  I  —  xi'V. 

(considérons  maintenanl  l'équation 

f{x)^{x)=  o, 
que  l'on  peut  écrire 

I  —  xi'V  =  o. 

Celle  équation  présentant  une  lacune  de  (/>  —  i)  termes  entre  le 
premier  et  le  second  terme,  le  nombre  de  ses  racines  imaginaires 
est  au  moins  égal  à  (/>  —  ?.),  et  par  conséquent  au  moins  égal  à 
(m  —  i),  puisque/?  est  plus  grand  que  m.  Ces  racines  appartien- 
nent toutes  aux  deux  équations  y(j:")=:  o  et  <I>(.r)=  o;  la  première 
I  d'ailleurs  toutes  ses  racines  réelles  et  la  seconde  est  du  degré  m, 
d'où  il  suit  (pie,  ayant  au  moins  [m  —  i)  racines  imaginaires,  elle 
ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle,  ce  qui  aura  lieu  si  elle 
est  de  degré  impair. 

I.,es  considérations  (pii   précèdent  s'appli(pieiil    .m    (i('vel(»p|)e- 

mcnl   de  l'expression où  a  (b'-si^iie  un  Miiiiil)re  erilier  itosi- 


lil"  (iiicli'ontjiii'  ri  /\j')    «ir»  polviiùnu"    (|((iiiii|»(»>iil)lt,'  en   laclcms 
réels  il  II  |)r«Mnirr  degré. 

Désignons  j»ar  ^{J")  lensonihU'   des   ltiiiu>  de  ce  dovcloppe- 
nicnl  dont  le  ilc^ré  ne  dépasse  p. i^  /n  :  le  piiinier  terme  delà  si'-rie 


'       — *(j-) 


V7Û) 
étant  diin  ordre  snpérlcur  à  ///,  on  en  eonclnl  aisément  l'égalité 

où  P  désigne  nn  polynôme  et  />  un   nond)r(>  enliei-  siipérieui-  à  /n. 
Cette  égalité  peut  s'écrire 

t  —  xl'V  =/(>)*7(.r), 
cl  l'on  en  conelul.  comme  précédemment,  <|ue  récjualion 

f(X)'t"l{T)=  O 

a  au  moins  (/;?  —  i)  racines  imaginaires;  ces  racines  ne  pou\anl 
appartenir  qu'à  l'équation  <I>(j:)=  o,  celle-ci,  (jui  est  du  degré  m, 
a  au  plus  une  racine  réelle. 

J'aurais  i)u  considérer  l'expression  -, .  où  /•  et  q  désignent 

[/(r)]7 
d(U\  nombres  entiers  positils  cpielconques,  puisque,  siy(x)  est 
décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  degré,  il  en  est  de  même 

dey'"(j'),et  de  là,  en  passant  au  cas  où  la  fraction  -  tend   vers  un 

nombre  incommensurable  quelconque,  j'énoncerai  la  proj)osition 
suivante  : 

/'Jn  désif:nrtnt  par  to  une  qunnlilà  positive  quelconque  (com- 

mensurable  ou  incommensurable),  si  Von   développe  -? 5///- 

vant  les  puissances  croissantes  de  x  cl  si  Von  désigne  par^{x) 
l'ensemble  des  ternies  de  ce  développement  dont  le  degré  ne 
dépasse  pas  m,  quel  que  soil  h  nombre  ///,  VérpiaïKin  'I>(ir)=:o 
a  au  plus  un<^  racine  réelle . 


sun  ufF.Lgi'Ks  pnorniKTKS  dks  kquations  ai.okuriui'f.s.  i  i  ! 

.').    Coinnic  np|>li(:iti(>ii.  je  poserai 

on  voit,  parer  qui  prccùcif,  qu'en  dési^uanl  j)ar  <I>(^./- j  1  rii-LMul)li; 

(les  termes  du  (Jej,'rc  m  dans  le  tlévcloj)pcmcnt  de  (  i  —  —  )     ,  l'é- 

qualidn  «lïf.r'^^o  a  au   |)lus    une    raeine    réelle,  quel   que   soit  le 
nornluc  posilil  />.  Si,  ni.iinlenani ,   un   lail   erollre  indi'-iiniinrnl  ^y, 

I  —  —  j       a  pour  liniile  r^. 

U'tu'i  la  pniposiiioii  sui\aiile  : 

Si  l'on  égale  à  zrro  l'ensemble  des  ni  premiers  termes  de  la 
série  suivant  laquelle  se  déi'eloppe  e-^ ,  réqiialinn  ainsi  ohlenue 
a  au  plus  une  racine  réelle. 

Celle  proj)osilion  peut,  du  reste,  se  démontrer  très  aisément 
ea  s'appuvanl  sur  le  théorème  de  Roile  (t'o/r  notamment  le  Cours 
d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique  de  M.  Hermile,  année 
186--1868);  mais  il  résulte,  en  outre,  du  théorème  démontré 
plus  haut,  que,  si  /{x)  est  un  polynôme  décomposahle  en  lae- 
leurs  réels  du  premier  degré,  le  développement  de  l'expression 


jouit  de  la  même  propriété,  quel  que  soit  le  nombre  positif  (o. 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  enlièrcmenl  à 
un  cas  plus  général  et  plus  important;  mais,  avant  de  l'aborder,  je 
crois  devoir  rappeler  quelques  définitions. 

En  désignant  par  \  (./•  )  un  polynôme  entier  en  ./■  ou  une  série 

j         ,  .  ,  .  .  ,  'l'(.r) 

ordonnée   suivant    les  puissances   croissantes    de  x,    et   par  ^-, — r 

une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  degré  //  et  le 
numérateur  du  degré  m,  on  dit  que  cette  traction  est  une  réduite 
de  V(x)  si  le  développement  en  série  de  la  différence 

V{t) 
fiiiiiiiirncr   p.ir  lin  Icriiir  île  ruidrc  tic  ./•'"+"+•. 


Il)  AI.UKIUIK. 

Il  osl  facile  (l'ohlonir  cos  rrdiiiles;  iniilliplinns,  m  cfTol,  \  (.r) 
par  un  polYnônie  ^{.i')  du  dcf^rt'-  //  cl  rcnlcnnanl,  par  suite, 
(//-hi)  indéterininôps.  En  dtHeli)p|)anl  le  produit  ainsi  obtenu, 
nous  obtiendrons  d'abonl  un  pol^riùnic  du  degré  m,  ^{:r)y  puis 
une  série  de  termes  coulenanl  .r'"  en  facteurs,  et  nous  pourrons 
disposer  des  (/i  -h  i)  coefficients  indéterminés  de  façon  à  annuU'r, 
dans  le  développement,  les  coefficients  dv  ./'"+', ./'"+-,  .  .  . ,  x'""^"  ; 
il  suffira,  en  eirel,  pc^ur  cela,  de  trouver  des  valeurs  de  (/?-|-i) 
inconnues  satisfaisant  à // é(|ualions  linéaires  sans  second  membre, 
et  l'on  sait  (pi'un  |)arcil  système  d'équations  adiml  toujours  au 
moins  une  solution  dans  laquelle  les  inconnues  ne  sont  pas  toutes 
nulles  en  même  temps.  Les  polynômes  F(.r)  et  ^{-r)  étant  déter- 
minés comme  ic  viens  de  le  dire,  il  est  clair  que  la  fraction  ^ — 

est  une  réduite  de  l'X^r).  . 

Cela  posé,y(j:)  désignant  nu  polviiôrue  décomposable  en  fac-     1 

leurs  réels  du  premier  degré,  soit  y, une  réduite  de  y(^),  en 

sorte  que,  ^(.r)  étant  du  degré  m  et  !'(./')  dn  degré  n,  le  déve- 
loppement de 

fia-)-  ''l^^ 

commence  par  un  terme  de  l'ordre  {m  -\~  n  -\-  \). 

On  aura  évidemment,  en  désignant  par  I'  un  polynôme  entier, 

F(x)/(x)  —  ^(x)=  a7"'+«+ip, 
d'où 

*(a-)-i-a7'"+'«+«P  =  Fix)/{x). 

Or,  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  ^(x)  étant  du  degré  /;?, 
on  volt  que  l'équalion 

*(a:)-i-  57'»+''+' P  =  o 

a  au  moins  (/i  —  i)  racines  imaginaires,  et,  comme  ces  racines 
appartiennent  à  Téquation  F(j:)/(x)=oetquey(^)=oa  toutes 
ses  racines  réelles,  on  en  conclut  que  l'équation  V{x)  =  o,  qui  est 
du  degré  n,  a  au  plus  une  racine  réelle. 

On  obtiendrait  un  résultai  analogue  en  considérant  les  réduites 


srn  QL'ELOl'F.8  PHOrniETES  DES  EQUATIONS  ALOEORIQUES.  Il5 

..     -s  du  (It'veloppeiiK'iil  (If  la  fraction  - — ,  cl  l'on  l'iahlirail  faci- 

Iciinnt  <|iic  rc(|ualion  4>(^)=  o  a  au  plus  uue  racine  récllr. 

\'A\  |)arliculi(M'.  posons  d'ahord,  en  dt-sii^Mianl  par /^  un  nomhn' 
•  nlior  arl)iliaiii>, 

/<->=(- 7)'- 

Si  nous  faisons  croître  indéllniincnl  le  nombre  entier/?,  nous  en 
conclurons  que  les  dénominateurs  des  réduites  de  e-^  ont  au  plus 
un  facteur  réel  du  premier  de^M'é  ;  nous  vovons,  en  outre,  que  la 
même  proposition  a  lieu  à  légard  des  réduites  de  l'expression 
''"■'^(j"),  où  .5(j-)  désigne  un  polynôme  dccpmposable  en  facteurs 
n'els  du  premier  degré. 
Semblablement,  en  posant 

et  en  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  entier^,  nous  vovons 
que  les  numérateurs  des  réduites  de  e^  ont  au  plus  un  facteur  réel 
du  premier  degré,  et  la  même  proposition  a  lieu  à  l'égard  des  nu- 

mérateurs  des  réduites  de  l'expression  >    où  'j(x)  désigne, 

comme  ci-dessus,  un  |)olvnome  quelconque  décomposable  en  fac- 
teurs réels  du  [)remier  degré. 

7.   Comme  je  viens  de  le  montrer,  si  l'on  considère  une  réduite 
quelconque         ■  de  la  transcendante  e-^,  les  équations  4>(ar)=  o  et 

F(jr)=  o  ont  au  [)lus  une  racine  réelle. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer  comment  on  peut  fa- 
cilement former  les  polvnomes  F(j:)  et  ^{x)' 

A  celelfel,  je  considérerai  l'expression  ¥{x)e~-^  et  poserai 

Le  polynôme  F(j")  étant  du  degré  /^,  je  remarque  tout  d'abord 
que  A;„^„,  qui  est  du  degré  (m  -}-/i),  est  divisible  j)ar  z".  En  déri- 
vant par  rapport  à  :;  l'écpiation  précédente,  on  a  d'ailleurs 

F(.r)e=-'=  Ï..K',,.tp-\ 
d'où 


ri   Ion  (M»   conclut  que   rliacun  des  «•ocf(i(icnls  A,,  es!   la    dérivée 
par  rapport  à  :;  du  «iM-riu-ionl  ipii  le  suit  dans  la  S(''i-ie. 

.!«'  reinartpie  mainU-nant  cpic.  F(.r)élanl  le  dtMioniiiialcur  iCune 
réduite  de  r^,  le  développemcnl  de  F(x)e'  niancpie  des  termes 
ru  .r"'+\  .r'"+^ f-m+n.^  ,,,„^  les  eocflicienls 


s'annuKiil  donc  (piand  on  v  lail  :;  =  i .  Par  suilc,  A,„^„y  ainsi 
que  ses  [n  —  i)  premières  dérivées,  s'annide  dans  la  nicnic  livpo- 
thèse;  A,,,^^  csl  donc  divisiMe  par(r.  —  i)".  J'ai  montré  |)lus  haut 
que  ce  cbcfficient  était  du  degré  (m  +/j)  par  rapport  à  la  lettre  z 
et  (|u'il  était  divisible  par:;'";  il  est  donc  égal,  à  un  (acteur  nu- 
méricpie  près  (que  Ton  peut  jircndrc  arbitrairement),  à  z'^^z  —  i)". 
Ainsi,  une  propriété  caractéristique  du  polynôme  F(x)  est  que, 
dans  le  développement  de  F(jc)e'^  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  J",  le  coefficient  de  x"*'^"  est  (sauf  un  facteur  numérique) 
-"•(-_,)/». 

En  supposant  donc  ce  facteur  égal  à 7, ; et  en  po- 

'  '  "^  1.2.3.  ..(m-h  II)  *■ 

sanl 

F(a;)=  ao-\-  a^T  -\-  aiX^->^. . ., 

on  obtiendra  facilement  l'égalité 

rtg-m+/j_  „,^,„  _^.  /j );;'«+"- 1-1-  a^i  m  -t-  n){ni  -h  H  —  i };;'"-'-'»-*-+-. . . 
n(  n  —  i) 

1.2 

d'où  l'on  déduit 

m  n  —  I  )  I 


«0=1»  <ïi  = '  fi=^ 


1.2       (/n-H  w)(/n -H  n  —  1) 
et 

n       _       n{n  —  i)  i 


F(x)=i- 


m -r- n  1.2       (/n -+- n)(//i -4- rt  —  I) 

n{n  —  i){ n  —  2  )  i 

1.2.3  (  m -n  n  ){  m -t- n  —  i)(m-+-rt  —  2) 


Quant  au  polvnômc  ^(x)^  je  rfniar(|ur'rai.  pour  le   déterminer, 

F  (  j*  1 
fine   la  fraction  v— — -  est  une  réduili-  <ic  r  ■'  cl  que   cette  fraction 


Mit    nlH.ul  l.s    lllnlKlKrKS    l>fcS    I.UlATIoNS   AI.(iKl)HI<.>l"  KS.  il 

Ifiid  Vil»  riiiiili-  (|ii:ui(l  ./■  Itiul  \crs  /.('r(j  ;  «m»  a  donc,  l-ii  iqi[»lii|iidiil 
1.1  loiiiiiih'  |)i<'ccilciil»', 

///  in(  m  —  I  )  I  , 

*(x)=i-r- 


ni-i-n  i.i.        ( m -r- «)(/«-+- «  —  i) 

rn(  m  —  i)(  m  —  n)  i 


i.i.'i  (  m -f- /»)(m-i- «  —  i)(m -+- /t  — -2) 

8.    ConsidtTons  en  jtiiilitidicr  ics  rcduilcs  /j/i/ici/ndus,   c  csl- 
.i-dire  celles  où  m  =  n  ;  (»n  a  alors  (  '  ) 

h  (  J-  )  =  I r  "* 


1.2       ■jLn{-in  —  \) 
n(n  —  1  )(  n  —  a  )  i  " 


1.2.3  2  /<  (  2  «  —  1  i(  2  n  —  2  ) 

et 

T       ni  n  —  I )  I  , 

'!•(  j-  )  =  n 1 ^^  J-î 

2  1.2       iii(-i.n  —  I  ) 

n{n  —  i)(/i  —  2)  I 


1.2.1  xinin  —  l)(2/t  — 2) 


on   »()ilr  ([lie  <I>(  ./•  )  =  F(  —  ./•  ). 
Vv;ml 

oïl  en  déduit 


•(.r-"-  ')(ï) 


et.  en  c;;alaiit  les  dt  ri\ées  des  deux  nioinbres, 


¥{x)        <I>(J7) 


=  — n-(a;ï"). 


Eli  désignant  par  a,  ^3,  -',  .  .  .  les  diverses  raciin^s  de  l'éqnalion 
V [x)=:  o,  on  voit  aisément  que  les  racines  de  l'équation  <ï>(x)=  o 


(')  Sur  ces  polynôme-.,  voir  le  .ML-nniirc  ilc  M.  Hcrmilo  5m/'  la  J'unclioii  expo- 
nentielle. 

(')  Je  désigne  ici  et  dans  tout  ce  qui  suit  par  i  x^' )  une  sirio  orduniii-e  suivant 
Ii'S  puissances  de  x  cl  commcnrant  par  un  terme  de  l'urdic  ./■''. 


IlR  AI.OKnUK. 

sonl  —  X.  —  3,  — "•'.   ...  ;  r(''i;alil<'  préccilriilc  jx'ul  cIkdi'  si-itiio 
ou  encore 

En  désignant  par  S_p  la  somme  des  inverses  des  puissances  p^"'^"* 
des  racines  de  l'équation  F(.r)=  o,  on  eu  (Ic'ilnil,  on  drveloppant 
le  premier  nicniltrc  en  sôrie, 

2S_,-+-  aS-sX*-!-  aS.-5a-'-t-.  ..  =  h-(t*''), 

d'où  les  relations  suivantes,  (jui  caractérisent  entièrement  le  polj- 
nomc  Ff.r)  : 

S_,=  -,         S.3=o,        S_s=o,        ...,        S_,î;,_,,=  o    (>). 


(')  Sur  celle  question,  voir  ma  Noie  Sur  un  problème  d'Algèbre  (Bulletin  de 
la  Société  matlicmatique,  l.  V  ;  1K77. 

C'est  la  Noie  suivante,  pages  iiQ-ua.  !■;.  15. 


Sun  UN 

PUUULKMi:    D'ALGKHUF 


liulletin  fie  lu  Société   mathématique  de  France,  t.  V;  1S-7. 


\.  Va\  dcsif^nanl  par  Sj^  la  somme  des  puissances  d'urdre  <j.  dos 
racines  de  l'écpialioii  de  degré  //,  /(.r)  =  o,  on  |ieiil  se  proposer 
de  déterminer  le  jiolvnùme  /'(  j:*)  connai^stml  S,,  S;,,  ...,  Sj„^,. 
Comme  on  a  ainsi  n  équations  de  condition  pour  déterminer  les 
(  oeflicicnts  du  pol}nôme,  il  est  clair  que  le  problème  est  générale- 
ment déterminé.  Il  peut  se  faire  néanmoins  qu'il  v  ait  une  infinité 
de  solutions;  car,  si  l'on  satisfait  à  la  (pie>tion,  ce  qui,  dans  cer- 
tains cas.  sera  évidemment  possible,  en  prenant  jiour  f{jr)  un  po- 
Knôme  de  degré  inférieur  à  n.  en  désii;nanl  par  'j{j'-  )  un  |")l\- 
nômc  quelconque  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  jr^ 
'•n  V  satisfera  aussi  en  remplaçant /(j)  par /(x) -H '^(.r-)j:"',  les 
oefficients  de  »(j"-)  et  l'exposant  m  étant  du  reste  arbitraires, 
pinirvu  que  le  dei;ré  de  l'expression  [)récédente  soit  égal  à  n. 

2.  Pour  poser  d'une  façon  plus  précise  le  problème  à  résoudre, 
je  l'énoncerai  ainsi  : 

Déterminer  un  polynôme  f{x),  de  degré  égal  ou  inférieur 
ti  n,  jouissant  de  la  propriété  énoncée  et  tel,  que  f{x)  et  f{  —  x) 
n'aient  aucun  facteur  commun. 

Il  est  facile  alors  de  démontrer  que  si  le  problème  a  une  solu- 
tion, le  polynôme y(x)  est  parfaitement  déterminé. 

A  cet  eiïet,  posons /( — x)=  'f(j^);  d'après  ce  que  je  viens  de 

iliif,  la  fraction  ^ — -  sera  irréductible.  Soient  de  plus  a,  0,  c,.  .  . 

f{T)  ' 

les  racines  de  l'équation  y"(j:)=  o,  on  aura  évidemment 
o7j-)       /'<^-^)_'V      •  \^  ___L_  _  \^ _ZL^ 

■:■   r  ■  J(t)    ~  ^X  -+-  a       Ad  X  —  a~  Jmàx"-  —  n"- 


J'-  X' 


(  '  V 


l'oxprcssion  (  — ^  )  tirsii;nanl,  on  j;cn(''ral.  sans  <i«io  je  nii'  |)ic'c)ccu[)e 
des  valeurs  des  coefficicnls,  une  s«'rir  (l('vrl<ip|H'C  suivant  les  puis- 
sances de  -  el  roninuMitanl  p;ir  un  lernic  il'un  (lri;ré  au  plus  égal  à 


—  m. 


Kn  intégrant  loqualion  précédente  enire  1rs  limites  r  et  x,  il 


vionura 


'^'^  7(7)  ~  "*  L -^  "*"  3J-»  "^(an-Dx»"-']       U"*^'/ 

•  111.  lîi  posant,  pour  abréger, 

X        3x'  (an  — i)j7»«-' 

cl  en  passant  des  logarithmes  aux  n(Mnbres, 


0)  -^^^  =  ^7^.-^(^)" 


■  i.x) 


li.  La  déterminalion  du  pi)lvnnmc  /*(x)  est  donc  ramenée  à  la 
quc-ilion  suivante  : 

Déterminer  une  fraction  ralioiiiielle  iriéduclihle  <lonl  le  d(-noiiii- 
nateur  et  le  numérateur  soient  d'un  dej^ié  an  plus  éj;al  à  /?,  el  rpii 
soit  égale  au  dt'veloppemenl  de  e-^\  en  négligeant  les  termes  d'un 

ordre  supérieur  à  celui  de  —-•  11  faut,  en  outre,  qu'en  désignant 

pary(j*)ce  dénominateur,  le  numérateur  de  la  fraction  soit  égal 
'A  f{ — x);  mais,  comme  je  le  ferai  voir,  il  n'y  a  pas  à  se  préoccu- 
per de  cette  condition,  qui  sera  satisfaite  d'elle-même  si  la  pre- 
mière condition  est  remplie. 

Je  démontrerai  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  cpi'un  seul  pol\- 
nômc/(.r)  qui  y  satisfasse;  en  elTet,  si/, (j:)  était  une  autre  solu- 
tion, on  aurait  é\idemuienl 


I 


d'où 


ç(j-)  0|(J-)   _  /        I       \ 

relation  évidenwuenl  impossible,  à  moins  (jue  le  premier  membre 


sni  r\  iMioni.iMK  n  .\i.iii  iiuk.  iîi 

ne  ^iiil   mil;  car  cfsl  im  [lolvin'iiiic  riilicr  en  ./•,   I.mdi^  (iiir  le  sr- 
(diiil    membre  (s'il   nf-t    pas   nul)  se  (l(''\cli)|)|)c  siiiviinl  iim-  >-,'ii,. 

(  iiiiimfiiç.inl  |i.ir  un  terme  en      -  |iuis(|ue  eli;ieuii  des  |iolvn(Jincsy(^') 

il  /',  (  ./•  )  est  ilun  (le};ié  au  plus  c:;al  à  //. 

La  rel.ititm  |)rén'Hlenle  ne  peul  ciniic  a\(>ir  lieu  cpie  si  l'un  a 

ci(j-)/,(jv)— /(x)  'ii(x;=  «) 
"u  encore 

Oi(j*)  _   o(t) 

i  \.  s|  l'on  suppose  CCS  Iraelliuis  ii  itMlueliltles,  />{.'')   ne  do  il  dilIV-- 
ler  que  par  un  l.ieteur  eonslani  de  /(.r). 

Ce  polMiome  n'étant  pas  d'ailleurs,  par  liNpolhèse,  divisible 
par  ./•,  on  peul  supposer  (jiic  le  terme  eoustanl  ([ui  ventre  est  «'f,'al 
à  l'unilé;  il  est  alors  comjjlèlement  déterminé. 

i.   Cela  posé,  il  est  facile  de  piouver  «pie,  la  fraction  inédtic- 

lihie  -^. —  avaril  été  déterminée  par  la  condition  ci-dessus  énoncée, 

-(>)  est  ép:al  à/( —  .r). 

l'.n  ellel,  \\  ne  lenlerniaii I  (pie  des  puissances  impaires  de  x, 
en  (  Inm^eiiiil  ./■  en  — ./•  dans  iécpialion  (  i  ),  il  vii'iidra 


T) 


d'où,  par  une  translormation  facile, 


\a;i„-i-l)' 


V^î^+V' 


le  polvnômc'v(  —  .r),  d'après  ce  (j'ie  je  viens  d'établir,  ne  peutdif- 
fé-rcr  que  par  un  facteur  constant  de  /{J")',  d'ailleurs,  (?-^\  pour 
./•  =  o,  se  réduit  à  runilé;  donc  le  premier  terme  de  c3( — j:)  est 
aiiosi  l'unité  et,  par  suite, 

o(  —  x)  =  /(x). 

5.  Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  trouver  un  poly- 
nôme /"(.r),  de  dej^ré'  au  plus  égal  à  ai, et  satisfaisant  à  l'équation  (i); 
mais  on  peut  supposer  que  /*(.r)  soit  effectivement  de  dei^ré  n,  en 
laisant  abstraction  de  la  condilion  iin|)osée  jusqu'ici,  à  savoir  (pie 
'il  ./•  I  et  /(  .r)  sont   premier-  entre  cu\. 


ICfTeclivcmini ,  s\/[j-)  clall  il'im  tl('i;rr  m  -<  //,  il  sufrnMil  de  iiiiil- 

tipllor  les  deux  lernirs  île  l;i  fiiulion    '.        par  im  ndlMiùinc  ;iil)i- 

Iniirc  (If  dcf^tv  ( n  —  ni)  pour  olilciiir  une  frarlion  salisfaisaiil  à  la 
relation  ^_l  )  cl  tloiil  le  tlciioruiiialciir  m»i1  du  dcj;rr  // . 

Nous  |)osoron>  di»iir /(  ./•  I  -  ^  i  H-f/./'  v  h.r-  4- ...+  /./"  ;  a,li^...J 
désignant  n  cocHicicnls  indrtci minés,  cl  nous  cxpiinicrons  (|u<'  le 

produit  r'-*^^ /"(.r^  niantiuc  des  Iciincs  en  ->  -,.  •••i  — ;  nousauious 

ainsi,  pour  ilélcrniim-r  les  n  rocffîcients  inconnus,  n  écpialions  li- 
néaires avec  second  nu  inhic. 

GénéralcnuMit,  le  dt'tcrniinanl  de  ces  ccpialions  étant  difTéronl 
de  zt'ro,  elles  lournironl  j)our  les  coellieienls  des  \aleurs  l)ien  dé- 
lerniinées;  le  j)ol\nônie  f{x)  sera  donc  eflecti\eiiieiil  du  degré  n. 

Si  le  dét«'rininanl  est  nul,  il  se  peut  que  le  problème  n'ait  pas  de 
solution;  s'il  y  fn  a  une  infinité,  on  (h'-terniinera  l'un  quelconque 
des  polynômes /*(\r)  satisfaisant  aux  équations,  et  l'on  en  déduira 
le  numérateur  correspondant  'i(./-);  on    n'diiira   ensuih'  la   frac- 

o  l  x) 
lion  —: — -  à  sa  plus  simple  exi)rcssioii  :  le  (h'iKHiimateur  de  la  frae- 

lion  irréductible  ainsi  obtenue  sera  la  solution  cliercliée,  et  son 
degré  sera  inférieur  à  /?. 

G.  Il  est  clair  que  I  on  |)eut  remplacer  l'expression  e-^^  par  toute 
autre  expression  dont  le  dévelopjiemcnt  coïnciderait  avec  elle  jus- 

(pi'aux  termes  de  l'ordre  de     —  inclusivement. 

Ainsi,  si  l'on  dt'veloppeen  fraction  conlinuelexpressic 

où  m  désigne  un  nombre  quelconque,  et  si  Ton  lornu"  la  réduite 
dont  le  dénominateur  y"(j')  est  de  degré  n,  les  racines  de  l'équation 
J'(x)=  o  jouiront  de  la  propriété  que  les  sommes  S),  S3,  ...,  Sa«_, 
soient  toutes  égales  à  ru. 

1 .  Les  résultats  obtenus  dans  celte  Note  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 
Les  coefficients  d  un  polvnômc  de  degré  /*  s'expriment  lal  loiuiel- 
Icmenlcn  fonction  des  fonctions  svmélriques  S,,  S»,  ...,  Sj„_(  des 
racines  de  l'j'quation  /(jr)=  o.  C'est  ce  qu'il  est  facile  du  reste 
de  vérifier  au  moyen  des  formules  de  INcu  ton.  au  moins  pour  de 
petites  valeurs  du  nombre  n. 


SLK    I.A 

l)ÉTi;it)ll\\TI()\  l»l-(}l  ATIOAS  MJMKilKjLES 

AYA>T    IN    NOMBIIE    DO.N.NÉ    DE    IIACI.NES    IMACIINAIRES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  XC;  1880. 


Il  est  très  facile  de  former  des  types  d'équalions  ayant  toutes 
leurs  racines  réelles,  et  de  celles-là  on  d«'(luit.  comme  on  le  snit, 
parles  moyens  les  plus  élémentaires,  un  nombre  ind('(ini  d'équa- 
lions <[iii  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires  ou  du  moins  ne 
peuvent  avoir  qu'une  racine  réelle. 

Il  est  moins  aisé  de  l'ormer  des  équations  avant  un  nombre  dé- 
terminé de  racines  réelles  et  un  nombre  déterminé  de  racines 
imaginaires;  l'étude  des  polynômes  entiers  qui  satisfont  à  une 
équation  dilIV-rentiellc  du  second  ordre  fournil  néanmoins  un 
grand  nombre  de  solutions  de  ce  problème. 

i\iur  en  donner  un  e\('m|)le,  je  considérerai  l'équation 

rf2  y  ({y 

à  laquelle  satisfait  le  dénominateur  f„t  de  la  w*"""^  léduitc  de  la 

transcendante 

/•'  e-^dx 


r-r 


On  a,  comme  (»n  le  sail  ('), 

f„,  =  x"t  -h  rn^x'"-^  H j""-2  -+-... 

1.2 

-f-  //J .  I  .  .j .  3  ...//>  r  -^  t  .  u .{.../// . 

('  )  Voir  ma   Noie  Sur  l'intégrale     1 -{Bulletin  de  lu  Société  niullir 

matiquc  de  France.  I.  VII.  p.  72). 
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ri  rt'(malioiiy„,  =:  o  a  tonles  ses  racines  ihm^IIcs,  inégales  cl  néga- 
livos.  l)(Mi\  polMiomosy,,,  el  /"„,  où  m  cl /»  dcsii;n<'nl  clcnx  iKinihrcs 
cnliers  dinVronls  (]«•  supposerai  //j>/j),  no  pcuvciil,  tl  ailleurs. 
avoir  tic  racine  coniniiine. 

Cela  posé,  des  deux  ulcnlilés 

•T./ m  -+-( ^  -^  >)/',„  =  m/ 
et 

on  déduil  aisémcnl  régalilé  sui\anle, 

J" \  ' -+- ( j*  -f-  I  ) \'  =(m  —  n  \/',„/„ . 
mù  j'ai  posé,  pour  abréger  l'é-eriliire, 

'    ^^ . /  "J  m       ./  nij  n  • 

L'équalion  \  =  o  a,  du  reste,  tonles  ses  racines  inégales;  car, 
si  un  nombre  7  annulait  à  la  fois  \  el  sa  dérivée,  il  annulerait  évi- 
deniinenl  un  des  p()lvnomes  /",„  ci  fn  sans  annuler  I  aulre;  en  sup- 
posant qu'il  annule  /"^,  il  devrait  annuler  «'gaiement  y"„,,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  l'équation  /*^,,  =  o  a  toutes  ses  racines 
inégales. 

De  la  relation  précédente  on  déduit 

J--^,  =(m  — n)   -^-jn j—jrr  —  X  —  X. 

'  JiiJ  m       J  mj  n 

En  désignant,  avec  Caucliv.  par  la  Iriire  I  l'indice  d'une  fonc- 
tion el  par  t  une  quantité  positive  très  petite,  j'en  lire  inlcritité 

-E  -  £ 

OÙ  le  premier  membre  est,  au  signe  près,  le  nombre  p  des  racines 
négatives  de  l'équation  V  =  o,  puisque  le  facteur  x  demeure  né- 
gatif dans  l'intervalle  considéré.  Dans  le  second  membre,  on  peut 
négliger  le  terme  — (j'-f-i),  qui  ne  devient  jamais  infini  pour 
aucune  valeur  finie  de  la  variable,  ainsi  que  le  facteur  positif 
(m  —  n). 


I 


Mil    1.A    IiKTEUMIXATION    D  i:QUATI()N.S    NL'MKniOUES.  IJ.) 

On   ,1   (r:iillfiiiw.    d'iiitirs    (nic   j>r(i|>(isili()ii    (ninliiiiiciiLilc    (\\\f    à 
(  ],iiirli\  . 


I 


JiiiJ/i ¥    J '1.1  in       .1  iii.f  n  . 

Jnjm — J  mj  n  -l  J  mj '<■ 


il  '>iiriit,  |i(mr  le  voir,  de  rcniar(jiicr  qii(î  le  r;i|)|)orl 

/>,/',„—/,„/„  _  t  m  —  n)x"*'^"-^-^...-^{m~n).i.-)..Z...m.i.-i..1...n 
Jinjn  ~  ar"»+"-)-. .  .-1-I.2.3..  ./n.i.2.3.  ..w 

est  néf^iitif  pour  ./•  :=  —  x  et  posihf  j)i)tir  ./■  =  —  c. 

Les  polynômes  y,„  cl  /'„  claiil  premiers  entre  eux,  on  a 

/  iij  III        J  inj  II   J    J  m  ï    ./ «  


If  II  J  m        J  iiij  n   T    ./  m  ¥ 
JinJn                   A    J  m  J.    J  u 


p  =  /?l  —  n  —  I . 

En  désip^nant  de  même  par  0  le  nombre  des  racines  positives  de 
l'équation  \  =  o,  on  a 


-F^=I 


JnJ  m       JiiiJ  II 

-i-e  +t 

ce  nombre  se  r('duit  à 

JnJ  m       J  inJ  n 


I 


J  inJ  n 


f    f    f     f 

piiisipir   le  rapport   •  "•  '" — ''"''  "  conserve  le  même  signe   pour 

J  mJ  II 

X  =z  t  Ci  pour  X  =  X.  II  est,  du  reste,  égal  à  zéro,  puisque  l'équa- 
tion/",„/„  r=  o  n'a  pas  de  racine  positive. 

On  en  conclut  que  l'équation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  réelles 
positives,  et,  comme  elle  a  seulement  ni  —  n  —  i  racines  réelles 
négatives,  elle  a  au  racines  imaginaires. 


SI  H  Li:s 

ÉQUATIONS    ALGÉHUIQUES 

i)(i\T    i.K    pnr^iii  II    ^iiMitiii:   svrisrviT    a    ine   équation    i.iNf:AinE 
UL'  SECOM)  (tuiini:. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XC;  1880. 


\.  Les  équations  algébriques  dont  le  premier  membre  satisfait 
à  une  équation  dillerentielle  linéaire  du  second  ordre  jouissent  de 
proj)ri<''l('s  |);irliciilièrcs  qui,  pour  la  solution  d'un  grand  nombre 
de  jtroMt-mt's,  fournissent  des  mélliodes  tout  à  fait  spéciales. 

l'^n  me  bornant  ici  au  eas  où  elles  ont  toutes  leurs  racines 
réelles,  je  prendrai  pour  point  de  départ  la  remarque  suivante. 

lin  désignant  par  F(jr)=  o  une  équation  algébrique  de  degré  /?, 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  par  a  une  quelconque  de 
ces  racines,  si  l'on  jiose,  pour  abréger, 

F(t) 
X  —  a 

il  est  clair  que  l'équation /(x)=  o  a  également  toutes  ses  racines 
réelles;  par  suite,  son  liessien 

{n--x)f'HT)-{n-x)f{x)f"{x) 

ne  peut  avoir  une  valeur  négative,  et  en  j)arliculier  l'expression 
(n  —  2j/'-(a)  —  (/i  —  0/(^)/'(^)  ^^^  positive  ou  nulle. 
On  a  d'ailleurs,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

y,a.-^J,  ïK         /'(,)___!         et        /"(a)=— ^, 

(l'oij  l'inégalité 

3(/i  —  9.)F'»(a)—  4(//  —  i)F'(a)F"'(a)^o. 
Supposons  maiiilenanl   que  le  polwiôine  F  satisfasse  à  r<'<jii;i- 


I 


SL'U    LKS    KQITATIONS   ALUKIIRIQl'KS.  1  j^ 

lion  (linV'rcnticIlo  liiii'iiirc  (lu  s(.'((»iul  onlif 

il  salis(';iil  t'{,'al»'mriil  à  r(''(|iinli(in 

Vv" -.- (  Q  -+-  P'  ) >■' -+-  (  K  -4-  Q')j' -+-  R>  =  o, 

(|iio  Ton  th'diiil  (!<•   la   prciiiit'Tt*  par  dt-nvahon,  cl  de  là  résullent, 
Il  (aisanl  x  =  a,  les  deux  rclalions  suivantes, 

PoF'(a)-+-QoF'(«)=o, 
Po  F"'(  a^-^(Qo^- P'o)  F'(a)-t-(  Ro-+- Q;  )  F'(a)  =  o, 

OÙ  l'indiie  o  liidinuo  ce  que  deviennent  les  coefficients  quand  on 
V  a  remplacé  x  par  a. 

Elles  donnent  des  valeurs  respectivement  [nopoi  lionncllcs  à 
l*"'(a),  F"(a),  F'"(a),  el  l'on  en  conclut  sans  p<'inc(pie  le  polvnôme 

i>  =  PR  +  PO'—  QP  —     "  "^  "^    Q2 

a  une  valeur  positive  ou  nulle  «piand  on  v  remplace  x  par  une  ra- 
rine  quelconque  de  l'équation  F(a')^  o. 

Si  donc  on  suppose  que  Q  ne  soit  pas  positif  pour  toutes  les  va- 
leurs de  jc,  on  déduira  de  là  des  limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  les  racines  de  cette  équation. 

Je  ferai  remarquer  en  passant  que,  si  il  avait  constamment  une 
valeur  néi;ative,  on  en  conclurait  avec  certitude  que  l'équation 
proposée  a  des  racines  imaginaires. 

2.  Comme  première  ap[ilication,  je  considérerai  les  polvnômes 
U;,  étudiés  par  .M.  lieruiile  dans  sa  Note  Sur  un  nouveau  dcve- 
loppr nient  en  série  des  fonctions  {Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVIII),  et  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion dlITérenticlle 

>■"— ry-4-  ny  =  o. 

Un  trouve  sans  peine  il  =  n  —  i  — x-    on  a  donc,  poui- 

toutes  les  racines  de  l'équation  U„=:  o, 

n  -+-  2 
n  —  I x*  -  o , 

4(n-i)       - 
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«'l  l\in  \t>il  (jiic  la  \  .ilfiir  al>>i)liu'  ilc  la   |>hix  grande  raciiu»  csl  au 
plus  égale  a  ——^=^  • 

\'H  -r-  -A 

11  est  lacili'  (roltlcnir.  ilii  rcsli-,  niic  liinilc  plus  rapprochée  el 
en  m«?me  lemj)s  une  limilr  dr  la  valeur  ahsoliio  de  la  plus  pclile 
racine.  Vlix  sujiposanl  d  ahord  n  pair  el  égal  à  'a/u,  je  poserai 
jr'=  i,  en  sorte  que  {J„{j')  se  transforme  en  un  poivnùiiic  \ „  du 
degré  m  en  ;,  satisfaisant  à  l'écpiatifin  (lillV-rfiiliilli' 


on  a  alors 


il  =  -).m\  —  i  —  — ■  ( I  —  f  )2 

4  (  »i  —  I  ) 


el  l'on  en  conclut,  en  remplaçant  ;  par  sa  valeur  jr^,  que  les  va- 
leurs absolues  des  racines  de  l'ctpialion  U//=o  (lesquelles  sont 
deux  à  ileu\  égales  el  de  signes  contraires),  sont  comprises  entre 
h's  dinix  racines  j)Osilives  de  Téqualion 

(m  -(-  •}.)t''  —  2 ( 4  "i*  —  3m  -+-  2 )x^ -+-  9 '«  —  <>  =  o. 

En  V   faisant  succcssivemenL  m  =  i   el  /«  =  2,  on   ohlicnl  les 
équations 

3(x*— i)*=o         et         4(j:»— 6rî4-3)=o, 

qui  dé'terminenl  exactemenl  les  racines  des  équations  Ua  =  o  el 
lji=  o. 

Supposant  en  second  lioii  n  impair  et  égal  à  2 ni -\-i,  cl  posant 

encore  x-=-  ^,  je  remarque  que  -^ — -  est  un  polynôme  \,i  du  de- 
gré m  en  ç  el  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

et  1  on  en  conclut  immédiatement  que  la  valeur  ahsolue  des  racines 
de  l'équation  Lj/w+i^o  (abstraction  faite  de  la  racine  zéro)  est 
comprise  entre  les  deux  racines  positives  fie  r<'(|iiali()n 

{m-\-  2,)t''  —  ■}.{  \in^  —  w  -*-  6 ) j"î H-  33  /«  —  6  =  o. 
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iNlIlI    ///  I     <ll<'   l\i\  Iflll 

'  I  pour  ///  =   ' 

i(  ./•■•  —  loj-*  -1-  I  ■>  )=:  o; 

!;ms  ri's  (Ji'u\  las,  clU*  donne  les  valeurs  exactes  des  ijuiiics  de» 
.  (jiialions  Ui  =  o  el  U  ,  =  <». 

3.    Comme  second  exemple,   je  coiisidériMai   les    poK  moines    de 
Lej;endre  \„  (pii  salisloiil  à  ré(|iialion  dillV-renlielle 

( ./ -  —  I  I  v"    -  ■'  r^■  —  n  I  II    -  n  V  —  V 
On  a 

"-»  «  -t-  2)     , 
/i  —   I 

d'où  Ton  eonchil  <pic  tontes  les  racines  de  r«''fpiation  X„=  o  sont 
inlerieurcs  en  valeur  absolue  à 


lui  elleeliianl.  comme  [)lus  haut,  la  substitution  x- ^  ^,  on  peut 
déterminer  une  limite  plus  approchée  et  en  même  temps  une  limite 
le  la  valeur  absolue  de  la  plus  petite  racine. 

En  supposant  d'abord  n  pair  el  égal  à  2/»,  on  trouvera  sans 
peine  que  les  valeurs  absolues  des  racines  de  l'équation  Xo,„  =  o 
■^oni  comprises  entre  les  deux  racines  positives  de  l'équation 

m  -t-  2 

(  î  J-  —  I  )*  —  1  m { ■>. m  -f-  I  )( :r*  —  x^)+  G x*  —  \x--^  i.  =  o. 


\{m  —  \) 
l'uni'  ///  r=  I    rlli-  (levienl 

(3j-2— i)î  =  o, 

el    polll-  ///  zzzz  ■> 

Vùr''—  3<tr*-+-  3  =  o; 

dans  les  iXvyw  cas,  elle  donne  exactcmenl  l<s  rat  iiie>  do  i'(|iMtions 
Xjtrnoel  X,  r=o.  Pour /;/  =  .'i  elle  devient 

Î-Kj.r' —  3r)Xa-*-i-  >.\  —  o. 


l3o  AtOKDIU: 

tloiii  les  rariiu's  |»osiii\cs  sonl  o,  ».,i-.'i...  ol  (),()3.t5...  ;  les  v.ilciirs 
absolues  (le  la  plus  {;ranilo  c[  «le  l.i  pins  polilo  racirif  tic  l^'cpi.ilioii 
\„=  o  sonl,  d'apivs  (^lauss,  (•,'>'^^><>.  •  •  <"!  o,().ia5.... 

Kn  second  lieu,  si  //  esl  impair  el  é{;al  à  9.fn  H-  i.  on  lionvc  tpn- 
les  \.iltMir>  al)>tilni'>  tits  ta<ini>s  de  l'éipialion  X.j,„^i  =  »»  sonl 
e«)nipriNes  enlre  l«'>  (len\  racines  positives  de  I  é(|nalion 

(  5t* —  3  )'-t-  a/»(  a/»  -t-  3  )(.r'  —  .r*  )-<-  io.r' —  i'jt.r*-t-  ('»  =  <>. 

4  (  «1  —  I  ) 

Pour  /;/  =  I  elle  (hnienl 

{jx^—  ;})*  =  o, 
el  pour  ///  =  2 

03. r*  —  ~o.r^-r-  ri  =  o  ; 

dans  les  deux  cas,  clic  délermine  cxaclcmenl  (ahslraclion  laile  de 
la  racine  J'  ^  o)  les  racines  des  <'(piali(»ns  X,  =  o  el  X;;  =:  o.  Pour 
m  =  3,  elle  de\  ient 

637 J"'*—  <'>78t*---  (j3  =  o, 

dont  les  racines  sonl  <»,  ^n  >/)i  ...  cl  OjqSo.  .  .  ;  les  valeurs  absolues 
de  la  j)lns  pelile  et  de  la  |»liis  grande  racine  sont  o  ,4058 ..  .  cl 
o,Ç)U.)> 

i.  L'expression  ii,  (pie  j'ai  considt'-ré».'  précédcmmenl,  joiiil 
d'une  |)ropriélé  remar(piable  (pii  niérile  d'être  sij,^naléc. 

Soil  un  polynôme,  de  degré//,  F(.^'),  salisfaisanl  à  ré(]uali(jn 
diflercnlielle  du  second  ordre 

en  désignant  par  a,  |j,  -'  el  o  des  conslanlcs  arbitraires,  il  est  clair 
que  (y  -h  oç)"  F  ( ^^  J  eslégalemenl  un  polynôme  cnlicr  du  de- 
gré/»  par  rapport  à  ç.  Ce  poJMii'inie.  (pic  i'ap|)cllcrai /'(^),  satisfail 
à  une  équation  difrércntiillc  du  second  unirc  (pi'il  esl  facile  de 
(ormcr. 

De  r('-(piatii)n 

T  = ^ 


SIH   I.KS   loCATHiNS   Al.dlimn.UKS. 

Il)   liir  (Il  cllrl.  (Il   |KiMiiil.   |iciii|-  iilii('';;(i'. 


(I  (XI  le»  1(1. il  l(ln■^  Niiivanlc 


,  _  (ïy  £' 


d'z   / 


<-/»)'£•  li'' (Iy 


On  l'ii  coiu 
(linV'iTiiliclIc 


cl ,  (Il  posant 


,  /a  —  3'  V 
lut  (jiic  rc\|>irssion  F  (  ^       '^^  j  satisfait  à  I  »j(jiialioi 

Vt*(l'-Y      /ïPoes       Qe^t/y       „ 


(|iic  le  polviKjinr  /'(ç)  satisfait  à  l'é(|nati(»n 

r  i'o2£î       Qr:.       -1 

-t-     //  (  /t  —  I  )  — r^ /j  -^ H     //  =  o, 

lue  jCcniai.  pour  aliiri^cr  ri'ciil  iirc,  (le  la  l'aron   siiivanle 


d\ 


rf*  H  du 


l'.n  dt'si};nant  pai*  (>)(;)  rc\|)r('ssion 

nr  -^  ixi  —  qn  — r/ï 

'  '   '  "  I  (  //  —  I)  '    ' 

m  Iroiivcia  >aii-«  |»('inc  la  rdalion  siiisanlc  : 

l-n    pai  tu'iilu-r.  si  il  cl  (.)   •sont    (lc■^    pol\  n(')inc->    Ar   nu'-inc 


ALQKDnK. 


(ce  uni  a  li.n  .lans  Ir  r;.^  1.  plus  ,,Wral),  01  S,,  à  cans.  çlr  1  hn- 
;n,Jn,^..ô,  en  inlnului.  1.-^  vanal.Ios  ,r  .«.  v  <-  vu.,  mu.  K;  poK- 
„ô,n.  ..>(^,V)  se  .lôl.n.   -lu   pnKnô.nc  i^.r.v)  par  la  .ul.sl.lul.OM 


o  itui.>  .Iniir  ici  !.•  rôl'-  'l'»"  <'<>Narianl 


THÉO  H  ÈM  ES   (iKNÉHAUX 


LES    ÉOUATIONS    ALGÉimiQUES. 


AV)//i'.7//'v    \iinnlcs  de  Mat liéniatiq lies,  2'  série,  l.  \l\  ;  iSSi 


I.  Soient  a  ci  A  les  affixcs  de  deux  quantités  imnf^inaircs  x 
cl  X,  liées  entre  elles  par  la  relation  linéaire 

x=  *^-^^, 

lui  7,  jj,  V  et  0  désignent  des  (|iiantités  imaginaires  quelconques; 
il  est  aisé  de  voir  (jue,  ([iiand  le  point  a  décrit  un  cercle  (ou  une 
droite),  il  en  est  de  même  du  j)()inl  A.  Je  m'appuierai  fréquem- 
ment sur  celte  propriété  très  simple,  qui  se  rattache  immédiate- 
ment à  la  théorie  bien  connue  de  la  transformation  par  rayons 
vi'cteurs  récq)r()ques. 

2.  Dans  tout  ce  cpii  suit,  la  variable  ^  et  les  quantités  analogues 
j',  r,,  .  .  .  sont  égales  à  l'unité  et  uniquement  introduites  pour 
rhomogénéilé  des  formul(;s;  je  les  remplacerai  même  souvent  |)nr 
I  unité  lorsqu'il  n'v  aura  lieu  de  craindre  aucune  confusion. 

Cola  posé,  soit  r('quation 

n  /(\.  Y)-o, 

Mil  y\\,  Y)  est  un  polvnôme  homogène  et  du  degré  n  par  rapport 
à  X  et  \  .  Désignons  par  fi  Tadixe  d'une  (piaiilité  imaginaire  (juel- 
conque  .r  et  jiar  a  l'aflixe  de  la  (piautili-  ;  (pii  est  déterminée  par 
ré-(piatioii 


i3i  Ai.oknitK. 

(^n  |MMil  ('•imnri  r  l.i  |>ropo>ilit>n  siiiv.mlf  : 

l'ont  crrclc  pnsxtint  /xir  les  /wints  a  et  x  rrufcinic  au  Dioins 
une  rncinr  ttr  /'rtfiKition  {\):  il  ^  (t  tms.si  an  nioi/is  une  racine 
à  l'extérieur  de  ce  cercle. 

/•'.rceptionnellenirnt,  tontes  les  racines  peuvent  se  tronver  sur 
la  circott fennec  </i(  cercle;  si  cette  circonférence,  dn  reste, 
passe  par  {n  —  i)  des  racines,  elle  passe  iiéccssaircnicnl  par  la 
/»'<■""■  racine. 

iNtnr  (K'inoiilrjM'  vcilc  j^ronosilioii,  je  r('iii;ir(|ii('i;u  <|uo,  la  rcla- 
lion  (a)  (|iii  lie  mire  elles  les  qiianlilés  ^  cl  j:  élaiil  projcclive,  il 
sullil  de  l'élablir  pour  iinr  j>osilion  particulière  du  cercle  cl  des 
poiiils  a  cl  a. 

Je  supposerai  donc  (pic  le  cercle  se  réduil  à  l'axe  des  abscisses  cl 
(pic  l'on  a  .r  =  y:  cl  ;  =  o;  la  relation  (•.>.)  st,'  rt'diiil  alors  à 

et,  comme  h  csl  la  somme  alf^chriqnc  des  racines,  on  voil  que,  si 
loules  les  racines  ne  sonl  pas  réelles  (c'esl-à-dire  si  elles  ne  sonl 
pas  loules  siluées  sur  Taxe  des  abscisses),  l'une  au  moins  doit  être 
siliK'-e  au-dessus  de  ccl  axe,  tandis  cprimc  autre  esl  située  au- 
dessous. 

I^a  proposition  esl  donc  complèlemeni  (lt''inf)nlrée. 

'A.    Plus  i:én(''ralemeril.  considérons  \cs  divers  émanants 

$3/^.--  3«»r,/;,,  -  3r,  f»/:;:,,-^  7,3/;. 

du  pol\  nome  J . 

Soient  H  l'un  quelconipic  de  ces  émanants,  ç  et  ,r  deux  (piaiili- 
lés  f|ue|(diifpie>  lié'cs  par  l.i  relalioii 

(  3  )  H  =  <>  ; 

un  a  1^*  tliéorème  sui\aiil  : 

Tont  cerrio  pinssnnl  par  les  points  .r  et  \  renferme  an  moins 
une  raiine  de  rérjunlion  (i);  il  y  a  anssi  an  moins  nne  racu\e 
à  l'crtérienr  de  ce  cercle 


i 
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l'iiiir  If  ilt-moiilrrr,  je  r<'m;iri|ii('rai  (|Uf,  H  élanl  un  ruNananl 
(le  /',  il  siillil  tic  Irlalilli-  |)()iii-  une  position  pailicnlièiv  du  (<  rcir 
et  des  valeurs  particulières  de  x  el  de  ç.  Je  supposerai,  couiuie 
préct'dcmmcnl,  que  le  cercle  se  réduit  à  l'axe  des  abscisses  et  que 
l'on  a  .r  =:::  X  el   ;  =:  o. 

Kn  eonsidi-ranl  |)ar  e\etnpl(',  pour  |)lus  de  >^Mnplu;it(',  l'énia- 
nant  du  Ircusiriuc  ordre,   tl  en  |tnsaul 

•'  1.7.  I  .  7.  .  3 

l:i  iil.il  mil  ('3  )  drvienl 

r/î'-  3/>fî-^36$-^r/=  o, 

d'où  Ton  dédiiil  r/=  o;  el  de  là  résulte  imnicdiatciiunl  (pic  >i 
l'équation  pro|)osce  n'a  pas  toutes  ses  racines  réelles,  il  y  a  au 
moins  une  racine  imaginaire  dans  laquelle  le  coerficicnl  de  /  est 
positif  et  au  moins  une  dans  laquelle  il  est  négatif,  ce  qui  consti- 
tue précisément  le  théorème  que  je  veux  démontrer. 

En  suj)|iosant  en  effet  que,  dans  toutes  les  racines  imai;inaires 
de  l'équation  (i),  les  cnelïicienls  de  /  eiisscul  le  iiiéine  si;L;ne,  et  eu 

posant,  pour  abréger, 

/^  F-^  /'!>, 

il  r(''sulterail  d  une  remarque  iniportaiile  (aile  par  M.  llerinite  el 
M.  Hieliler  «pie  It^piiiiioii  pV  -\- (i*\^  ^=  ct  \\\\vw'\\  toutes  ses  racines 
réelles,  quels  cpie  fussent  les  nombres  r<'els  p  et  q. 

Faisons,  ce  que  l'on  a  toujours  le  droit  de  faire,  <7  =  i ,  el,  niel- 
lant en  évidence  la  partie  réelle  des  autres  coefficients,  posons 


il  vient,  en  remarcpiani  que  d  est  nul. 


^,F  -^  7'l>  —  />.r"  -t-  /ï(/>?  -t-  7^')r"-'-^  '    '   . —  (T'Y  "  7y"i^"-* 


(W 


n{n  —  \M n  —  •>, )( «  —  3  ) 
i.î.3.4 


(pt^q'J)T'>    '• 


Oi'  DU    peiil    l«»ui<>ur>  Iroiiver  deux   nombres /)  el  ^/  (pu    m-   -oient 
pa>;  niiU  en  uièiiie  leinp>  el  leU(pie  l'on  ail 

l>'i^  7  7'=  o; 


i3f>  A  1.0  h  nn  F.. 

mnis  aU>r>  I  r(|iiati«)ii  ni.iii(]n(M'ait  (I(*s  (I<mi\  toriurs  conscciiliis  on 
w"  "'  el  .r"~' ;  ce  (jiil  osl  impossible,  puis(|irollc  a  loules  ses  ra- 
cines rëcllcs, 

(]e  raisonnt'inrnl  scrail  ru  drliml  si  les  corfliciiMils  de  ./■"  cl  j:""' 
dans  (4)  s'anmilaicnl  en  iiirmc  t(Mnj>s;  mais  un  iuirait  dans  ce  cas 
P'=  o,  cl  cela  ne  penl  iivoii-  lieu,  piiiN(|iit'  [j'  esl  la  >()mmt'  de  (pian- 
lilés  avanl  loules  le  m«'ine  sij;nc. 

La  projïosition  <'sl  donc  enlièrcmenl  élaldie;  je  ferai  encore  ob- 
server, comme  précédemment,  que,  dans  certains  cas  particuliers, 
toutes  les  racines  peuvenl  se  Iroiivcr  suc  la  eireonfércnce  «lu 
cercle. 

l.  On  d('diiil  du  llii'orènie  |>r«''eé(lenl  une  conséquence  impor- 
tante. 

Soit  R  un  cercle  (ou  une  droite)  (pielconcpic  tracé  dans  le  j)lan; 
il  le  divise  en  deux  régions  distinctes.  Su|)posons  (pi'uue  de  ces 
régions  renferme  toutes  les  racines  de  Téqualion  (i)  et  que  le 
point  X  soit  situé  dans  l'autre  région  ;  je  dis  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  B  =  o  sont  situées  dans  la  région  limitée  par  le  cercle 
et  qui  renferme  toules  les  racines  de  l'équation  (i). 

En  effet,  si  Tune  des  valeurs  de  i  satisfaisant  à  l'équation  B  =  o 
était  située  dans  la  même  région  que  le  point  j^,  par  les  deux 
points  .r  et  ;  on  |»()nrrail  faire  passer  un  cercle  tangent  àR;  la 
portion  du  plan  limitée  par  ce  cercle  cl  ne  renfermant  pas  R  de- 
vrait renfermer  au  moins  une  racine  de  l'équation  (i),  ce  qui  est 
impossible,  puisque  toutes  les  racines  de  cette  équation  sont  com- 
prises dans  la  r«'gion  cpii  ne  renferme  pas  le  poinl  .r  ('). 


II. 

5.  Il  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  si  l'équation  (i) 
a  toules  ses  racines  réelles,  l'équation  B  =  o  (où  l'on  considère 
l'une  des  variables  x  cl  ^  comme  inconnue,  tandis  qu'on  attribue 
à  l'autre  une  valeur  réelle  arbitraire)  a  toules  ses  racines  réelles. 


(')  J'ai  énoncé  pour  la  première  fois  les  tliéorèmcs  précédents  dans  une  Note 
Sur  la  théorie  des  Cf/ualions  numériques,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  L\\I\,  p.  <)<((*. 


IIIKUIIKMKS    (ilNl  IIAUX    Si  H    LES    KOl'ATIONS    ALOkBniQL'EH.  I  1- 

l'.ii  piiiiiciilici-,  l\'-(|iiati()n 

.1  loiilcs  SCS  racines  i-t'-cllcs,  (|ii(llr  m\r  suii  |;i  \iilciir  ircllc  ;i||ii- 
huée  à  ./%  ti  ilf  là  it'^iillc  miiiiiMliiili'mciil  celle  pifiposilidii  imixir- 
l.iiile  <|iie  I  ;ii  eu  |tlii>ieiiis  l'ois  oeeasioii  <reiii|il()vcr  : 

^f  /  r(/U(itit)/i  f  =  {>  Il  fautes  ses  racines  réelles,  le  /lessien  du 
polynùinr  I 

'/  toujours  une  râleur  positiKi'  <>u  nulle. 

(».  (  )ii  \(iil  aussi  que,  si  récuiaiiou  (i)  a  loiilcs  ses  racines 
réelles,  il  en  esl  de  même  de  récjualion  ç,/'j.-\-f'.^=:  o. 

Uéciproquenienl,  si,  quelle  (|ue  soil  la  valeur  réelle  aiuiljuée 
à  ^,  celte  dernière  é(|ualion  a  luules  ses  racines  réelles,  il  en  esl 
de  même  de  l'équation  (i). 

Pour  étahlir  celle;  proposition,  je  remarquerai  d'abord  (pTen 
posant  F  =  çy^.r+y  i)  l'équalion  F  =  o  avant  par  hypollièsc  loules 
SCS  racines  réelles,  rexpression  F^',- —  F][.,F,j  a  toujours  une  valeur 
positive,  (juelle  (pie  soil  la  valeui'  de  ;. 

Or  on  a 

F;i'    =  S /l'a     "t-/™ij-. 

•  I.  (piand  on  lait  ç  ^  j-,  ces  expressions  ont  des  valeurs  rospecli- 
\enienl  proportionnelles  à  /,.,,  f',y  et  /"^  ('),  d'où  il  résulte  (|ue 
J j'y  —  ./x'/y>  <'>  lonjours  t'i^aleinenl  une  valeur  positive. 

(À'ia  |)osé,  éludions  comment  vaiienl  les  racines  de  l^'epialioii 
1    =  o  ipiand  ç  varie  depuis  —  v.  jusepi'à  +  x. 

Lu  désignant  par  ç'  la  di'rivée  do  q  pai-  ra|>porl  à  .r,  on  a 


(')   (À'ci  •>n|i|iusc  l'-viili-iiiiiR-iit  //  ^-  2. 
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puis,  on  \«>rlii  dr  l;i  rclalnm  ^/,-^/\  ^  o, 

or  de  là  ivsulto  (|U('  ;'  csi  idiiioiirs  lu'galif. 

Ainsi,  quanti  l  croîl  ilc  —  x.  à  -h  x,  les  diverses  racines  de  l'é- 
(jualion  F  =^  o  vont  loujours  en  déeroissanl. 

Elles  onl  toujours  d'ailleurs  des  valeurs  distinctes  (si  Ton  sup- 
pose, ce  que  l'on  pcul  I(m|()urs  faire,  (|ii('  r('(|uali()ii  /=  o  n'a  pas 
de  racines  é<;alcs)  ;  car,  si,  pour  deux  valeurs  dillérenles  de  ^,  l'é- 
(piation  F  ==  o  était  satisfaite  jiar  la  menu;  valeur  de  .r,  on  aurait 
à  la  fuis 

;./.r -+-./;,  =  o 

et 

ce  qui  exij;erail  (pie  l'on  eût  en  niènie  temjvs  /^^z  o  et  /',  =  o;  or 
cela  est  ini|)Ossil)lc,  puisque  r(''(piali(>ii  /  =  o  n'a  pas  de  racines 
é^'ales. 

Pour  fixer  les  idées,  su|)posons  /?  =  /ji  cl  soient,  pour  ç  =  —  a:, 
a,  [j  et  V  les  racines  de  l'équation  F  =  o;  quand  ^  varie  de  — co 
à  H- X,  la  racine  de  l'équalion  F  =  o  dont  la  valeur  initiale  est  a 
va  constamment  en  décroissant,  |)assc  de  — x  à  +  x  et  acquiert 
finalement  la  valeur  v;  la  racine  dont  la  valeur  initiale  est  |ii  va 
constamment  en  décroissant  cl  acquiert  finalement  la  valeur  a.  De 
même,  la  troisième  racine  décroît  constamment  depuis  y  jusqu'à  [il. 

La  variable  ç  croissant  conslainment  depuis  — x  justju'à  H-x, 
il  V  a  nécessairement  un  instanl  où  elle  a  la  même  valeur  cpie  la 
troisième  racine;  à  ec  moment,  ç  ('laril  éj^al  à  .r\  on  a 

U'jc  -^  J'y  ^  ^J'x  +  J'y  =^  nf  ^o; 

d'où  il  suit  (pie  cette  valeur  de  ç  est  une  racine  de  l'équation  (i). 

L'équalion  (i)  a  ainsi  une  racine  comprise  entre  y  et  [j;  on 
prouverait  de  même  (prelle  en  a  une  comprise  entre  [î  et  a,  une 
autre  entre  a  cl  —  x  et  une  derni(Tc  entre  -i-  x  el  v;  elle  a  donc 
toutes  SCS  racines  réelles. 

T.    Comme  ap|ili(ali(iii.  je  (■r)rl>^idé^el•ai  ré(piali()n 
x-'-r  f).r  -t-  (/  =  o. 
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pour  (|iii'  relie  é<niitlioii  ait   toutes  ses  raeines  réélit.'^,  il  Cmi  ci 
il  siiKil,  (i'.i|)iès  ce  (jtii  précède,  que  récjuatioii 

ait  toutes  ses  raeines  réelles,  f|iielle  (itie  soit  la  v:ili"iir  <lc  ;. 
De  là  résulte  (jue 

doit  1  ou  jouis  ('ire  |>o,siiil  ;  ce  (|iii  e\i;;e  <|ue  \/>^  -h  2- Y"  •'•  /'  s(»iciit 
iié^alils.  Ou  itlrou\c  ainsi  rc(|uali()n  de  eoiidilioii  hien  eouniie 

i/î'-f-  277ï<  o. 


III. 

«S.  La  |)ropi-i(''lé  du  licssieii  d'un  pol\ mune  y  d('Conip()sai)le  en 
iaeteurs  réels  du  premier  de};ré,  (pic  j'ai  mentionnée  plus  haut, 
à  sa\oir  (ju'il  a  une  valeur  constamment  positive,  est  un  cas  parti- 
culier (le  la  jiidposition  suivante,  qui  a  d'utiles  ap[)licalions. 

Si  le  pulyiKiDie  f  csl  dcromposablc  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  et  si  l'on  (tllribue  à  la  variable  x  une  valeur  inui- 
<^in(iire  (luelconque  a  +  [iJ/,  le  coefficient  de  i  dons  luules  les 
racines  de  V éiputlinn  H  =z  o  est  de  si^ne  contraire  l'i  celui  de  [i. 

Cette  j)roposilion  esl  \\\\  corollaire  immédiat  d  un  théorème  t;é- 
iiéral  (pie  j'ai  démontré  plus  haut  (n"  ij. 

I.n  particulier,  si  l'on  fait  J"  =  a  H-  ^/  dans  rexpressi(»n 

le  coelficienl   de  /  dans   le  résultat  de  la  suhstitulion  est  de  siyiK! 
coiiiiaire  à  ((lui  de  |j. 

il  eu  e-'l   de  même  de^  diNcrse-;  expressions 

(n  —  \)f  (n-7.)f 

^        7'''"'      "'        T'^ 

pui-iqiie.  quand   réipi.iliou  /  =  o    a  toutes    ses   iMciiies   réelle^,  le- 
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(■(|(iatlons    f'=o,   ^""=0.     ...     (')   jouissciil    de    l.i    inrmc   j)ih)- 
priélé. 

î).  Comme  a|)plicali<>n,  m  désipiiaiU  jiar /"un  polMiômc  décom- 
|iosal)lr  (Ml  facteurs  réels  inégaux  du  premier  dej;ré  el  par  ft  cl  h 
deux  constantes  réelles  arbitraires,  je  C(msidérerai  i'équalioii 

/  '        .r  —  n 

(4)  f-^^r^"- 

Km  substituant  successivenient  dans  le  prcniu'c  nu'iiiltrc  de  celle 
é(piation  —  x,  puis  les  racines  de  ré(piali()ny=  o  et  cnlin  ■+-  x, 
on  constate  aisément  qu'elle  a  toules  ses  racines  réelles  si  h  est 
<^  o  et  (]uV'lle  a  au  plus  deux  racines  imaginaires  si  1/  esl  >  o. 

Dans  ce  dernier  cas,  désignons  j)ar  a -+-  [j /  une  de  ces  racines; 
il  résulte  de  ce  (pii  précède  que,  si  l'on  i-cm place  ./•  par  celle  va- 
leur dans  l'expression 

le  coefficienl  de  i  dans  le  résultat   de  la  snhslilulion  doit  être  de 
signe  contraire  à  [i. 

Or,  en  verlu  de  l'équation  (4),  elle  se  réduit  à 


el,  en  faisant  x  =  y.-^  '^iii,  à 


?'■ 


a  —  a  — 
où  le  coefficienl  de  /est 


'T        («-a)«+?*J 


nh 


Ayant  donc  i  —  , ?:t<ro,  on   en  déduil  loiil  d'abord, 

*'  (a  —  a)*-r-  [i* 

comme  je  l'avais  trouvé  dircclemcnt,  que  l'équation  (4)  ne  peut 
avoir  de  racine  imaginaire  que  si  h  est  ^  o. 


(')  Ici,  ainsi  que  flans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne  |>;ir  /  ,  /",  /'",  ...   les  déri 
vccs  de/  prises  |»ar  ra|)|>ort  à  la  variable  x. 
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On  vnil  en  second  lien  i|in',.v/  h  l'st '^  o^  et  si  Vcquation  a 
tlviix  nicincs  iitKiu'innircs,  i-lles  sont  rrnfcrmr<'s  dtins  /'infr- 
rieur  du  corde  dont  V ênmition  est 

{\  —  a)"-       Y»  =  id). 

Il  e.sl  rfinar(ju.iblf  tjur  la  posilioii  th;  ce  cer(  le  n»-  ilc|)cn(ic  pas  de 
la  valeur  (les  racines  de  récjualion  y*:=  o. 

10.  Considérons  une  )'(|iiation  /  t=z  o  à  C(jef(ieienls  réels  on  ima- 
ginaires; soient  /^  //,  //',  .  .  .  les  coeflicicnls  de  /  dans  ses  racines 
<'t  [i  un  nonihrc  (|ueleonque  éj;al  ou  sujiérieurau  plus  grand  de  ces 
coelTicit'nls.  Traçons  dans  lo  plan  la  droite  |)arallèlc  à  l'axe  des 
abscisses  et  dont  l'ordonnée  a  pour  valeur  [i ;  on  voit  que  toutes 
les  racines  de  l'équalion  /  =  o  sont  situées  au-dessous  de  cette 
droite  ou  sur  celle  droite,  et,  en  vertu  d'une  proposition  énoncée 
ci-dessus,  il  en  est  de  incnie  des  racines  des  équations 

/    =   .).  /"-  u.  /"'=  o,  

On  en   concint  cpie,  si  dans  les  expressions 

nf  (n  —  i)/'  in  — ■>.){" 

'•n  remplace./  par  la  (pianlitc  a -|-  -j /,  où  a  désij^ne  un  nond)re 
réel  arbitraire  et  [j  le  nombre  défini  ci-dessus,  le  coefficicnl  de  / 
ilans  les  résultats  obtenus  est  inférieur  à  |j. 

Soient  F  =  o  une  étpialion  (jueleonrpie  de  dei,né  n  et  a -h  [if 
celle  de  ses  racines  pour  hupielle  le  coefficient  de  /  a  la  plus  grande 
valeur;  en  posant,  pour  abréger, 


/. 


.r  —  r  —  'ii 
<Mi  voit  que.  dans  les  expressions 

,^  .       (  //  —  I  )  /•(  g  ^  ^  n 

'"'  /'(  a  -H  3  M 

le  CocfUcient  de   /  csl    plu'.   pelil   (pic  [j. 
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On  li-(iu\r  .iixiiKiil   (i  .iillciirs 

fil  -^  'ii)-  —  (x-f-3/). 


/'(ï-;-  jj,)^— (a-^  jji). 


li  <Mi  l.i  cDiicItiMOM  >iii\,iiiic  : 

Eldixl  tloniu't'  l\'ijiiii(ii)i)  du  (L'i^rr  n 

F  =  o. 

dcfiiiinnus  pur  a-|-  [j/  relie  dr  ses  racines  (*)  /»oi/i-  hi(/ii<'lli'  le 
cocjjicicnt  de  i  a  la  plus  grande  valeur;  cela  posé,  les  coejfi- 
cienls  de  i  dans  les  expressions 

F'  ( g  -K  ^  f"  )       F' (g -H  ^t) 
F"(a^pi)'      F"'(a-4-fJo' 

sont  tous  positifs. 

II.  Comme  a))|)licalion,  je  me  |)io|)i).se  de  iinmlrcr  <jiie  le  \n)\\- 
iiômc  (lu  degré  //,  étudié  par  M.  Ilermile  et  (jui  satisfait  à  Técjua- 
Imn  (linVrenlielIc  linéaiic  du  second  ordre 

(5)  f—xf'+nf^u, 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Cette  proposition  hien  connue  peut  s'établir  par  les  considéra- 
tions les  plus  élémentaires  ;  je  crois  néanmoins,  dans  cette  question 
importiinte  de  la  détermination  de  la  nature  dos  racines  d'une 
équation,  qu'il  est  nlilr  «{'l'iiidier  toutes  les  méliiodcs  (|ui  j)cuvenl 
runduirc  au  ré'sullal. 

Supposonsdonc  que  l'équalion  j  -^  o  ait  des  racines  imaj^inaircs, 
et  soit  a  -I-  p/  celle  d'entre  elles  pour  laquelle  le  coefficient  de  / 
«•si    le   plus  grand.  Je  remarquerai   loiil  d'ahord  que,    l'équation 


(')  Plus  exactement  :  l'une  quelconque  des  racines  pour  lesquelles  le  coejji- 
rient  de  i  a  la  plus  grande  valeur.  Il  poiirriiil  se  faire  en  effet  que  plusieurs 
rarincs  ne  dilTiTasscnt  f|no  p;ir  li-m-  partir  rrrWr. 
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;i\niil    sr«.   iorflicifiil-.    ircis,  Ifs    racines    xtnl   cuiiiiij^m'x's    (Jeux   à 
<lcii\;  |).ir  siiilc,    i  a  une  valeur  posiliNe. 
J'ithsi'rvc  eiisuilc  (juc  IcxprcsMoii 

/'  (  g  -V  p  n 
/'(a-r-fJn 
sf  rotin  il  .1 


rn  vcrin  de  rcf|uati()n  (liUrrenlicile  (5). 

(  )i ,  le  coenicicnl  de  /  dans  celle  expression  est  le  nombre  essen- 

3 

liellenienl   néj;alil  -; — ^»  ce  (|ni,  d'après  la   pr(>|K»siiion  énoncée 

|)lns   haut,  esl   inipossllile.    L'éipialion  a   «Inné    toutes   ses   racines 
réelles. 

La    nit'-nic   déinnnstration    s'applique  au  pol\  nôine  de  Lcgendrc 
X„  (pu  satisfait  à  lYMpiation  dilTérentielle 

(x^ —  i)/'  -h  ïrf—  /i(/i  -H  l)/=  o. 

En  conservant    le-^   niènies  tiolations  que  ei-dcssus,  on  voit  en- 
core (pie,  en  vertu  de  celle  équation  dillerentielle,  l'expression 

se  réduit  à 

I  —  (a-+-  fit)» 

où  le  coeflicienl  de  /  a  le  sii;ne  de  l'expression 

el,  cette  (|uanlit<'  étant  essenliellenicnl  négative,  il  en  résulte  (pit- 
iés pol\nt*inies  X„  ont  toutes  leurs  racines  réelles. 


riKin; 


SIK    INK 

l'TK  Dl-S  POLYNOMES  \    1)K  LI<(iKM)UE. 


Comptes  rcittltis  tics  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  \CI;  iS8o. 


I.    lùiiiil  (loiiiu-  iiii  p()l\  iiùmc  (MilitT  l'^f.rV  on  s;iil  ([iic  l'oii  |hmiI 

t()ii)i»iirs,    «'M   (Irsii^naiit   j)ar  A,  B II,  K,  L.   ...    des  cocfli- 

cicnls  conslanls.  pox-r  idciilitjiuMiinil 

F(j:)=  AX,„-T-  n\,,^...^  H\,^  KX,^L\,-f-.... 

Je  supposerai  que  les  nombres  entiers  ///.  /',  ...  soicnl  rangés  par 
ordre  croissant  de  j^randeur;  cela  posé,  on  peut  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  nombre  fies  racines  positives  de  l'cujiKition  F(x)=:  o,  qui 
sont  égales  ou  supérieures  à  l'unité,  est  au  plus  égal  an  no/fiOre 
(les  variations  //ue  présentent  les  termes  de  la  suite 

(i)  A,     H M,     K.     I 

Pour  établir  celle  pro))osition,  je  ferai  voir  que,  si  elle  est  vraie 
(|uand  la  suite  précédente  présente  [n  —  i)  variations,  elle  subsiste 
encore  quand  h-  noiid)re  des  variations  est  égal  ;i  //  ;  la  |troposilion 
sera  ainsi  (b'moiilrée,  puisqu'elle  est  évidciilc  (|ii;iiid  Ions  les  coef- 
ficients sont  de  même  signe. 

A  cet  eflct,  <'n  supposant  (pic  la  suite  (i)  présente  n  variations 

et  (pic  il   cl    K   soient  deux  coefficients  cons('culifs  cl   de  signes 

F  (  x) 
C(inlraires,  je  considère  l'expression     .,     ,  qui  s'annule  en  même 

lempsqueF(x)  eldeniciirc  finie  etconliiiiic  pour  toutes  les  valeurs 

de  X  égales  ou  supérieures  à  runil(';  en  posant  -j-  =  —<fj-^ 

on  déduit  du  tli('orènie  de  Kolle 


(')  Ici,  ronimc  (lan-*  tout  rc  (|iii  suit,  je  flC-si^jnr:  par(</)  le  n<>mi)r<'  ries  racines 
Hc  l'équalidn  //  -  o  ipii  sont  i'-:;.!!!-  nn  sii|i(''ririiir..  ;i  l'unilr. 
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sun  rxK  pnopniKTÉ  des  polynômes  x^  de  ukoendhe.  i45 

On  ;i  d'aillriirs 

/(j-)=2:a(x;„\.«-x;x,„); 

l\c>    lltllN.    L'Cjli;illl»Il> 

où /)  ilf-i^iio  im  imiiiliii'  l'iil  icr  ([iiilcoïKjiir,  <m  (It-diiil 


(1   t)Ù 


ou 


-^[(x»-  i)(\;,X,-  X;X,.)1  =  f />(  /'  -i-  n-  M^  ~  '  |JX/-X..; 


^(a'î-i)/(;r)=X,«Kx), 


<l>(r)=  Alm(/?!  -+-  I)—  5(5-M)lX,„-f-... 

-^  ll[r(r-T-i)— s(5-+-i)JX,.-t-L[^(f -f-  D— s(s-4-i)lX,-t- 

Or,  si  Ion  considère  les  signes  des  coefficients  de  celte  expres- 
sion, on  voit  qu'ils  dillèrent  de  ceux  de  la  suite  (i)  en  ce  que  le 
coefficient  de  X^  est  annulé  et  que  tous  les  coefficients  précédents 
conservent  leur  signe,  tandis  que  le  signe  des  coefficients  suivants 
est  changé;  la  suite  de  ces  coefficients  présente  donc  exactement 
(n  —  i)  variations,  et  Ton  a,  par  hypotlièse, 

(*)^/i  — I. 

De  l'équalion  (2)  on  déduit  d'ailleurs,  en  s'apj)uvant  sur  le  théo- 
rème de  Uollo  et  en  rcmarcpiant  que  l'équation  Xv=  o  a  toutes  ses 
racines  inférieures  à  I  uni  h-, 

et  des  inég;ililt''s  prt'cédenles  on  conclut  raciicment 

(F):«; 
la  proposition  e>l  donc  enlièremeiit  établie. 

ti.    Si   Ton  li'.in^fonue  l'expressMui  du  |miI\  ni'nue  F(.r)  en  elian- 
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};o.Tnt  les  signes  de  Imis  IfS  poKnùmcs  di'  Loiiciiilir  (|iii  sont  d  un 
d»*gn''  impair.  «)n  xoil  t|nr  : 

Le  nombre  des  racines  néfrt^tii'es  de  rétjnation  F(x):=o, 
dont  la  valeur  absolue  est  êi^ale  oit  supérieure  à  l'unité,  est 
au  plus  éi:al  au  nombre  des  variations  de  la  transformée. 

On  en  tirduil  <|iic  : 

^/  réquation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  si  leur  valeur 
absolue  est  égale  ou  supérieure  à  l'unité,  le  nombre  des  racines 
positives  est  égal  au  nombre  des  varia  lions  du  premier  membre 
de  cette  éejualion  et  le  nombre  des  racines  négati\'es  au  /nanbre 
des  iHiriations  de  la  transformée. 

Si  la  suite  des  polynômes  de  Legendre  présente  une  lacune 
de(x-ht)  termes,  l'érjuation  a  au  moins  x  racines  qui  sont 
imaginaires  ou  dont  la  valeur  absolue  est  plus  petite  que 
l'unité. 

Si  un  terme  manque  dans  la  suite  des  polynômes  de  Le- 
gendre et  si  les  termes  ai-oisinants  sont  de  même  signe,  réqua- 
tion a  deux  raeines  imaginaires  ou  deux  racines  dont  la  va- 
leur absolue  est  pdus  petite  que  l' unité. 
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RACINES    l)i:S    ÉQUATIONS 

DoM  i.i;  I'Im;>iii:u  >ii:)iiiiii;  kst  décomposable  kn  facteurs  réels  kt  satisi  ait 
A  iNK  ÉyiATioN  MM'iAini:  Dr  si:c(>M>  oiiimi:. 


Com/ttes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  \CII;  1881. 


1.  I^cs  iiK'lliodcs  connues  pour  eirccluer  la  sé|iarali(»ii  des  ra- 
cines d'une  *'-(]ualion  sonl,  ruènie  dans  le  cas  où  elle  a  loules  ses 
racines  réelles,  à  peu  près  impraticables  lors(|ue  son  degré  est  un 
peu  ('•levé'. 

Le  prohicmc  peut  être  posé  de  la  façon  suivante  :  Etant  don- 
lu'c  une  quantité  arbitraire  ;,  trouver  un  nombre  y.  tel  que  l'in- 
tervalle compris  entre  ç  et  a  renferme  au  plus  une  racine  de 
l'équation.  On  en  obtient  une  solution  facile  dans  le  cas  où,  l'équa- 
tion avant  toutes  ses  racines  réelles,  le  jircmier  membre  satisfait  à 
une  é(piation  linéaire  du  second  ordre. 

(À)nsidérons,  en  efî'et,  une  telle  équation 

(I)  f{x)=o, 

«loiil  le  pn-micr-  membre  est  un  polvnùme  du  deyré  n  satisfaisant 
à  récpialinn  diHVtenlielle 

et  |)osons 

V(x,  ^  )=  i  >.{n  —  I  )!'--!-  I2(.r  —  ;  )1M^) 

l'our  une  v;driii'  ddiiiiéc  de  ;,  le  p()lvnt')me  F  ac(piierl  une  va- 
leur négative  quand  on  remplacer;  par  la  valeur  d'une  quelconque 
des  racines  de  l'équalion  (i),  sauf  les  deux  racines  qui  avoisinent 
;.  Pour  ces  deux  racines,  le  polynôme  peut  avoir  une  valeur  po- 
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sllivr;  il  csl  d'aillt'iirs  Imijoiirs  posilil  pour  ./•  =  ^,  >i  I  «m  sii|»|)»)S(' 
<|iu'  ;  n'anmilr  \mi<  V.  .lo  fcnn  rcmaniurr  aussi  (|ii(*  1''  <'sl  loiijdiirs 
nrj;alif  si  l\»u  riMiiplac»'  ;  cJ  .r  par  les  vali'urs  de  deux  lacincs 
(juciconques  ilr  ri'qiiaiioii  (i). 

D'où  la  proposilion  snivanlr  : 

Si  l'on  donne  à  ^  une  vah'iir  arljitr.iirc  iraiiimiaiil  pas  1',  l'iWpia- 
lion  F(.r,  5)=oa  toujours  au  moins  deux  racines  r('ellos;  on  dé- 
sij;nanl  par  ./•'  vl  x"  celles  de  ses  racines  ipii  avoisinenl  ç.  on  |miiI 
ariirmer  (jue  cliacun  des  inlervalles  coin|)ris  enlr<'  les  nonilires  ./•' 
cl  ;,  ;  et  .r"  rcnlenne  au  plus  une  racine  de  l'éipialion.  La  sinijjlc 
subslitiilion  des  nombres  .r',  ;  et  .r"  fera  donc  connaître  exacte- 
ment le  nombre  des  racines  comprises  dans  ces  inlervalles. 

La  méthode  précédente  exige  la  résolulion  au  moins  approchée 
d'une  équation  qui,  généralement,  est  diiii  degré  supérieur  au 
sedond;  mais  il  est  toujours  possible  d'éviter  cette  résolution  en 
se  donnant  la  quantité  .r  (que  l'on  peut,  saulcertaines  restrictions 
inditpiées  dans  cha<[ue  cas  particulier  par  la  discussion  du  pol\- 
nônie  F,  choisir  arbitrairement)  et  en  résolvant  Técpiation  F  =  o 
par  rapport  à  la  quantité  ;,  (pii  n'y  entre  qu'au  second  degré. 

!2.  Comme  exemple,  je  considérerai  le  polynôme  LI„,  étudié 
par  .M.  Ilerniite.  et  qui  satisfait  à  l'f'qiialion 


cr-y 


<l} 


flr-^ 


^-■"^-^"->'  =  "- 


(  )n  trouve  aisément 


-4-C$  —  xf\(n  -t-  i)j"2— 4(  Il  —  \){n  —  ■?.)]. 

Désignons  par  A  la  |>lus  grande  racine  dr  léqualion  U„  = 

.  2  (  n  —  I  ) 


laquelle,  ccjmine  je  lai  montré  ('),   est  inférieure  à  —       '  ' ,  p\ 

j)ar  B  la  racine  qui  la  précède  immédiatement;  cela  posé,  si  ç  est 
compris  entre  —  B  et    f-  B,  l'équation  F  =  o  a  ses  quatre  racines 

réelles.  La  plus  grande  est  comprise  entre  A  et  ■'  .  cl,  comme 

\  n  -t-  i. 

il  est  facile  d'obtenir  une  limite   inff-rieure  de  la  fpi;intilé  15.  on 


(•)  Notes  sur  la  résolution  des  équations  numériques,  p.  6G. 


sl'h  i.a  sh:rAiivTioN  hks  racines  dks  tuUATioNs.  i  îy 

\(»il  (MIC   I On  |)i'iil   (li'diiirc   de    l.i    une   liiiiilc    -«iii»!  ricnic   i\r   \.   I.ii 

,  I  >  •  -2  (  /«  -^  I  )  . 

iilii-'  iK-iilc  iMciiK'  «'si  (le  iiicinc  comprise  onlrc cl  —  .\  ; 

^  Il  -\-  ■}. 

(|iiiml  ;m\  deux  iiulrcs  racines  v.  ri  'j.  I  une  ;i  iiiir  valeur  siipiMifiiic, 

I  .iiilrt'  iMir  vali'iir  iiilV-riciirc  à  ccllo  de  q,  cl  l'on  est  assiin-  (jik;  les 

iiilervalles  coin|tris  entre  le-  iioiiihrcs  a  el  ;,  ;  cl  [i  rcnfcrnienl  au 

plus  une  racine  de  rei|iiali<in  Li„z=o. 

Donnons  à  x  une  valeur  arbitraire  comprise  entre  —  A  et  -\-  A, 

el  soient,  pour  celle  valeur  de  ./•,   ;'  el  ;"  les  racines  de  l'tMpialion 

du  second  degrt'  en  ; 

FO,  ;)  =  o; 

on  peut  égalemenl  alfirmer  (juc  chacun  des  intervalles  compris 
cnlrc  ;'  el  JC,  x  el  ;'  renferme  au  plus  une  racine  de  Técpialion 
proposée. 

3.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  entièrement 
au\  é(pialions  dont  le  premier  membre  est  une  série  indéfinie, 
satisfaisant  à  une  équation  dilTérentielle  du  second  ordre  el  qui 
peut  être  regardée  comme  la  limite  d'un  polvnôme  entier  ayant 
tous  ses  fadeurs  réels.  Il  suffit,  dans  tout  ce  qui  précède,  de  sup- 
poser n  infiniment  grand. 

De  pareilles  équations  s'offrent,  par  exemple,  quand  on  égale  à 
zéro  les  transcendantes  de  Bessel  et  certaines  fonctions  circu- 
laires. 

Considérons,  comme  applicalion,  l'équation 


cos  iJ'i.X  =  o, 

dont  les  racines  sont 

8  '        8    '         S     '      ■■* 
et  dont  le  premier  membre  satisfait  à  l'équation  dillerentielle 

d^y       dy 

In  calcul  facile  donne 
fl,    comme   vérification   dune  de>   propositions  précédentes,  on 


i'h)  alqkbrr. 

peut   i(niar(|ii«r  (|uc  rc\lc  «xprcssioii  doil  a\oir  un»'  valtMir  nt''j;a- 

—1 
livc  si  l'on  \  roinplacc  respecliv«iiunl  ./•  <l  ;  par  les  nombres  —  cl 

?^»  qui  salisfoiil  à  rt'ipialion  cosy/yj*  =  o. 
On  a  ilont"  riiiii^alilé 


(i4 


^M«>  —  -M<o, 


cl 


3        ig 
«'  >  9  +  7  >  -r 
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Itl'IiLi:   lll'S   SKiM'S   DE  Ill'Sr.ARTI'S 


^  f) 


Comptes  rciu/tis  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  I.  XCII;  iS8i. 

3.  Soit 

/(./•)=  A.r"H-  n.r''-'-f-  Cx-^^.  .  .  =  o 
iint'  r(|iiali»)ii  (lu  (Ici^rc  //. 

1^11    |)USilllt 

fn        -    V. 

/"„_o=Aa-  -!-Ba-t-C, 


/  =   .\(l>'-h   lîrt"     '-r-  C<'/''-2_^ 

on  \(»il  (jiic  le  intiuhrc  des  Nariiilions  de  la  suilc 

(il  ///.    /«-!•    fii-i'     ■■■■,    A-    ./i'    ./ 

est  mit'  liinilc  supérieure  ilu  nombre  des  racines  de  r('(|uall()n 
/[.r)=  o,  (jul  sont  plus  jji^randcs  que  le  nombre  positif  <7  (-). 

On  peut  (ibiciiii-  une  limite  plus  précise,  en  prenant  |)iiur  pdiul 
de  départ  une  lè^le  due  à  INewIon  et  qui  a  été  Toljjel  de  beaux 
travaux  de  M.  Sylvester. 

Formons,  en  clVel,  la  suite 

.        ji  ./>;.     /«     I  —  ffnfn-l'       O.fl-1—  3./„_,/„_3,       .  .  .  , 

I   (  //  —  •>.  )j'\  —  (  n  —  i  i/,  /', ,     (  /*  —  I  )/f  —  II/-,  /\     nf-  —  (  //  —  I  ) a J'l\  , 

<pii  se  compose  dun  nondirc  de  termes  préeisénu'nl  égal  au  tuunbre 
des  termes  de  la  suite  précédente. 


{')  Nous  aviins  supprime  les  deux  prcniicrs  numéros  de  celle  Noie,  qui  ne  sont 
c|uc  lu  reproduciiiiri  de  proposilions  déjù  données  (p.  ^7  el  jS).  Iv   H- 

(')  Ce  tliéoniiic  il  (•lé  d(''jà  (l<'nionlr('  à  hi  pii;;r  C».  K.  |{. 


1.^3  A1.0hDnF.. 

On  (l<in()iili<Ma  aisi'^incul  la  |)ii>p(i»iln)ii  sinv.inlc  : 

Le  nombre  tirs  racines  de  /'ri/iitition  /[.r)=  o,  t/i/i  sont  su- 
périeures à  a,  est  nu  j>liis  r:j<ii  au  nombre  des  rarifitions  de  la 
suite  (i)  qui  correspondent  à  des  /tr/znanences  de  Id  suite  (5). 

C^'ll»'  rr£;lc  sera  sou\riil  irmir  a|»|)lirall*)ii  |tliis  rominodc  <jiic 
crllr  i\c  M.   Svlvestcr,   puiscuiellr  cxij;»'  xMilciucnl    le  calcul  des 

Moiiil)resy„,  y„_, /«'.A   donl  la  valeur  s'ollrc  d'cllo-mciiie 

(jiiaiid  on  calcule  le  nombre /(rt). 

Comme  application,  je  considérerai  Ti-cjualion 

x^  —  7.  J-*  -+-  3  j-  —  S  =  o. 

Celle  équalion  ne  peut  avoir  de  racine  négative.  En  substituant 

-h  I  dans  la  transformée  en  ->  (tn  voil  iinniédialcniciil  (iircllc  n'a 

pas  de  racine  inférieure  à  -h  i .  En  substituant  -+-  i  dniis  le  pre- 
mier membre  de  l'équation,  on  obtient  la  suite 

qui  présente  trois  variations;  réfjualitin  peut  donc  avoir  une  ou 
trois  racines  positives. 

Mais,  si  Ton  forme  la  suite  auxiliaire 

-H  I,       —  ■},       -f-  5,        +11, 

on  voit  fju  il   n  \    a  (ju  une  seule  variation  de  la  prcniiére  suite  à 
laquelle  corresponde  une  permanence  dans  la  seconde. 

L'équation  proposée  a  donc  une  seule  racine  réélit-  qui  est  su- 
périeure à  l'unité. 


SI  i;    I.  \   si:i' A  i;  \  I  h  •  N 


l^u:I^'ES  des  koiations  m  mékkji  es. 


Comptes  rendus  ries  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  XCII;  1881. 


\.  On  poiil  Iroiivcr  aisénioiil  un  ^^rand  nombre  de  lliforrmcs 
(|ui  fournissent  une  limite  du  nond)rc  des  raeines  d'une  éf|ualion 
(|ul  sont  comprises  etilre  deux  nombres  donnés.  11  semblf  mrine 
cjue  celle  mullij)lieité  de  proposilions  obscurcisse  la  question  plu- 
tôt qu'elle  ne  réclaircit;  c'est,  en  elFet,  un  problème  dillieile  à 
résoudre  que  de  déterminer,  une  équation  étant  donnée,  quelle 
est  relie  des  règles  dont  l'emploi  est  le  plus  avantageux.  Je  crois 
néanmoins  que  leur  ('lude  est  de  la  plus  «grande  importance;  dans 
la  |)!alique,  les  ('([uations  se  présentent  en  cflet  sous  des  formes 
bien  (lifTérentes,  et  chaque  forme  déqualion  donne  lieu  à  des 
théorèmes  spéciaux  dont  chacun  prt'senle  des  avantages  particu- 
liers. 

J'en  ai  déjà  donné  un  exemple  en  montrant  comment  la  règle 
des  signes  de  Descaries  s'étend  au  cas  où  le  premier  membre  de 
l'équation  est  exj)rimé  au  moyen  des  polvnomcs  de  Legendre  ou, 
plus  gé-néralenu'nt,  au  movcn  de  jiolvnùmes  satisfaisant  à  une 
é(juation  linéaire  du  second  ordre.  \  oici,  dans  le  même  ordre 
d'idées,  quehpies  propositions  très  simples  cl  ipii  peuvent  être  de 
(juelque  utilité. 

!2.  Soil,  en  (h'signant  par  o  une  cpianlilé  posilive  quelconque  el 
par 

des  fpia(iiii«''s  réelles  quelconques  rangées  par  ordre  croissant  ou 
décroissant  de  i;rand<Mir, 

(.r  — ao)*^        (.r—  a,  )'"       "■       (.r  — a„_,)w* 


i5)  ALaKiinF.. 

Cola  |>«)SC^,  5  d6si^ii;«iil  imc  (Hi.iiilili'-  (intli'nmnir  comjtiisc  cniro  a, 
<*l  Xi\fi,  '''  nombre  dt\s  rticinrs  </<•  l't'ujuation  V [.r)=  o,  </«/  ao/// 
comprises  entre  \  et  ï/^i,  ''.v/  nn  pliiséi^al  nu  nomhre  (/es  niler- 
nances  de  la  suite 

A/*,  A,.,  \     ,  A, 


(^oinmc  application,  consicliTons  Téqualion 

I  I  I 

H =  o. 

.r  —  7.        ./•  —  i        J"  —  ;> 

En  dcsignanl  par  s  une  quantité  infiniment  petite  et  en  siibsli- 
liiant  succcssivenienl  — y..  ' -^- s,  n  —  s,  H- x.  on  iroiivc  1rs 
suites  suivantes  : 

I  —  I    -    I  .       l  —  \  -h  -j:.      —  J  -4-  •  —  z.       I     -  I  -(-  I . 

Comnfe  cllo  ne  pF'éscnlcul  aucune  allernaiicc,  du  en  cnmliil  ijik' 
la  proposée  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

l].   Si  M  est  u/ie  t/ua/ititr  positiie  «/ue/co/i(/itc,  /'éf/initio/i 

ti  -r-  l).r  ^-  rx(  .r  —  (»)-»-  d.r(  .r  —  (o  )  (  .r  —  Jt  (u  )--(-...=  o 

n  (lu  moins  autant  de  racines  positi^^es  fjue  V équation 

a  -^  Itr  -\-  cj*-t-  r/r'-T-.  . .  =  o  ('  ;. 

Soil,  par  exemple,  le  polvnùme  hypergéom<'lri(|in'  «lu  <I(j,m('  // 

„,     ^              //  ./•        /<(«  —  i)j"(y  — (jj) 
V(t)=-  I — I 

17  1.2  %{'L-\-  \) 

n(/i-^i)(n  —  a)  x(t  —  w)(j* — ifn) 

\  .  >  .\  a(  a  -T-  I  )(  a  -f-  •;-.)  '  "  '  ' 

OÙ  a  et  w  désignent  des  quantités  positives  quelconques  ;  il  ré- 
sulte de  la  proposition  j)récédenle  que  l'équation  F(x)=u  a  au 
moins  autant  de  racines  positives  que  l'équation 

H  ./■        ni  n  —  I  p         ./  -  in  n  —  i  |(  «  —  -i)      x^  _ 

I    a  \  .1        ïd-i-i;  1.2.1  i.'2.J~^''' 

(•)   Voir  pacc  23.  E.  R. 


SUn    LA    SKPAUATIiiN    OKS    nACINES    DES    ÉQUATIONS   NrMKIlIQUES.  |J5 

Or  celte  dernière  a  ses  n  raciru-s  n'-elles  ri  |)()sili\fN,  coiiinic  mi  li- 
Noil  iiisi'iiicul  p;ir  ré(|ii;ili()ii  (lilliTciilicllc 


r/M-      ,  il  y 

il.r*  <t.r 


à  l.Kjuelle  salislail  son  preniici-  iiicmhri'.  l^"<'tjiialioii  F(.r)=o, 
(|iii  esl  également  du  dej;ré  n,  a  donc  loiiles  ses  racines  réelles  et 
positives  (  '  ). 


(')  Nous   sii|i|)iimoas   la   lin   de  celle  \<ile,   <|iii    nesl  que  ht   reprudurlion  des 
pages  1 1  cl   I J.  l'-  l{- 


sn< 


m:s  Eoi  ations   \Lr.i:nRioi  es 


=  o('). 

X  —  «0  ■^ "l  '■         "il 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i.  \CIII;  1881. 


3.  Soient  ;  cl  ç'dtnix  nombres  arhilraircs  ne  comprenant  aiiciinc 
des  quantités  0^,  rt,,  r/o,  .  .  . ,  et  tels  (|ue  les  nombres 

iornienl  une  suile  croissante  ou  dëcroissanle. 

Le  nombre  des  raeincs  de  ré(|ii.ition  |>roj)osée,  (jiii  sont  com- 
prises entre  ç  et  ç',  est  au  plus  é};al  au  nombre  des  variations  des 
termes  de  la  suile 

A;              A/^,              A,-^,                        A,_, 
-,, 1-  r> ^  fi ' ^••■-^  i ' 

Ç  —  «/  Ç  —  Ol-t-l  Ç  —  «l-t-î  ç  —  «/-l 

A/  A,vi  Ai-Hj  A/_, 


z r-  ^5 p-  ^7 r  .  .  .-t-  Z7 , 

5  —  «/        $  —  «i+i       Ç  —  «i-HS  ç  —  «i-i 

A,-  A,vi  A/+J  A/_i 


a,-t 


A/  A/H-,  A,+j  A,-_ 


-^  , 


;  —  «/       ç  —  «/+i       ?  —  'ï/^î  ;  —  «i-i 

.rajouterai  la  remarque  importante  qui  suit  : 

Si  l'on  désigne  repeclivement  par  P  et  par  (  )  h-  plus  petit  et  le 
plus  grand  des  nombres  comj)ris  dans  le  Tableau  précédent,  la 
valeur  de  la  fonction 

A„  A,  A„ 


X  —  ao       X  —  a\  X  —  a„ 

demeure  toujours  comprise  entre  P  cl  (^,  lorsque  x  varie  enlre  ; 
cli'. 


(')  Nous  avons  supprime  les  n""  1  cl  2  de  relie  Noie,  qui  ne  sonl  que  la  repro- 
duction du  théorème  dcinonlré  h  la  pape  '\\.  V..  II. 


sin    LKS   KQUATIONS   ALUKDniQt'F.R.  1.»- 

l.  Les  consid/Tiilinns  |tr('cr<lcMl('s  Irnuvciit  une  a|i|)li(-:iti(in 
Innni'-tlialc,  loixiiic  l<'  |»nlvtiùin('  du  dc^^rr  //,(|ui  lornic  le  [(rcMiiier 
lui-ndur  d'uiu-  <'(|ii:it  nui,  l'st  d/lcnuiiK'  par  Ic^  xalciiis  i|u  il  |iiriHl 
|)our  (//  -+-  l)  valeurs  de  la  variahic. 

I^our  en  donner  un  exemple  simple,  soil  le  poUnônie  //  délei- 
miné  par  les  eondillons  (pie,  pour  les  \aleurs  de  ./"  éfjales  à  a, 
a-r-h^  (t-\->.li,  ...,  (i-\-nlt,  il  pieiiiie  res[)eclivemeiii  les  va- 
le  urs//„<  n  {1  it-if  •  •  ■  f  "il  '-  ""  nu  la,  en  supposa  ni  //  j)o>ili(,  la  |ii(i- 
posilion  suivante  : 

Le  nombre  des  racines  de  réiiiiation  ii  =  o,  f/ui  sonl  infé- 
rieures à  rt,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  allernances  de  la 
suite 

Uo  —  nU\  H 1 Ho  —  .  .-.  ±  Uny 

et  te  nondire  des  racines,   qui  sont  supérieures  à  a-^-nU^  est 
égal  au  plus  au  nombre  des  allernances  de  la  suite 

n{n—\)  , 

u„  —  nu„.\^ ^ «„_.,  —  ..  .±iAo- 

,').  Lors(pie  l'on  sii|»pose  (pic  les  (pianlilés  r/,,,  a  y,  a.^,  .  .  .  sonl 
en  nombre  iiidiiimenl  i;iaii(l  et  inliniment  peu  dilh-rentes  les  unes 
des  autres,  on  ohtienl  diverses  propositions  inh-ressanles  relati- 
vement aux  ('(juations  de  la  ("orme 


*j  II 


dz  =  A. 


où /"(c)  dtjsigne  une  fonction  queiconcjue  de  r-,  continue  ou  dis- 
continue, et  A  une  (pianlitt"  constante. 

On  peut  aussi  considérer  d'une  façon  j)lus  gc'nérale  l'iMpiation 


/ 


{z~xY 


dz  =  A, 


où  (ij  d(''signe  un  nombre  positil  queiconcjue.  Les  inlégrales  (pii  en 
constituent  le  premier  membre  se  présentent,  comme  on  le  sait, 
dans  jilusieurs  questions  importantes  de  l'Analyse.  Mais  je  ne  sau- 
rais ici  m'(Jlendre  sur  ce  sujet,  sur  le(|ucl  j'aurai  l'occasion  de  re- 
\enir,  si  l'Académie  veut  bien  me  le  permettre. 


LKS    KOIMIONS    1)K    LA    lOiniK 


Comptes  rendus  (les  scniiccs  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  \CIIl;  1881. 


(')  Nous  supprimons  enlicremcnt  celle  Noie,  qui  n'esl  que  la  rcprotluclion  ilc 
propositions  déjà  données  (p.  2^,  25,  28,  29,  3o,  3f,  38  et  Sg).  K.  M. 


SlIK 

l.'INTIiODICTION  Itl-S  [.()(i  \i{iTinii:s 

DANS    I.KS    niIlKllM  >!>«     ni  I     lti;  H;iOIIM  N  T    I  NK    I.IMITK    SlI'fHIKl  UK    1)1     XlMIlKi; 

nrs  iiAci.NKS  I)  iNK  f;gi  atiun 

yri    SdM     ((Oll'ItlsKS    KNTRE    UEl  X    >t>>lllUK-i    ltnN\(;s    ('l   . 


Comptes  rendus  îles  séances  de  /'Académie  des  Sciences,  i.  \C.III:   i>i>>i. 


!2.    <  h)  |)riil .  i|;iii«^  un  i^MMiiil  nom  I  tic  d  ;i|)|ili(;ili()iis  du  llirorriiio 
(lu  11"  ''lo  (p.  3q),  éviter  l'cinpldi  dos  loj;arilliincs. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 

(  1  )  AoX"»-f-  A|  j:"i+  Ao.r^j-)-.  .  . -i-  \„x'^n=:  o, 

où    n»,  ^1,  r7o,  ....   ff„   d('sii,Mienl  des   ii()iid)rcs   croissants  arbi- 
traires,   rationnels  ou  irrationnels. 

Si  Ton  pose  x  =  f'~»",  le  nombre  ni  des  racines  positives  de 
r<'(piiilioii  (  i),  fpii  sont  comprises  entre  zéro  et  un,  est  ép^al  au 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

Ao^-"  .'  -+■  A,^-"..>  H-  AjC-"^/-!-. .  .-H  A„e-«-..>'  =  o, 
ou  nicore.  (•>  rlésij^naiit  une  «piaiililé  arbitraire,  de  ré(|uation 

Su|)po-^oiis   le   nombre  (•>  Irllcmenl   (•lioi>i  ipic  toiilcs  les  (pianlil('-s 

t<)  —  fi„,     (O  —  f/|.     (!)  —  «2 'O  —  a„ 

>oieiil    posilivrs. 

l*-ii  lai-.aiil  applical  ion  de  II  propo->il  ion  jtn'ei'deiile  et  en  eonsei- 
\.inl  lr>  nu- mes  notations.  relaliN ciiicnl  ;iii\  (pi.ml  i (('-;/>„,  />, /*„. 


(')  Nous  avons  siippriiin'  Inn'  I  de  crtlr  Noto,  qui  n'csl  i|ii<    l,i  i(|iro(|iiiiiiiii  du 
lhcori.'>iiic  (lu  11"  "20  (p.  .!<)).  i;.   |;. 


iG(i  Aiiiionr. 

on  voit  nue  m  rsl  an  plus  t'i;.il  au  noinlirc  des  \  aiialioiis  de  la  siiilc 


/>« 


I        u»  —  '«0              I        •"  —  «'0  I 

lop ,      /.„  lou -+-  Pi  lo{ 


,       »t>  —  (/^,  (<>  —  //l  ,       (I)  —  (l/l-l 

•^         "^  tu  —  «1  <»  —  ^j  ••*  —  *»/« 

Si  U(Mi<  (loiinons  à  u)  une  Irrs  i;r.iiul('  valeur,  »in  a  scnsiblcnicnl 


loi 


to  —  «/+, 


|)'(m'i  la  |)rn|)(^silion  suivanU*  : 

/.r  nombre  fies  racines  /i()sin\es  tic  fét/uff/ii)/)  (\),  (/i/i  sont 
inférieures  à  l'unité,  est  au  plus  é^td  au  luauhre  des  varui- 
tions  (le  la  suite 

po{oi  —  ao),     /'o(«j  —  ao)-+-/'i(«2— «i). 
Po{a\—  ao)-+-/'i(«ï— «i)-t-/'î(«3— «î), 


proposition  que,  clans  ma  prrcrclmle  (^omninnicalion  (  '  ),    j'avais 
(l«'(Juile  de  la  considéralion  de  l'intégrale 


e-~^F(z)dz. 


'.).    Une  autre  application  importante  du  llirorème  fondanicntal 
se  renrontre  dans  rf'tudc  des  équations  de  la  loitne 


=  o 


X  —  (lo       X  —  ai 


j  ai  d('-|à  donné  des  régies  permettant  de  déterminer  une  limite  du 
nombre  des  racines  (jui  sont  comprises  entre  deux  nombres  don- 
nés; mais  celles  que  l'on  obtient,  en  suivant  la  voie  (pie  je  viens 
rl'indicpjer,  sont  [)rcsque  aussi  simples  cl  beaucouji  plus  précises 
dans  un  grand  nombre  de  cas. 

(■)   Toi/page  38.  K.   15. 
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DONT  I.K  IMJKMIKn  MKMItltK  SATISI "VIT  A   liNK  KQLATIO.N 

1)Iiii:im:mii:li-i;  li.néaihk  du  skco.n»  okdhk. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  XCIV;  1882. 


I.  Il  r>l  important,  dans  iiii  granti  nombre  do  questions,  de  dé- 
terminer, au  moins  approximativement,  dans  quelle  réj;ion  du 
plan  xtnl  situées  les  racines  d'une  équation  algébrique.  La  mé- 
tliodc  suivante  peut  être  employée  utilement  dans  un  grand 
niMnbre  de  cas,  et  notamment  (piand  le  premier  membre  de  Téciua- 
lion   satisfait   à    une    «'-(piiition    din'érentielle    linéaire    du    second 


ordre. 


Elle  repose  sur  la  proposition  suivante,  qui  résulte  immédiate- 
ment des  théorèmes  que  j'ai  donnés  dans  mes  Aolcs  sur  la  réso- 
lution des  rqualions  /)///Hr/i(/ues. 

Soit  /(7)  un  polvnoMie  du  degré  //,  et 


\  =  x  — 


■i(ii  —  i)f'{x) 


supposons  (pie  I  une  des  racines  de  I  é(|ualion 
(I)  /(■v)=o 

soit  ; -i-r,/',  et  désignons  par  M  l'affixe  de  cette  quantité;  dési- 
gnons de  même  par  M'  l'affixe  de  la  (juantité  X  quand  on  v  (ait 
.r=  ;-|-Y,/.  Cela  posé,  si  par  M  on  fait  passer  un  cercle(ou  une 
droite  )  tel  (pu;  ruiu'  des  régions  du  plan  déterminées  par  ce  cercle 
ne  C(tnlienne  aucune  racine  de  ré(pialion  (1),  le  poini  M'est  né- 
cessairement dans  l'autre  r(''gion. 

l'iiiir   iiionlier,  par   un    exemple   simple,   l'usage    qii<>    l'on    peut 
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fairo  »!«•  cftlr  piopoMlion,  \c  t'onsi(lt'nM;ii   le  |>(il\  iiôiik',  de  dcyré 
/j,y"(j*)  qui  salisfail  à  r«''(|ualii>ii  du  second  ordic 

j-/*!  j-)  — (a-  -1-  a/»)/'(r)-(-  /i  f(x)=  o. 

fl  (iiii   ("Si  l«'  déiioiniiiiilrtir  de  la  icdiiilc  de  dc:;ft''  //    de  r'". 

Kii  Nt-rln  <if  celle  ((iiialiiiii  ddlcreiiliellc,  |)(tiii-  huile  racine  de 
l'<'M|iialinn  (H. 

on  a 

Y  _  •^(•^  -*-  a) 
•i/t  -f-  a: 

SI  .r  =  s -H '^1  '  est  la  racine  de  re(|nali(»n  (i),  doni  !<•  module 
est  le  pins  petit,  on  aui'a,  par  suite  de  la  pro|)osilioii  ('•nonci'-e  ei- 
dessus, 

mod >  niod.r. 


d'où  ^  <  —  (/?  -h  i)  et,  a  fortiori,  mod(j")>  n  -\-i. 

On  en  conclut  qtie  le  module  d'une  racine  quelconque  est  plus 
grand  (|uc  n  -\-  \ . 

tî.  Ln  désignant  par  ///  une  quantih-  ri-elle  fpiolconque,  consi- 
dérons toutes  les  droites  parallèles  à  la  droite  (pii  a  pour  équation 
/;}■/•, -h  ç=  o.  Supposons  (|ue  celte  droite  se  meuve  parall«''lenient 
à  elle-même,  le  point  oîi  elle  rencontre  Taxe  des  \  se  déplaçant 
toujours  dans  le  même  sens  vers  l'extrémité  positive  de  cet  axe. 

Soit  jr  =  i  -hT,  fia  première  des  racines  de  l'équation  (i)  qu'elle 
rencontre  pendant  ce  déplacement.  11  est  clair  que  toutes  les 
autres  racines  sont  situées  d'un  même  côté  de  cette  droite  et  dans 
la  région  qui  ne  contient  pas  le  |)oint  ç  =  —  -ji.  Il  en  résulte  que 
si.  pour  cette  valeur  de  x,  on  pose 

un  a 

m  (  r,„  —  r/)  -i-  (  $u  —  ;  )  >  o. 


Un  calcul  facile  donne 


£t. 


U-\  =  -'^-("  -'),-T 


T,(,  —  •/,  =  —  ?.(  a  —  I  )  — 


-4-  a  K  ç 

($-f-2n>-f-T,*' 

■}.  n  r. 


(  ;  -t-  2  n  y 
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d'où 

Ç*  -+-  T,*  -+-  a  «  $  -i-  'i  mil  T,  <  o. 

Conslruisoiis  le  point  A  iKinl  les  cdordoiiiii'C'S  sont  \ -~ — .in 
Cl  r,  =  o  ;  on  voit  <jiic  l'icnuilion  ç- -h  7,--|- 2// (; -h /// y,)z=:  o  est 
celle  d'un  cercle  [);issiinl  piir  le  j)()int  \  cl  r()rlf;inc  des  coordon- 
nées; la  laiij;ciilc  à  i'ori;;inc  esl  d'ailleurs  la  droilc  ;-{-//<•/■,  =  o. 

D'où  la  conclusion  suivante  :  Tout  cercle  |»as>ant  |iar-  les  points 
O  et  A  renferme  au  moins  une;  racine  de  l'équalion;  si,  par  les 
divers  points  racines  de  ré(juation  conlenus  dans  ce  cercle,  on 
mène  des  perpendiculaires  au  diamèlre  passant  par  l'origine  O,  et 
si  l'on  considère  celle  de  ces  droites  qui  esl  la  pins  éloignée  du 
point  O,  toutes  les  racines  sont  situées  -d'un  même  col*'-  de  celle 
droite  et  dans  la  région  du  |)lan  qui  contient  le  point  O. 

Soit  (.>  le  |)oinl  diamétralement  opposé  àO  sur  ce  cercle;  ce 
point  esl  situé  sur  la  droite  AA'  élevée  perpendiculairement  en  A 
à  l'axe  des  ç;  si  l'on  mène  par  10  une  droite  perpendiculaire  à  Oio, 
toutes  les  racines  seront  a  fortiori  situées  d'un  même  coté  de 
cette  droite;  elles  sont  donc  situées  dans  l'intérieur  de  la  courbe 
envelo|)p<''e  par  celte  droite  lorsqu'on  fait  varier  le  ravon  du  cercle, 
courbe  qui  n'est  autre  que  la  parabole  P  ayant  O  pour  foyer  et 
AA'  pour  tangente  au  sommet. 

On  peut  encore  limiter  davantage  la  portion  du  plan  qui  con- 
tient les  racines.  Ce  sera,  si  l'Académie  veut  bien  me  le  permettre, 
l'objet  d'une  nouvelle  Note,  dans  laquelle  je  communiquerai  éga- 
lement les  résultats  auxquels  on  parvient  en  appli(|uant  la  niethode 
précédente  aux  polynômes  liypergéométriques  F( — //,  j,y,^), 
qui  satisfont  à  l'c-quation  dillV-renlielle  tlu  second  ordre 

3.  I'>n  conservant  les  di'signalions  donl  j  ai  fait  usage  dans  ma 
Note  précédente,  considc'rons  un  cercle  passant  par  les  points  O 
et  A  et  coupant  en  N  la  parabole  P.  La  droite  menée  par  N  per- 
pendi<"ulairement  au  diamèlre  du  cercle  jouit  évidemment  de  la 
propriété  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (0  sont  silui-es  d'un 
même  côté' de  cet  te  droite.  Lors(]ndn  lait  vaini- le  ra\<tii  diieeicle, 
relie    droite    eiufdoppe    une   courbe    V    pas-.;inl    pai     1<-    point     \  (M 
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ronlonanl  loiilrs  les  racines;  de  eelle  «-oiirhe  P',  on  déd iiira  île  la 
im'ine  inanirre  une  inliniti-  d'atilres  eoiirltes  I*",  P''',  .  .  .  jouissant 
(le  la  inrnie  pronrii'-t»'  et  i|ui  ani'onl  |ioiir  liiiiilc  mu-  coiiilx' tz  ea- 
raeli'risée  par  les  conditions  suivantes  : 

I"   Kl  le  passe  par  le  point  A  ; 

a"  Si  N  désigne  un  de  ses  |i(iinls  cl  si  l'on  consliiiil  le  eerclc 
délerniini-  par  les  points  O,  A  et  .\,  la  tan{;enlc  à  la  courbe  au 
point  N  est  per[iendiculaire  an  diamètre  de  ce  eerc.l<*  «|iii  passe 
par  le  point  O. 

l)*oii  iripialion  dillVrenlicllc  siii\ante  : 

r/r,  inr, 


dont  I  inU'irraie  est,  en  coordonnées  polaires,  o  =  — : • 

La  conslanlc  arbitraire  />■  se  détermine  par  la  condition  que  la 
courbe  passe  par  le  |>oinl  A,  et  Ton  voit  que  Ton  doit  faire  k  =  o. 

D'où  la  con(  lusion  suivante  : 

Les  racines  de  ré<|nation  y(.r)=  o  sont  toutes  situ«''es  en  de- 
hors du  cercle  tracé  autour  de  l'origine  avec  un  rayon  égal  à 
In  H-  i),  et  toutes  situ('"es  dans  l'inti-ricur  de  la  branche  de  courbe 
transcendante  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  (o  depuis  —  ~  jus- 
fjuà  -h  r:  dans  l'é-qualion 

—  a  n  M 

P  =   — ■■ -• 

smw 

<i.  La  méthode  pr(''C(''dente  s'ajiplique  à  l'équation  dont  le  pre- 
mier membre  est  le  polynôme  hypergéométrifjuc 

F( —  11,7.,  ^  —  n  -h  i,  x), 
qui  satisfait  à  l'équation  linéaire  du  second  ordre 

^0  - ^)  -^1  ^\( "  —  *  -  '')^ -^  ^  -  "^  ^  ^]  '^-^  """y  =  o- 

Je  considérerai  seulement  les  racines  pour  lescpielles  le  coeffi- 
cient de  /  est  nul  ou  positif,  en  sorte  que,  ii)  =:  çH-7,i  désignant 
une  quelconque  de  ces  racines,  on  ait  r,  ?o.  Cela  posé,  en  faisant, 
pour  abréger,  'x  =  /i  —  i.  on   obtient    sans  peine  le  Tableau  sui- 


SLH    I.A   DISTniDrTION    DANS  t.F.   PLAN   DF.S   RACINES  D'UNE   ÉQUATION    ALGKBRIQL'R.    iC.'j 

vanl,  où.  fil  regard  dos  coiulilions  aux(|iiell('.s  satisfont  les  nombres 
a  cl  'j.  j'ai  |)liic<'  les  liinilalions  corresjjondanh's  relatives  à  ;  et  r, . 

jj  —  1  -^  u,  a  —  1  <  o r,  —  o.  iMiilfsIi's  ia<iiic'is<)!it  n  ri  les 

a-(-|i<o,  [Ji  —  5<o ùlt-m 

aH-{jt<o,  3  —  a<«i idem 

3* 

3  <o,  3»<  aî mod*aj>  H; 

a- 

P<o,  P*<xî ino(l(o       I 

?<„,?=<(?-, -..,' ,_^>-^_|L_ 


a<o,  3*>(3  — a-  a)2 iiiud  >i 

lo I 

a  >  o,  p->  a- modoj  <  i 

a  >  o,  a*<  a* moiPw  <  '—, 

"^  a- 

(  3  —  ot  —  a  )S 

a  >  o,  a*<C  3  —  a  —  '-il'' niou2(a)  —  i  )<  — 

•^  '  a- 

a  >  o.  a-  >(  ^  —  a  —  ijl )- inod (  w  —  i )<  i 

p-a  — |ji>o,  3ï<{^  — a- a)2....       mod  (^-;;^J<i 

^  _  a  -  jx  >  o,  pî>(?  -  a  -  a)^. .  .       niod'^  (-^J  <  ^-^      ^' 

p  —  a  —  IJL  >  o,  a-  <  (  ^  —  a  —  ;JL  )■- .  .  .  .       mod  (  to  —  i  )  >  i 

fp-a  — tx)» 


(;i  — a  —  [x)5 
p  —  2  —  ;x  >  o,  a-  >  (  3  —  a  —  ii)- .  . .  .       mod-(  w  —  i  )  > 


a  —  |x  >  o.  (  a  —  fi  )(  a  -  ^  )  >  o t,  < 


a- 

v/(îx-^)(a-p) 


,.  +  ?<„.(.-.,.)(,- ?)>o ^--^<_vli:t-tilpl> 

5.  Tels  sont  les  premiers  résultais  auxquels  conduit  la  nn'-lliodo 
exposée  ci-dessus  relativement  aux  polynômes  hvpcrgéométriqucs. 

Pour  nhienii-  dis  limitations  plus  précises,  il  serait  nécessaire 
de  construire  el  de  discuter  des  courbes  du  troisième  et  du  (|ua- 
trième  ordre. 

Je  ferai  observer  à  ce  sujet  que  la  mélliodc;  proposée  est,  à  pro- 
prement parler,  une  méthode  <rr./7?r7//s7/o//,  cpi!  pcrnicl  de  liiniler 
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do  plus  en  plus  la  portion  du  plan  occupée  par  les  racinrs.  Dans 
le  cas  griural,  la  diflicullé  des  consiruclions  cl  la  complicalion 
des  calculs  horncnl  hicnlôl  les  icsullals  que  Ion  p«iil  obtenir^ 
mais,  par  un<-  «••pialion  parllculicrc,  on  i>iiil,  sans  trop  de  dilti- 
cullés,  pousser  assez.  loin  la  limitation  clicrclicc  et,  au  besoin,  lairc 
usa^e  de  consiruclions  i;raplii(pies  cl  d'une  épure. 


SI  li  OUEF.OIKS 


ÉoLATio.Ns  tka\s(;i:m)vmi:s. 


Cnniptrx  lendux  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  XCIV;    i88a. 


I.  Lrs  lli('M»rèiiirs  de  liollc  cl  de  Descarlos  s'a[)plir|ii('nl  aii\ 
t<jii;ilions  lianscciulaiilcs  ;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  consé- 
(|iuMiccs  si  .simples,  si  nombreuses  et  si  imporlantes  que  l'on  dé- 
duil  de  ces  deux  propositions,  relativement  aux  équations  dont  le 
premier  membre  est  un  polynôme  entier;  elles  ne  subsistent 
qu'exceptionnellement. 

I^V'lude  des  équations  cosj"  =:  o  et  sin.r  =  o  n'a  pas  appelé  l'at- 
tention sur  ce  point  :  les  fonctions  transcendantes  cos.r  et  sin  j' 
jouissent  en  ellet  de  toutes  les  propriétés  des  polynômes  entiers; 
mais  il  n'en  est  j)lus  de  même  quand  on  considère  la  fonction  lio- 
lomorpbe  G(x),  inverse  de  la  fonction  T(jr)  de  Legendre  et  in- 
troduite dans  l'Analyse  par  M.  \\  eierstrass. 

Dans  sa  remarquable  ibèse  Sur  le  développement  en  séries 
(les  i n lé i,"^ raies  eulériennes,  M.  Bourguet  a  donné  en  particuliei- 
le  (b'-yeloppemcnt  de  G(.r)  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r 
cl  l'étude  de  ce  développement  a  révélé  des  irrégularités  singu- 
lières tant  dans  les  signes  des  coefficients  que  dans  leur  valeur 
numérirpie. 

Il  semble  donc  de  quelque  intérêt  d'étudier  (pielles  sont  les  pro- 
priétés ('lémentaires  des  équations  algébriques  qui  s'appliquent 
aux  «(pillions  transcendantes;  et  à  cet  égard  je  distinguerai  les 
fonelinii-,    Iraiiscendiinles    liolomorplies,    dont    les  farteurs  jiri- 

nniii  rs  su\\\  de  la  forme  *^'^  M  -   -  j  el  ddiil  le  I  \  pe  ^^l'in  r.il  csi 

-H'-O- 

l'tim  ;ibiéf;ei,  j«-  le>  ii|i|iellerai   triiiisicnddtili's   du  ^^cnre  un,  les 
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Iranscoixl.iiilrs  du  ijrnrr  /('ti»  rl;uil  i(>lli's  tloiil  les  l.ulciiis  pri- 
inairos  ne  rcnfcrmcnl  pas  (.l'oxpoiioulirllt'. 

2.  C'rla  posé,  en  »irsii;naiil  parl''(^.r)  iiiu'  liaiix  rndanlr  du  pro- 
inior  {jonrr  el  en  me  honiant  au  cas  où  TcMpialion  F(./')=o  a 
toutes  ses  racines  rrcf/es,  jt-noiuM'iai  les  pinposiiions  suivantes  : 

Toitfrs    /rs  (/èrii-ëes  de  F(-p)  sont  egalrniriit  drs  transcen- 
dantes du  firmu'rr  genre  et  les  équations 
F'(x)=o,        E'(x)=o, 

ont  toutes  leurs  racines  rèelles'i*). 

En  désignant  par  (.)  une  (pianlilc  réelle  quelconque,  si  l'on  pose 

V(x  ■+-  ioi)—  U  -H  t V, 

l'ccpialion  /.  i  --  'JL  \  =  o  a,  quelles  (pic  soient  les  quanlilés  réelles 
A  et  |A,  tontes  ses  racines  réelles. 

En  désignant  par  a„  -f-  </, ./-  -\-  a^JC-  +  .  .  .  le  développement  de 
F(jr),  on  a  les  inégalités 

•j.  n 

théorème  déjà  énoncé  par  Newton  dans  le  cas  où  F(j:)  est  un  po- 
Ivnôme  entier. 

En  apj)liquanl  cette  dernière  prcjposition  à  la  transcendant(; 
G{x)  et  en  désignant  par  a,,  «a,  .•  .,  a„  les  valeurs  des  coefli- 
cienls  de  son  dévelop|)en)cnl,  on  voit  que,  si 

n-r-i 

<th I  «n  +  l  ««-1  I 

est  né'galil",  a„_^^  et  «„_,  sont  alTectés  de  signes  contraires.  Celle 
circonstance  se  présente  rr('(|iiriiiniciil,  à  cause  niéiue  des  irrégu- 
larités (|ue  présente  la  suite  des  valeurs  nurnéritpies  des  coelficients 
cl  de  là  de  nombreuses  vérifications  des  Tables  calculées  par 
M.  Bourguet,  tant  pour  le  développement  de  G(a:)  que  pour  celui 

de cl  de  —,— — —• 

X(  J  -+-  I)  x{x  -\-  l) 

(')  M.  Hcrmilc  avait  déjà  démontré  [Sur  l'intégrale  eulérienne  de  deuxième 
espèce  (Journal  de  Dorchardt,  t.  'JO)]  que  G'(x)~-  o  a  toutes  ses  racines  réelles, 
cl  sa  démonstration,  qui  s'appuie  sur  la  méthode  de  Plana,  s'étend  d'elle-mènic 
au  cas  d'une  transcemlanie  quflrr)nque  rlu  premier  genre.  A  cette  occasion, 
.M.  Herniite  m'a  dit  tenir  de  M.  Genorrhi  (|uc  la  iiii'tliodc  Rénéralcinciil  attribuée 
:i  i'Iaiia  appartient  en  réalité  à  V    Cliio. 
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3.    \ùi  dt'sij;iiarit,  coimuc  ci-dessus,  par  F(^)iiiic  Iransccndanlc 
du  j^curc;  un  cl  av:nil  tnulr-^  ses  racines  rrellcs,  soil 


Il-     (Il-Vl'lil|l|l('llll'lll    (M> 


F(.r) 
Pii^iiiis,   //  ('•l.iiil   lin  iKMiiliiL'  ciilicr  (|iicl((iii(|iic, 

o(  .r)  = 1 — h ...  H ^—^ ; ^^— ! 1-  a„  ; 

i  .j..  .  .  n         \  .t..  .  A  II        II  I  .  '  I 

on  di'inoiilrcra  aist'iiuiil  (|ur  clia(  iinr  i\ii>  «'«lualious 

o{x)=o,        ç'(r)=o.         o'(x)=o,        »"'(^)=o. 

a  au  plus  uiu"  racine  rccllo. 

En  parliculicr,  si  //  est  pair,  l'équation  o{x)=^o  a  toutes  ses 
racines  imaj^inaircs  ('  ),  et  par  suite  ««  et  r/„  sont  de  même  signe. 

Si  l'on  |)Oso  p- —  =f(^jc),  on  en  déduit  que  toutes  les  fonctions 

f(x),    /"(x),    f'^ix),      ... 

sont  de  même  signe,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  atlrihuée  à  la 
varial)le. 

On  voit  aussi  (juc  dans  le  développement  des  diverses  fonctions 

.rr{x),   x{x -h i)r(x), 

X(x-hï)(x-i--i)r(x),       X(X-^l)(X  -h-2}(X-^'i)r{x\        ..., 

les  coefficients  de  toutes  les  puissances  paires  de  a:  sont  positifs. 
En  posant,  avi'c  M.  Bourguet, 

jr(  a: -h  I )r(;ï- )  =  Bo -f-  B,  j: -f-  Bja^î  + . . . , 

on  en  eonclul  aisénicnl  (|uc,   pour  toutes  les  valeurs  y;rti/-(?5  de  /, 
les  (piaiil  liés 

213/-^  H,_,,     GB/-+-  >lî/_,-t-B,_2,     v.iB,M-2GB/-,-H9B,-2-i-B/_3,     ... 
(')  Il  L-n  rcsiilic  nécessairement  que  l'équalion 
a  «^alcincnl  loulcs  ses  racines  imaginaires. 


sonl  positives.  I,.i  iiu'ine  cliosr  n'a  |>a->  lieu  piMir  les  \.ilcm--  mi- 
pairos  île  i;  les  si};nes  dos  (|iiaiitilis  pit'-ccdjMilcs  varient  alors 
d'uiir  fa«;on  irrt'jjnlièro. 

Toutes  ces  (|iiantilés  leiidenl  du  reste  très  rapideiiienl  \ers  zéro, 
et  l'en  dédiiil  do  là  un  luovcn  i\c  oaletilei-  de  |)i'oelie  en  jM-oelie  les 
valeurs  approelu-es  des  coolllicienls. 

La  relation  <)  1?)^  -+-  ')  Hc  --  Hin  >  «'  donne,  p.ir  exemple,  «pi and 
on  V  reniplaoo  H,;  et   l>,r,   |)ar  W-iirs  valeurs. 

1^18  ^  o,0()()Ot)i  golK^Ti; 

la  \aleur  donniM-  pai   M.  Hourj;uct  est 

lîjs  ^  O,  <•(>()  OO  I  <(0(")  4'.). 

Les  considôralions  qui  précèdonl  suffisent  pour  mettre  en  évi- 
dence le  rôle  important  (pie  joue,  dans  la  théorie  des  équations 
transcendantes,  la  notion  dos  ('acteurs  primaires,  dont  on  est  re- 
devahle  à  M.  \\  eierstrass. 


SI  i;  I  \  i>i  ri;i;Mi\  \Tin\  nu  okm^k 


FOM.TIOX  TUANSCI'N'DANTR   EiMIKIU:. 


Comptes  reiuliis  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCIV  ;    i88i. 


I.  Lm  <;raii(l  iioriihrc  de  pioposilions  relallves  aux  étjualions 
dont  le  premier  iii<'inl)re  esl  un  polyuùnic  entier  s'étend  au  cas  où 
le  |ti'eniiei-  nieinlinesl  une  lonclinii  Iranscendanle  ctilièrc,  lors(|ue 
cette  transcendante  esl  du  j;enre  o  ou  du  jj^enre  i  (')• 

F(x)  désigïiant  une  lonclion  de  cette  espèce,  on  peut,  par 
exemple,  affirmer  que  deux  racines  consécutives  de  l'équation 
F(>r)^  o  comprennent  une  racine  de  la  dérivée  et  n'en  com- 
prennent qu'une;  ou,  si  l'on  veut  encore,  que  deux  racines  de 
la  dérivée  comprennent  une  racine  de  l'équation  proposée  et 
n'en  comprennent  qu'une  ;  doù  en  parliculier  cette  conséquence  : 
si,  en  substiluant  dans  F(.7)  deux  racines  consécutives  de  la  déri- 
vée, les  résultats  obtenus  sont  de  même  signe,  l'équation  V(x)=  o 
a  des  racines  imaginaires. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  lerai  remarquer,  en  sup- 
posant, pour  simplifier,  que  F(^)=o  ail  toutes  ses  racines  réelles 
sans  avoir  d»;   racines  égales,  que  la  fonction  (') 

F'«(j:)— F(ar)F'(ar) 

(')  Voir  ma  Noie  Sur  r/ueiqites  équations  transcendantes,  insérée  dans  les 
Comptes  rendus,  séance  du  2.3  janvier  1882. 

(')  Plus  généralement,  V{x)  dt'signant  une  iriinscendanle  du  i;enre  zéro  ou  du 
({cnre  i,  les  équations 

F(a)-¥-  2xl-"{a)-h  F"(«)x'=  o, 

K(a)-t-  3xF'(«)-*-  ■ix-F''{a)-h  I"""(a)jr'  =  o, 

Vta)-h  ',.rV'(a)+  r,x^l'"{a)-h  ',  F"(  a  )  a:' -(-  F"'(a)x>  =  o. 


ont  toutes  kurs  r.iciius  iéillt>.  chhIIo  ijik;  <oit  |,i   (|u;Mililé   n'elle  </,  si  l-(.r)—  o 
a  toutes  SCS  larines  réclle-i. 


n  toujours  une  \;ilfiir  |»o>iili\<'  pniir  une  N.ilciir  ircllc  (|iiolo()n(]U<! 
de  .r.  Kn  ilôsij;ii.iiil  |»ai-  a  cl  't  deux  iMiiiics  coiisi-ciiiIn  os  de 
F'(j-)=  «1.  on  a 

l-(ail-'(x)<o         iM  F(p)F'(?)<o, 

F(a)F(p)r'(a)r(P)>o; 

on  a  du  rosir,  rn  vnlu  d'une  propriél('?  connue, 

F'(a)F'(p)<o; 
on  a  donc  ôj^alcnn'iil 

F(a)F(?)<o, 

ce  (|ui  dônionlre  la  propriolc  énoncée. 

^.  (Considérons  l'équalion  i -+- .r  sin.r  =  o,  qui  a  évidemment 
une  infinilé  de  racines  réelles;  les  deux  premiers  termes  du  déve- 
loppement du  pri-niier  incnilirc  <'ianl  i  -{- x-  et  ces  lermes  prc'sen- 
tarit  une  lacune  entre  deux  cuellieients  positifs,  on  voit  que  celte 
«'•quation  a  néccssaircnicnl  aussi  des  racines  iniafjinaircs,  si  l'on  est 
assuré  que  le  genre  de  son  premier  nicinhre  ne  dépasse  pas  i . 

On  voit  par  ces  exemples  qu'il  j)eut  être  de  quelque  utilité  de 
savoir  déterminer  le  };enrc  d'une  fonction  transcendante;  et,  à  cet 
égard,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  le  rapport  '  _" _^i  où  n  désigne  un  nonilne  entier,  tend 

vers  zéro  quand  z  croît  indéfininxenl,  la  fonction  f{z)  est  du 
genre  n. 

Pour  le  démontrer,  iniaj^inons  un  contour  S  (Milourant  l'origine 
O  des  coordonnées  et  tel  que,  le  point  .M  dt'-crivant  ce  contour, 
l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  le  rajon  vecteur  OM  aille  tou- 
jours en  croissant;  soit  p  la  plus  petite  valeur  de  ce  ra^on  vecteur 
et  considérons  l'intégrale 

_L_  ÇJIîlJ^  (,), 

•HT.  J^    f{  Z)Z'^    z  —  X  ' 

qui  est  prise  le  long  de  ce  contour. 

(  '  )  Je  tiens  de  M.  Hcrmile,  à  qui  j'avais  communiqué  ces  résultats,  qu'il  les 
avait  obtenus  de  son  cf'Ué  et  par  la  même  voie;  je  signalerai  aussi  à  ce  sujet  une 
Note  récente  de  M    Mittag-Lcfflcr  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une  , 
variable,  insérée  dans  les  Comptes  rendus,  séance  du  20  février  1885. 
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l'^lIc  l»'ii(l   \crs  zi'to   |iit-s<|iir  le  r;ivon   vctlciir  niniiiiiiirii  ■;   croît 
iii(lt''(inimriit  ;    sa    valeur    est    égale   à   la   soniinc    des    résidus  de 

-•^-^— >  relatifs  aux  infinis  de  la  fonction  située  dans  l'in- 

léricur  du  contour;  ces  résidus  sont  d'ailleurs  :  pour  ;:  =  x, 


/ix)x»' 
pour  z  =  o, 

—  9(t) 


o(jr)  désifi;nant  un  polynôme  de  degré  (/t  —  i);  pour  une  racine  -/ 
t\c/(z)=o. 


1"{-X  —  X) 

On  déduit  de  là 


/{X 

ou  encore 


/< 


fx)  r  ^      X"      1 

=  Iim     :i(  .r  I—    >  

-r)  L"  .«^a'M  .r  —  a  )J 

—  lim    o(./-)~  >   ( i -*-...-' f- ; 

L'  ^V    a"  a"-»  a        ^  — a/J' 


d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  eljc,  el  en  désignant  [)ar  <I>(./) 
un  polvnômc  du  degré  n, 

Celle  expression  montre  quey(j:)  est  elTeclivemenl  une  transcen- 
dante du  genre  n  et  met  en  évidence  ses  fadeurs  primaires. 

3.   Si  Ion  suppose,  en  particulier,  que  F(x)  soit  de  la  forme 

où  y,  (jr),  yofj:),  y":,  (x),  ...   désignent  des  polynômes  entiers  et 
rï,,  rto?  f^f-Sf  '  •  •  des  constantes  quelconques  réelles  ou  imaginaires, 

.      .    ,  ,.        F'(x) 

on  voit  aisrinonl  fine  lim  — pr; — :  =  o,  pour  jr  =  yz. 
'  X  r (x)  ' 

La  transcendante  F(j")  est  donc  du  genre  i;  il  en  est  ainsi  en 

particulier  de   la    fonction  i -h  orsin  j:,  et  l'on   voit  eflTectivement 

que  réfjuatioii  i  H- .r  siii.r  =  f>  a  fies  racines  imaginaires. 


SI  R  LKS 

lONCiioNs  DU  (;i:nui:  zi:u(> 

KT 

1)1    (;i:mu:  in  o, 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  XCV;  i88i. 


Soil  <I>(.r)=:  Ao  4- A,  .r  4- .  .  .  H- A„.r"  iiii  poix  iiômc  ctilici-  du 
dej;ré  /»,  dans  lc(|ucl  1rs  coelficicnls  A„,  A,,  ...,  A„  sont  des 
fonctions  du  nombre /».  Supposons  que,  n  croissant  indcTininienI, 
<I>(.r)  ail  pour  limite  une  série  V{jc)  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  variable;  supposons  en  outre  que  <I>(j')^  o  ait,  pour 
l(tiit<"  v.ilfiir  de  /?,  ses  racines  réelles  cl  de  niénio  signe  (il  siiClit 
même  <|ue  l'on  puisse  assigner  un  n(tml)re/>,  tel  (pie  celle  pro- 
priété ait  lieu  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à/');  je  dis  que 
F(j-)  est  égale  au  produit  d'une  fonclinn  enliérc  du  genre  zéro 
par  une  exponentielle  de  l;i  forme  r"'+*,  où  a  cl  h  désignent  des 
quantités  constantes. 

Soient,  en  effet,  a,,  7.2,  ...,  a„  les  racines  de  Técpialion 
4>(j:)=  o  que  je  supposerai,  par  exenq)lc,  loiilcs  positives  cl  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  en  sorte  que  Ion  ait  a,  ^aa  5^3,  ...; 

V  I  Al  I  I-      •       *-     •  n 

on  a    7  —  = 7->  quantité  fiui  tend  vers  une  limile  lime  0,  et  1  on 

^^ixi  Ao      '  '  '  ' 

conclut    que,    [ÎJ,,    ^joi    •••     désignaiil    les    racines    de    F(.r)=o, 
N  Q-  a  une  limile  finie  au  plus  égale  à  p  (*). 

(  '  )  Sur  ces  dcnominiilions  voir,  dans  les  Comptes  rendus,  ma  Noie  du  23  jan- 
vier 1882,  Sur  quelques  équations  transcendantes,  cl  le  Cours  professe  à  lu  Sor- 
bonne  par  M.  Hcrmilc  en  1881-1882,  p.  72. 

(')  Elle  peut  élre  moindre:  en  posant  en  ciïcl '!•( j:)  —  (1  —  x)|  1  —  -  j  ,  mi 
a  p  =  a  el,  rclalivcnienl  aux  racino  de  l'(  j)  =  c"'(i  —  x),    7   —  —  1. 


SUU    l.tS    FONCTIONS    l>i:    GKNIIE    Zl:Uu    KT    ItU    (iKNIii:    IN.  |-j 

i  =•  n 

I  osons . =   > cl,   (l.iris  le    (iL-vcloppciiuiil .   (oiim- 

1  =  1 
dt'ioiis  If's  Iciiiics  <|iii  correspoiidonl  aux  valeurs  de  7^  iiil(  rnurcs 
;i  un  MOiiil)!'»'  (ixc  arl)ilrairi"  />  ;   en  dt-sigiianl  par  M/,  leiiscinhlc  de 
ces  IciiiK's  et  par  I\a  I<'s  autres  termes,  on  j)cul  écrire 

't>'(x) 
<p(j-) 


On  a 


^OL,  —  .r       j^%,  ^'^f  ^■3.> 


égaillé  où  le  dernier  membre  est  une  sérié  convergente  pour  toute 
valeur  de  .r  comprise   entre  zéro  et  a;^.  En   désignant  par   t^   le 

i  =  n 

nombre    7  —  >  on  a  d  ailleurs 

i  —  n  i  -  n 


i  —  n 


i  =  k  i-^k 


Pour  toute  valeur  de  j*  positive  et  plus  petite  que  a^^,  on  en  con- 
elut  <|ue  Ra.  qui  <'>t  pl"'^  ^rand  que  7/;,  est  plus  petit  que  — ^-^— ; 


T 


il  est  donc  de  la  l'ornic ^.    0   désignant  un    nombre  conqjris 

1 '■ 

entre  zéro  et  un. 

yr  avant  une  limite  finie,  il    existe  une  fonction   entière  du 

genre  zéro,  Gu(.r),  qui   a   pour  racines  les  quantités  |jo,  [j\ 

(pie  je  supposerai  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur;  posons 


Ou,      , 

1  =  1 


et  distinguons  dans  ce  développement  l'ensemble  des  fractions  par 
lesquelles  (iJ/  est  <  /.  ;  j'appellerai  \\  l'ensemble  de  ces  fractions. 
Ola  posé,  il  est  clair  que  si,  dans  l'égalité  (i),  on   fait  croître  n 


incii'lininicnt .  Ir  pirmu-r  iiifniltro  a  pour  liniiU'  —  ,,  ,  cl  <itio  iM^ 
a  pour  liinil»'  1\,  Wf,  a\aiil  |>niir  liinilo  nii»^  ronclioii  \\\  (jiii  csl, 
comme  Hà.  «l^"  l»»  iorino  — *f^-.  où  0  désigne  iiii    nombre  toniprls 

«A 

entre  zéro  ri  un  v\  7\  la  liinilr  do  a-*  quand  n  croîl  indéfinlnicnl. 
On  a  d<it)'-  T'-^alité 


V(j-) 


=  P,-^l\\; 


faisons  maintenant  croître  indéfiniim  ni  le  nombre  positif/.  ;  par 
définilidii,  Vf,  a  pour  limih" 

Go(j:) 

ri  Kf^  a  pour  limite  la  limite  de  7^,  laquelle  est  un  nombre  positif 
fini  7",  on  a  donc 

l'(x)  Go(x)  ' 

d'où,  en  intégrant, 

F(.r)=  f-ff-r-»-TGo(a'). 

Otle  égaliti-,  ('tant  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  positives 
inférieures  au  nombre  a^,  (jui  peut  être  rendu  aussi  grand  que  l'on 
veut,  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  Jc;  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

En  j)articulier,  on  lait  voir  aisi-mcnl  f|ue,  si  l'équation 

ao -+-  rt  1 X  -f- . . . -H  a„  ar"  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  de  même  signe,  il  en  est  de  même 
de  l'équation 

ao-r-  qaix  ~  q'' a^x^-^.  .  .-4-  q"'^anX'*  =  o, 

lorsque  q  est  un  nombre  plus  petit,  en  valeur  absolue,  que  l'unité. 
Il  en  résulte  qu'en  posant 

l'équation  ^(x)^o  a  toutes  ses  racines  réelles  cl  de  même  signe. 


Sim    LES    FONCTIONS    VV,    OENIIK    Zl  HO    KT    Ml;    OKNHR    l'N.  I^'^ 

Kii  laisaiil  croîlrc  iiKlcfininiciil  \c.  iioinhic  /i ,  on  a 

V'.rî  7'^5  r/>'"'j"k 

I  .  -^  I  .  7. .  3  I  .  2  .  3  .  /{ 

et  Ton  en  conclut  (jiic  l.i  transcendante  F(x)  est  tic  la  lornic 
e^^'Go{-i')i  où  ()  désigne  une  fonction  de  ^  •''^  Gy(^")  une  lonclion 
entière  du  j;cnrc  /éro. 

On  dcnionlrerail  de  même  la  |)ropo.sition  suivante  ; 

Si  <t(.r)=o  auquel  que  soil  n,  loulrs  ses  racines  réelles, 
F(x)  esl  èsj^dl  ou  produit  d' une  fonction  entière  du  •^enre  un 
par  une  exj)onentielle  de  la  forme  e"-^'+*'+'',  oii  a,  b  et  c  dé- 
signent des  quantités  constantes. 
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Comptes  rvndus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCVIH;  1884. 


1 .  Je  considère  une  fonclion  entière  F(x)  du  genre  n,  et  je  sup- 
pose que  r('(|uati()n  F(.r)=o  ait  toutes  ses  racines  réelles,  ou, 
du  moins,  ail  un  ni)nibre  limité  de  racines  imaginaires. 

Soient  [3i ,  j^a,  . . . ,  ^A  les  racines  imaginaires  de  cette  équation  ; 
je  suppose,  pour  (i\cr  les  idées,  que  le  noinhre  des  racines  réelles 
négatives  soit  limité  et,  en  rangeant  toutes  les  racines  réelles  par 
ordre  croissant  de  grandeur,  je  les  désigne  par  a, ,  a^,  .... 

En  posant 

m 

I 

OÙ  les  ff,  désignent  des  quantités  variables  dépendant  de  la  valeur 
du  nombre  entier  /?J,  on  a  évidemment 

F(a:)=  lim  F„,(x) 
et 

V\x)=  limF'„,(j-). 

Y'^{x)  est  une  fonction  de  la  forme 

OÙ  <!>/„( jc)  est  un  polynôme  entier. 

Les  racines  de  l'équation  $„, (a:)=  o  sont  les  mêmes  que  celles 

de  l'équation 

V',Jx)  _ 
V,„{x)~ 
ou  encore  de  I  équ;ili(jri 


I  I  t 

H TT   H H..  .H r- 


4-  y — î —  =  o; 

^X  —  OLi 


SLR    I.E    OKNRE    DE    OUKLyrES    FONCTIONS    KNTIÉnKH.  I^ij 

celli"  ('(|iialioii,  mise  sous  forint'  ciilirre,  (-si  du  (Jogrt; 

(  /.  -+-//»-+-«  —  I  ). 

l'^llc  a  [m  —  i)  racines  réelles  respcclivcincnl  cuinpriscs  cnirc 
les  iioinhres  a,  <'l  Xj,  a^  el  a.,,  a^,  cl  a»,  .  .  . ,  cl  (|ui,  (|mlle  (|iic  soit 
la  valeur  atlril)ii('e  au  nnmlire  entier  m,  (leiiicurenl  comprises 
entre  des  limites  parfaitement  déterminées;  ces  racines,  je  les  dé- 
signerai [>ar  les  lellrcs 

Yi,     Tî.     73.     •..,     Y//,-i- 

Les  /.  •+-  n  autres  racines  peuvent  être  r(''clles  ou  iina;^inaircs, 
cl  la  valeur  de  leur  module  peut  croîlrc  indélinimenl  avec  le 
noml)re  nt\  elles  sonl  esscnlicllcment  en  nombre  limité,  eljc  les 
désignerai  ])ar  les  lettres 

0,,       0,,       ...,       Ok-^-n- 

On  a  donc,  en  désignant  par  A,„  un  nombre  dépendant  du 
nombre  entier  m, 

m  —  \  k  +  n 

..„(.).  A,„n(-^)n(-i)- 

k-^-n 

Le  facteur  1  j  f  i —  —  1  a  pour  limite  un  polynôme  entier  y'(^), 

dont    le   degré   est    au    plus   (/.-j-//)^    il    peut    être   d'un    degré 
moindre,    si    plusieurs  valeurs  de  o,  croissent  indéfiniment  aveo  le 
nombre  ///. 
On  aura  donc 

in-\ 

et,  comme  chacune  des  quanlilés  y/  demeure  comprise,  quel 
que  soit  le  nombre  entier  /;?,  entre  deux  limites  déterminées, 
il  est  clair  ipit;  la  limite  du  produit 

m— 1 

1 
est  une  (onction  entière  du  i:enre  n. 


i8o  Ai.nKnnF.. 

D'où  colle  conclusion  iinporliinlc  : 

La  dérivée  F'(x)  csl  mu-  foiiclioii  (Milirrr  du  fleure  n. 

^1.  I/éqiiation  »^,„(^)=:(^  ayaiil  au  filiis  k  -\-  n  racines  imagi- 
naires, ((Il  voit,  à  la  limite,  que  l'équalion 

F'(a')=  o 

a  également,  an  plus,  /»• -f-  //  racines  imaginaires;  c(>  nombre  étanl 
cssenliellemenl  limite,  il  en  résulte  que  F"(x),  V"'{^x),  .  .  .,  et  en 
général  tontes  les  dcrivi'es  de  V{jc)  sont  du  genre  n. 

!>a  dt'monslration  précédente  suppose  expressément  (pie  le 
nondire  des  racines  imaginaires  de  l'équation  F(.r)=  <»  est  limité; 
il  est  probable,  toutefois,  que  le  théorème  subsiste  encore,  même 
dans  le  cas  où  elle  a  une  infinité  de  racines  imaginaires;  mais, 
jusqu'à  présent,  je  n'ai  pas  réussi  à  en  obtenir  une  démonstration 
rigoureuse. 

3.  On  établirait,  comme  ci-dessus,  la  proposition  plus  gi'înéraic 
qui  suit  : 

F(jr)  désignant  une  fonclian  entière  du  genre  /i,  n'admet- 
tant qu'un  nomhre  limite  de  facteurs  imaginaires,  la  fonction 
suivante  : 

eoF(T)-+-e,  F'(a-)-+-e2F''(j-)-f-...^e/,  v'i'^x, 

où  h  désigne  un  nombre  entier  rjuelconrjue,  et  (-)„,  ("),,  .  .  .,  B^ 
des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  est 
une  fonction  entière  du  genre  n. 
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LORSQIE  LV  WniABLK  WRIE  EVTIIE  DLS  LIMITES  DÉTERMINÉES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCVIII;  1884. 


\.  Il  est  souvent  utile  clans  certaines  questions  d'Analyse,  no- 
tamment clans  la  recherciic  de  la  valeur  approximative  des  inté- 
grales définies  et  des  racines  des  équations  algébriques,  de  déter- 
miner des  limites  entre  lescjuelles  demeure  constamment  comprise 
la  valeur  d'un  polvnôme  F(j:),  lorscjue  la  variable  varie  entre  deux 
limites  données. 

En  supposant  les  nombres  ç  et  r,  positifs,  Caucliy  a  donné  la 
règle  suivante  :  Si  l'on  pose,  en  mettant  en  évidence  les  termes 
positifs  et  les  termes  négatifs  de  F [x ), 

F(x)=  Fo(j:)— F,(a7), 

la  valeur  de  F(a;),  lorsque  x  varie  depuis  ;  jusqu'à  r,,   demeure 
constamment  comprise  entre  les  nombres 

Fo(0-F,(T.) 
et 

Fo(r.)-F,(0. 

Cette  rc>gle,  dont  revactitude  est  évidente,  donne  généralement 
des  limites  beaucoup  trop  écartées^  on  obtiendra  des  résultats 
plus  précis  par  la  méthode  suivante,  cjue,  pour  plus  de  clarté, 
j  exposerai  d'abord  en  considérant  un  polynôme  du  cpiatrième  de- 
gré. 

-.    I',l;i(il  «loiiiié  le  polvnome  entier 

F(  j:)  =  «  -+-  /> j-  -h  cjt-  h-  fix^  -r-  ew 
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cl  deux  iKinihrcs  posilils  ;  cl  r,,  où  jr  sii|)j)Osc  r,  ;>  ;,  loiiiions  la 

suilc  des  nombres 

F|=  a-+-  6tj  •+-  cÇtj  -4-  rfÇ*Tj  -t-  fÇ'r,, 
Ft=  a-+-  6ïj  -1-CT,»  H-rfÇr,»  -t-  cÇ*T,*, 

F,  =  a  -+-  At)  -H  CT,*  -+-  rfTjï      -f-f$T(*, 

(lonl  la  loi  de  formation  est  évidente. 

Cela  posé,  la  valeur  du  polvnùnie  F(-p)  demeure,  lorsque  jr  va- 
rie depuis  ^jusqu'à  t,,  constamment  comprise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  des  quantités  Fo,  F,,  Fj,  F3  cl  F^  ;  j'ajoute  que 
le  nombre  des  racines  de  lY'cjualion  F(.r)=  o,  qui  sont  comjMises 
entre  ^  et  t,,  est  au  plus  éj;al  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

K.„     F,.     Fj,     F3,     F^. 

En  général,  soit  le  polynôme  entier 

F(x)=  OoT"  ■+■  a,  j-"-'  -+-  OiX^-^-h.  .  .-^  a,i-\X  -t-  a„  ; 

formons,  par  voie  récurrente,  les  quantités  suivantes  : 

Qo  =  «0.  Qi  =  Q,4  -  " ; .       Q2  ^  Qi  ?  =  «2,      .  •  • ,     Q«  =  Q«-i  $  -+-  «« 

et 

Fn=Q«,  I'«-i=r'„-^(r, -$)Q„_,,      P„-2=  !'„--,  + (r,- Or,  Q„-î,      ..., 

en  supposant  ^  et  r,  positifs  cl  r,  >  ç,  on   peut  énoncer  les  deux 
propositions  suivantes  : 

Le  nombre  des  racines  de  Inéquation  ¥{x)^  o  qui  sont  com- 
prises entre  \  et  y,  est  au  plus  rf^al  au  nombre  des  variations 
de  la  suite 

1*0,     l'ii     l's 1'//   i.     !'/( 

et  la  valeur  du  polynôme  F(x),  quand  x  varie  depuis  \  jus- 
qu'à r, ,  denn'ure  constamment  comprise  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  f^rande  des  quantités  P/. 
Soit,  par  exemple, 

V(x)=  X»  —  "ix^  -\-  x'^ —  'Jar*-i-4ar  —  2; 


I 


3 

-^i 

—  2 

-3 

-+-I 

—  I 

G 

o 

—  1 
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si  l'on  pose  5  =  1  et  Tj  =  2,  on  ;iiii-.i  !<•  'I";il)l(ini  suivant  : 

Coeffifionts  t\t:  l'i'(|iialii)ti .  .  .      i        —  vi       -Hi 

\'alcurs  dos  ()/ j        —    i  <> 

^'alt•u^s  des  ï*, a       — 14       — 0 

d'où  il  rc'siille  que  l'équation  F(.r)=o  a  iino  s(miIo  racine  com- 
prise enlR"  I  cl  •>.  et  (|ue  la  valeur  de  ce  polvnùrne,  (juand  x  varie 
dej)uis  I  jusiju'à  •>.,  demeure  comprise  entre  les  nombres 
—  I  i  Pt  4-  2i  la  règle  de  (laucliy  donne  les  limites  —  4"  et  H-  4i  • 
En  considérant  encore  le  même  pol_)iiôme,  faisons  ^  :=  a.  et 
Tj  =  3,  nous  aurons  le  Tableau  suivant  : 


1         —  -1 

-f-   1 

-i 

^l 

I                u 

-1-   1 

—  1 

-1-2 

— ()l              -HIO 

-+-IO 

-(-I 

+4 

d'où  l'on  voit  (jue  l'équation  F(.r)  =  o  n'a  aucune  racine  com|)rise 
entre  :>.  et  3,  et  que  la  valeur  de  ce  polynôme,  rpiand  x  varie  de- 
puis 2  jusqu'à  3,  demeure  toujours  comprise  entre  +  i  et  -f-91, 
les  deu\  valeurs  extrêmes  étant  d'ailleurs  H-  2  et  -h  ()i . 

La  règle  de  (>aucliy   donne  dans  ce   cas  les  limites  — i43  et 

-H  236. 

3.   Les  résultats  précédents  subsistent  encore,  en  en  modifiant 

légèrement  l'énoncé,  dans  le  cas  où  F(jr)  est  un  polynôme  de  la 

forme 

ay-t-  aix^>-+-  UiX^'-h .  .  .4-  (inX^x, 

les  quantitc's  a,  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  entiers, 
fractionnaires  ou  incommensurables;  ils  s'étendent  donc  au  cas  où 
F(j:)  est  une  fonction  transcendante  delà  forme 


SI  II  ()l'iaQUES  POINTS 


TIII-OItlK  l)i:S  KOl'ATinNS  NUMKIUOUES. 


Acta  mnthematica .   t.  IV;   1884. 


I.  Dans  tout  ce  (|iii  siiil,  à  moins  <jiif  je  n'rii  avorlissc  cxpres- 
sémonl,  je  (K'si^Mie  p;ir  ;  un  nonil)re  positif  on  nnl  el  par  t,  nn 
nombre  (juelconque  sii|)éri('nr  à  ç. 

Cela  posé,  en  considérant  le  polynôme  entier  du  degré  n 

/{t)  =  a^x"  -\-  aix"-^  -+-  rtjj-"-*  -+-  . . .  -4-  a„-ix  ■+■  an, 

j'y  rattacherai  le  polynôme  du  même  degré  '}(j:")  défini  par  l'éga- 
lité suiyante 

^  X  —  l  377)  Ç 

En  posant,  pour  abréger, 

•lix)  =  PoX"  -H  l\x"-^-h  1*23""-*-+-  ...-+-  P„_,X-t-  P„, 

il  est  aisé  de  déterminer  les  coefficients  P/. 
Si,  par  exemple,  on  fait 

fix)  =  OqX^  -t-  ai^s  -h  a, a?  -+-  03, 
un  calcul  facile  donne 

Po  =  «0    T,'  •+-  «1    T,-  -H  rtjT,  ■+•  az, 

P,  =  aoST,»-4-a,  T,»-t-aiT, -H  a.,, 
Pj  =  «0$*^,  -^  a,  ;t,  -(-  a,T,  -(-  «3, 
Pj  =  aoÇ'    -^-«1$*    -i-ai^-i-as. 

La  loi  de  formation  de  ces  coefficients  est  évidenle  et  s'étend  aisé- 
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mcnl  ail  cas  (\\in  polvnùinc  d\in  di'^^rr  <jik'Ic()ij(|ii(!  ;  les  cocfficienls 

<'\lr«'inc-;  sonl  /"(y, )  i-l  /"(^). 

î2.  Le  raliiii  des  iioiiil)rcs  1\  s'cfTcclnc  de  la  façon  la  plus  >iiii|)l<: 
par  la  inrlliode  siiivanlc  :  que  l'on  forme  d'abortl,  el  par  voie  ré- 
currente, une  suile  de  nombres  (^,  d('lermin('s  par  les  relations 

les  nombres  P,  seront  donnes  par  les  é<;alitt's 

P„  =  Q„,      ['„_,  =  !'„-+- (T.- OQ«-i,      P„-,  =  P„-,-<-r,(r.-t)Q„-î,      ..., 

Po=P,-f-r/'-'(r,-ï)Qo. 

3.  La  propriété  fondamenlale  du  polynôme  •i>(^)  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Le  nombre  des  racines  de  Véquation  f{x)  =  o,  r/iii  sont 
comprises  entre  les  quantités  Ç  et  r,,  est  au  plus  égal  au  nombre 
des  variations  du  polynôme  'y'(^),  et,  si  ces  deux  nombres  dif- 
fèrent, leur  différence  est  au  nombre  pair. 

Pour  la  démontrer,  je  remarque  que,  de  l'égalité  (i),  on  dé- 
duit 

(x-x){xr,-\)  x-x  ^^     ^        xy^-% 

f 
Pour    toutes    les    valeurs    de   x  comprises    entre   -  el  l'unité, 

est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 

les  puissances  croissantes  de  x,  et ^  développable  en  une  sé- 

xr^        y 

rie  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

Effectuant  ces  développements,  on  a  l'égalité 

7)  X  T^*  X^ 

la   série  doubli'  (pu  compose  le  second  membre   est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  ./•  comprises  entre  -  et  l'iinité',  et   le 
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nombre  «lo  ers  N.ilcurs.  pour  los(|ucllcs  clic  s'annule,  est  cvidcm- 
nienl  rgal  au  nombre  in  des  racines  de  ré(|naliony(.r)  =  o  qui 
sont  comprises  enlre  ^  cl  t,.  D'où  il  suit  cpic  ce  nombre  m  est  au 
plus  égal  au  n«)mbre  des  varialions  que  |)rcsentcnt  les  termes  de  la 
série;  ce  nombre  des  varialions  se  réduit  «r.nllt'iirs  au  nombre 
des  varialions  du  p(dvnôme  •}(.r).  Il  suflil  |)onr  le  faire  voir  de 
remarquer  <|ue,  le  |>i-cmier  terme  de  •y(./*)  «'tanl  y(Tj).x",  son 
cocflicienl  est  le  même  cpie  celui  de  lous  les  termes  précédenls  cl 
que  le  dernier  terme  étant /"(ç),  il  est  de  même  signe  (juc  tous  les 
termes  qui  suivent.  De  là  résulte  immédiatement  la  proposition 
que  je  voulais  démontrer. 

i.    Soil,  comme  application,  l'équation 

(a)  .r^ —  fx*  -h  J'^  —  3t*  -+-  4-r  —  ?.  =  o. 

En  posant  Ç  =:  o  et  7,  =  i ,  on  formera  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  des  coefficients. 
Valeurs  des  Q, 

Valeurs  des  P,- / .  .  . 

doù  1  on  conclut,  puisque  la  suite  des  P/  présente  deux  varialions, 
que  l'équation  (•^)  a  au  plus  deux  racines  comprises  entre  zéro 
et  -f-  I. 

Faisant  maintenant  i  =  i  et  r,  =  2,  on  a  ce  tableau  : 

-t-i        —   2        -+-I        —  3        -1-4        — 2 
-t-  I         —    I  o        —  3        -t-  I         —  I 

-h  9.        —  «4         —  6        —  6  o        —  1; 

la  suite  <les  P/  présentant  une  seule  variation,  on  vf)il  (|ue  Ti'qua- 
tion  a  une  seule  racine  comprise  enlre  H-  1  et  -(-  2. 
En  faisant  ç  =  2  et  t,  :=  3,  on  a  les  suites 


-+-  I 

—  2 

-+-  I 

-3 

+  4 

—  2 

-+-  1 

—  7. 

-t-  I 

—  3 

-^4 

—  2 

—  I 

—  ■?. 

0 

—  I 

-+-  2 

—  2, 

1 

—    2 

-1- 

• 

—  3 

+  4 

—  2 

I 

0 

^ 

1 

—  1 

-+-  2 

-+-  2 

9' 

-+-  10 

-+- 

10 

■+-  1 

-h4 

-1-  2; 

la  dernière  ne  renfermant    aucune   variation,  on   en   conclut    rpie 
l'équation  n'a  pas  de  racine  comprise  enlre  -+-  2  et  -f-  3. 


I 
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l'txir  5  =  .'i  Cl  T,  =  4î  <•"  i'  '•■  laljlcaii  siii\aiil   : 

CocfliciLMits H- I         — a        -+- I         — 3         -H    4         —    7. 

Q/ -^-  •         -t-  I         -*-  4         -1-9         -f-  3 1         -H  y  I  ; 

il  est  iniililc*  ici  tic  calculer  les  valeurs  des  P<  :  j'ai  en  cfTcl  dc- 
monlré  (')  que  le  nombre  des  racines  supc-ricures  à  ^  csl  au  plus 
é^'ul  au  nombre  des  variations  que  |)r»'senle  la  suile  des  nombres 
Q,-;  et  celle  suile,  pour  ç  =  .i ,  ne  |)résf'iiliinl  aucune  varia- 
lion,  il  esl  clair  (jue  ré(|ualit)ii  propost'-e  n  a  aucune  racine  su- 
périeure à  3. 

5.  L'équalion  (a)  a  donc  une  racine  comprise  entre  -+-  i  et 
-4-2;  elle  n'a  aucune  racine  supérieurç  à  -f- 2  ni  aucune  ra- 
ciqe  nc^Mlivc,  puisque  son  premier  membre  ne  présente  que  des 
variations. 

L'intervalle  compris  cuire  zéro  et  +1  peut  contenir  deux  ra- 
cines, ou  n'en  conleiiir  aucune.  Pour  résoudre  la  (jucstion,  je 
remarque  (|U('  le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée,  qui 
sonl  comjirises  entre  zéro  et  -f-  i,  est  égal  au  nombre  des  racines 
de  l'équation 

f.x^  —  4 ^^  -+-  3  j"-  —  x^  -h  'Jtx  —  I  =  o , 

qui  sonl  supérieures  à  celles  de  l'unité. 

Formons,  en  suivant  la  mélbode  (|ue  j'ai  indiquée  dans  le  Mé- 
moire cité  précédemment  {Théorie  des  équations  numériques^ 
p.  1 1(3),  le  tableau  suivant  : 

-H2  —  i  — o  —  I  -H?-  —  i 


2  —  1  -r-   I  o  -1-2 

2  O        -I-  I  O        -4-  2  ; 


les  nombres 


I ,  o,       -1-2,       -t-  I  , 


qui   fonnoni    le   contour  extérieur    du    tableau    n'olTranl   aucune 
variation,  il  en  résulte  (jue  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine 


(')  Mémoire  sur  In  lliroric  des  e'f/ualions  nunicriffues   (Jouriml  de  MutUc- 
malitjucf  /<///<*  ,  /  n/ipliquccs,  3*  si-rie,  I.  IX,  p.  loj). 
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coniprisr  rnirr  7.rvo  cl  rniiilc;  cllf  a  iiiiisi  unr  soulc  imciiu"  com- 
prise ciilro  H-  I  ol  -H  a. 

II. 

G.  SoionI  1*0.  1*1,  •••)  r*„  los  coiMTicicnls  du  polviiùinc  •}(^); 
en  désii^n.'inl  respcclivomenl  par  H  cl  par  S  \c  plus  grand  cl  le 
plus  pelil  de  ces  nombres,  considérons  réipi.itioii 

(I)  R_/(.r)^o. 

Les  quantités,  analogues  à  P„.  \\ I*,,,  sont  dans  ce  cas 

H-Po,     R-I',,     ....     U-P„, 

cl  il  est  clair  «pioilcs  sont  toutes  jiositives  ou  ntillcs.  L'équa- 
tion (i)  n'a  donc  aucune  racine  comprise  entre  i  et  y|  et  son  pre- 
mier membre  conserve  toujours  le  même  sif^no  quand  x  varie 
depuis  H  jusqu'à  y,,  à  savoir  le  signe  -f- ;  pour  toute  valeur  de  x, 
comprise  entre  ç  et  t,,  on  a  donc 
/ 

On  prouverait  d'une  façon  analogue  que,  pour  les  mêmes  valeurs, 
on  a 

/(^)5S; 

d'où  cette  conclusion  importante  : 

Lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre 
les  nombres  ç  et  y,,  la  valeur  du  polynôme y(^)  demeure  constam- 
ment comprise  entre  les  nombres  II  et  S. 

7.   Soit,  comme  application,  le  |)olvnôme 

/(  X  )  =  ar*  —  ?.  x'  -r-  .r^  —  3  x*  -t-  4  a^  —  7. 

que  j'ai  déjà  considéré  j)lus  liant. 

On  voit  que,  quand  x  varie  de  zéro  à  -|-  i ,  le  polynôme  prend 
des  valeurs  comprises  entre  les  nombres  —  y  et  -h  2  ;  la  règle  de 
Caucliy  donne  des  limites  —  ^  et  -h  0.  Quand  x  varie  de  -i-  i  à 


I 
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-+-2,  la  ivgh'  ('iioncéo  ci-dessus  donne  les  limites  —  i/j  et  -h  vî, 
la  règle  de  (laucliy  les  limites  —  4«  ^^  +  1'  î  enfin,  dans  l'inter- 
valle compris  entre  +  .>.  et  -h  ^t  la  rèj;le  de  Caueliy  donne  des 
limites  —  i/{3  et  ■+-  7.'Mk  l'iiutif  règle  les  limites  bim  |)ius  resser- 
rées -•-  I  et  -r  ()i . 

8.  Il  est  moins  aisé  de  déterminer  des  limites  un  peu  précises, 
entre   lesquelles    demeurent    comprises    les    valeurs    (juc    j)rend 

une  lonction  rationnelle  '.       >   lorsque  x   varie   dans    l'intervalle 

Voici  cependant  une  solution  assez  simple,  mais  limitée  au  cas 
où  relativement  à  l'un  des  termes  de  la  IVaction,  au  poljn(jmey"(a;) 
par  exemple,  les  nombres  1*/  ont  tous  le  même  signe. 

Soient 

I  U  )       '  1  )       •  •  •  j       '  « 

ces  divers  nombres,  et 

Ilo,    n,,     ...,    n„ 

les  nombres  correspondants  relativement  au  polynôme  'f  (^);  je 
suppose  les  deux  polynômes  du  même  degré,  ce  que  l'on  peut 
toujours  admettre  en  introduisant  au  besoin  un  certain  nombre 
de  coefficients  nuls. 

Cela  posé,  en  s'appuyanl  sur  les  considérations  développées 
plus   haut,   on   démontrera  aisément  que,   lorsque  x   varie  dans 

l'intervalle  (;  .  •  .  v^,),  la  valeur  que  prend  la  fraction  —? —  demeure 

constamment  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
nombres 

Considérons,  par  exemple,  et  en  supposant  ^  =  2  et  r,  =  3,  la 
fraction 

2jr*  —  jx^  -+-  7.x^  —  ix  —  5 
xi  —  2.x'>  -h  x^  —  3ar*  -h  i^x  —  a  ' 
on  a 

Po=.9i,         1>,  =  P,  =  !(,,         l'a-i.         I';  =  i         't         l'„       / 
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Le  tahloaii  suivant  (Imincr;!  la  valciii-  tlc^  II, 

Cocfficicnls o        -h    -x        —    5        -+-a        —    3         —    5 

Q, o         -+-    j!         —    I  <)         —    3         —  Il 

II, -(-3i         -(-3i         —73         —  i.i         —  l'i         —Il 

Si  inaiiHcnant  nous  formons  les  fractions 

3i  3i  _^  _     ,  _  ri  _M 

«)l  lO  lO  '  j  2 

nous  voyons  <|nc  la   plus   pclilo  (rcnlrc  elles   esl  —  i^  cl  la  plus 

grande  — ;  on  en  conelul  que.  (pjand  .r  varie  (le|)uis  -h  a  jusqu'à 

H- 3,  la  valeur  de  la  fraclion  demeure  comprise  entre  les  limites 
—  i4  et  -1-3,1. 

III. 

9.   Soit/)  un  nombre  entier  positif  quelconque,  mais  supérieur 
à  (/?  -h  •)  ;  dans  le  développement  en  série  de  l'expression 

I  —  .r  xr,  —  Ç 

/ 

considérons  seulement  les  termes  dont  les  exposants  sontcom|)ris 
entre  les  limites/?  et  — /?,  nous  obtiendrons  ainsi  un  polynôme 
Sp{x)  dont  la  valeur  est  donnée  par  l'égalité 

-1-  PoT"  -+-  l'iX"-»  ■+-  PtX'^-^-h.  ..-hP„-iX^-h  P„-iX-hPn 

T,        X  r,P        xP 

Lorsque  le  nombre/^  croît  indéfiniment,  (•)p  a  pour  limite  une 
série   indéfinie  H   (jui,   |)oiir  toutes   les  valeurs  de  x   comprises 

entre  -  et  i ,  a  la  même  valeur  (luc  la  fraction 


{\  —  -ri)xf(xr,)  _ 
(x-i){x7,-\y 

d'où  résulte,  en  désignant  f)ar  m  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion y"(jr)  =  o  qui  sont  comprises  entre  ;  et  r,,  (pie  la  série  H  est 
convergente  et  s'annule  pour  m  valeurs  de  la  variable. 


I 
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('licrclions  d'iihonl  une  liniilc  su|)«'riciire  du  tioinhn;  des  racines 
positives  de  ré(|iialion  H^,  -  o  ;  une  pareille  liiiiile  est  donnée 
iiiiiin'diatcmcnt  par  le  noinhrc  des  variations  de  H^,  (|ui  se  réduit 
à  celui  des  variations  de  '}(^").  Mais  on  peut  obtenir  une  limite 
plus  précise  en  faisant  usaj,'e  d'une  proposihr.n  im[)orlanlc  due 
à  Newton. 

An-dessous  de  la  >uilc  des  termes  de  (-)^(x),  où  se  peuvent 
trouver  îles  variations,  à  savoir  les  termes 

i>         i>         i>  i>  i>  p    . 

'   0)        »    1  5        '2,         •  •  •  ,        '   H-2  )        '   /i-l  )        'ni 

écrivons  les  termes  de  la  suite 

Pj-T'oP,,       I'Î_P„P,,       P2_p„p,,       ..., 

Pî         p  p  1>1  I>      l>  1*2  P     P  ^  . 

'   «-2  '   «  —  3  '    "  —  I  )         '    «-I  '    «  '   «—2  »         '   /i   —    '    «  «   /i  — 1    —  , 

nous  obtiendrons  le  tableau  suivant  : 

I   Po,  P.,  \\,  ...,  P„-2  P„-,,  P„, 

f+i,     PÎ-1%P,,     P^'-PoP.,    ....    P,U,-P„-3P„-,,     P,U,-P„-2P,„    -M, 

où  j'ai  remplacé  les  termes  extrêmes  de  la  seconde  ligne  +  i, 

attendu  que,  quand  Po  cl  P,   sont  de  signe  contraire,   Po  —  Po''*! 

j 
est  positif  et  (juc,  de  même,  P,^'  —  -  P«P«..(  est  positif  quand  les 

^/ 

termes  P„  et  P„_i  présentent  une  variation. 

Cela  posé,  il  suit  du  théorème  de  Newton  que  le  nombre  q 
des  racines  positives  de  l'équation  0^  =  0  est  au  plus  égal  au 
nombre  Vo  des  variations  de  la  suite  supérieure  du  tableau  (A), 
qui  correspondent  à  des  permanences  dans  la  suite  inférieure. 

Ce  nombre  q  est,  on  le  voit,  indépendant  de  la  valeur  attribuée 
au  nombre  entier/;  et  sa  valeur  demeure  la  même  quand  p  croît 
indéfiniment;  on  en  conclut  que  le  nombre  m,  qui  représente  le 
nombre  des  valeurs  positives  de  x,  pour  lesquelles  la  série  0  con- 
verge vers  zéro,  est  au  plus  égal  à  q. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  forme  le  lableau  (A),  le  nomhic  des  racines  de 
l  équation  f{x)  =  o,  (/ui  sont  comprises  entre  \  et  r,,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  présentées  par  ta  ligne 
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supcriruri'  du  tahleau  «7  auxquelles  correspondent  des  per- 
manences dans  la  lii^ne  in/rrieure. 

Soit,  comme  application.  r<'<|iialion 

(1)  T*  —  3r* -t- »)X*  —  iix-+-i  =  o; 

clicrclioiis  \c  nombre  tics  racines  comprises  entre  ^  =  1  cl  r,  =  2. 
Les  valeurs  tles  nombres  P,  s'obtiennent  en  formant  le  tableau 
suivant  : 

—    9 


"     1 

0 

—  3 

-4-3 

-1-27 

-+-  1 1 

—  Il 

-»-5 

-  4 

-t-  I 

—    3 

-+-  1 

et  le  tableau  (A)  devient 

-H  9.7  -4-11  -h3  -hii  —  3  -HI 

...  ...  ...  xn  —  X  -4-  1  . 

Dans  la  ligne  inférieure,  je  n'ai  indiqué  les  signes  des  termes  que 
quand  ils  correspondent  à  des  variations;  on  voit  qu'il  n'y  a  dans 
la  ligne  supérieure  aucune  variation  à  laquelle  corresponde  une 
permanence  dans  la  ligne  inférieure,  d'où  il  suit  t|ue  l'équation 
proposée  n'a  aucune  racine  comprise  entre  -f-  i  et  -j-  ■>.. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  employant  la  méthode 
suivante,  qui  trouve  fr('«|urnim»'nl  d'utiles  applications. 

L'équation  peut  se  mellre  sous  la  forme 

et,  par  suite,  peut  s'écrire 


H-  a:'  —  "ix*  ■+■  yx  —  4 


Cherchons  des  limites  entre  lesquelles  varie  le  polynôme  déno- 
minateur lors(jue  .r  varie  de  H-  1  à  +  2  ;  en  appliquant  la  mélliode 
indiqtiée  plus  haut,  on  formera  le  tableau 

-1-  I         -»-  I  7.        -f-  7        —  4 

-H  I  >  ■■         -h  y         +  3 . 

Il  suffit  ici  de  calculer  les  valeurs  des  nombres  Q,;  ceux-ci  étant 
en  eflfet  positifs,  il  est  clair  que  les  P,  seront  également  tous  posi- 
tifs et,  par  suite,  le  dénominateur  demeure  positif  (juand  x  varie 
dans  les  limites  indiquées. 
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Il  «'H  n'Siillc  (jiM*  \v  sccomi  iiit'nil)n>  dr  rt'<;alil('  (v. )  est  lou- 
joiirs  iiih-riciir  à  I  iiiiil»'-;  il  m-  |m'iiI  donc  j:iin:iis  «Hrc  coinitris 
eiiliv  -h  I  cl  ~T-  •'.  fl  Ion  voil  ,  coinnic  nou^  laNlons  reconnu 
|)r«''cc<iciiiinciil  .  (|iic  I  t(|ii.ilinii  (i)  11,1  aiiciiiic  racine  daii^  ccl 
inlci\  aile. 

I\  . 

!(•.  f^a  pro|>osilion.  ciioium'-c  dan^  le  |ii-cinier  paragraphe,  peiil 
encore  être  déinonlréc  par  une  aulrc  nu-lliode  (pil  donne  lieu  à 
(pitdijues  cons(''quenccs  inir-rcssanlcs. 

En  désignant  par  ;  cl  r,  deux  nond>res  «pudcoinpics  positifs  ou 
m'giitifs,  soicnl  /'(x)  un  polymune  entier  du  de;,^r«'  n  et  '^(^) 
le  pol\nônie  df-lcrininé  par  la  relation 

a-"^'/(T.)-/(.rr.)        ^  f{j-r,)-f(i) 

\/yu)  —  -t-  '     r • 

X  —  \  '  xr^  —  \ 

Apj)elons  '!>!  (x)  ce  (pie  de\ienl  •l{jc)  quand  on  remplace /(.r) 
par  (./*  —  a);  on  a  é\idenmieMt 

,i,^  ^^.  ^  ^  -^"^-/l  r,  )  (r,  -  X  )  -/(37T,  )  (xr,  -  l  ) 
X  —   I 

_    ^/•(.ry.)(j'r,  —  X)-/(t  )(?  —  )., 

■+-  ;   y- 1 

xr,  —  \ 

d Où.  par  un  calcul  facile, 

^,(jr-)  =  ''i(x){xr,  -  l)—  X/(  r,  ).r«+'  4-  t/(  ï  ). 

On  voil  (|ue  •V((./)  el  le  produit  •l>(x){j'r^  —  a)  ne  dinereni  que 
par  leurs  termes  extrêmes;  les  coefficients  de  ./•"+'  ('tant  respec- 
livcment  [|)uisque/(r,  )  =  P„  cl/(ç)  =  1*„]  V^,(f,  —  a)  et  PuV,,  les 
termes  constanls  étant  respecliv(;ment  (;  —  A)  !*,<  et  —  AP/,. 

Si  donc  le  noinhre  /.  salislail  an\  conditions  sui\aiites 

r,(r,  —  X  )  >  o ,      X (  X  —  ç  )  >•  (( , 

le  |)olvni'»me  "l/i^x)  prt'senle  préciséiiienl  autant  de  variations  cpie 
le  produit  •I/(j')(a-T,  —  a).  D'où  il  suil.  en  vertu  du  leniiiie  de 
Sej;ner,  <juo,  si  t,A  est  positif,  •l>i(./')  a  au  moins  une  variation  de 
plus  (pie  'li.r),  cl  (]uc,  si  /,  A  est  lu'^^atif.  •!/,(  —  .r)  a  au  moins  une 
\arialion  de  |di|s  (pie  •!/(  —  ./•)  . 
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On  pt'iil  «|i>nr  «'•moihi'I'  !«'>.  proposilions  siiiviiiUrs   : 

L'vqutition  d((j")  =  o  <i  <iii  moins  diitiini  i/r  vnriiitions  (Hie 
r équation  f{x)  =  o  a  de  racines  rccUcs  ).  satisfaisant  (ni.v 
inc'ialitcs 

(0  >.T.     -     o.        T,(T,  —  À^>0,        )>(X—  «)>0. 

L<i  transfornirr  •!/(  —  x)  a  ait  niniiis  (lulniil  dr  ruriations 
i/tio  rëquation  f{x)-=  o  a  de  niciiics  rrcUcs  ).  satisfaistinl 
attx  int<:atitcs 

il)  ).  T,  <0,      *,</,— X)  :ro,      À(X  — ;)>0. 

11.  Supposons  par  cxeinplr  ;  cl  t,  positifs  ri  r,  >  ^,  les  in(^ga- 
lilés  (i)  sonl  sulislailcs  pour  loulcs  les  racines  comprises  cnlrc 
\  cl  r,.  l)'oi"i  la  iiroposilioii  (|ii('  j  ai  (l(''moiilr(''<'  au  conunrntrnw'iil 
de  ce  Mt-nioire. 

Supposons  inainl«Mjaiil  (pio  ;  cl  r,  soient  des  nondires  posilifs 
quelconques,  les  inéf^alilés  (2)  sont  vérifiées  pour  toutes  les  ra- 
cines négatives;  d'où  celte  conclusion  : 

Quels  que  soient  les  nombies  positifs  ç  et  r,,  le  nombre  des 
racines  néî^ati^es  de  l'équation  f{x)  =  o  est  ait  plus  éf^al  au 
nombre  des  variations  du  polynôme  'l[  —  x). 

Dans  le  cas  parliculier  où,  ;  cl  y,  iHanl  posilifs,  7,  est  plus 
grand  que  ;.  on  voit  <|iic,  >i  toutes  les  racines  de  l'écpiation 
sont  réelles  et  si  toutes  les  racines  positives  sonl  comprises  entre 
ç  et  T.,  le  noml)re  des  variations  de  '\{x)  est  pn-cisément  égal  au 
nombre  des  racines  positives  el  le  nombre  des  variations  de  'K  —  x) 
égal  au  nombre  des  racines  négatives. 

1t2.   Dans  ce  dernier  cas,  j  ajouterai  encore  une  observation. 
Avant,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre-  et  -+-  i , 
l'égalité 

*  \  /'■'■<  ],*'$  M'  ^.^■■■: 

je  remarque  que,  si  /*(;)  fl  fi'ft)  sonl  de  niènie  signe  et  si  léqua- 
lion  'K x)  =^  o  n'a   aucune  racine  comprise  entre  o  et  +  i ,  'l>(x) 
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conserve  dans  cel  intervalle  un  signe  constant,  à  savoir  celui  de 
y(5),  puisque  'i'(j')  se  réduit  à  cette  f|uaiilil('  pour  ç  --=  o. 

Le  second  membre  de  ré};alit('  prt'cédeiile  conserve  donc  tou- 
jours le  mr-mc  si^iie  [à  .siivoir  celui  de  /'(;)  et  de  /"(r,)],  (pianil  x 

varie  de  ""-  à  ~  i  :   il  <"  •'>!  ^\i-  iiièim'  du  premier  mcmUre  «pii,  j);ir 

suite,  ne  peut  (pie  >"annulcr  (piand  ./•  varie  depuis  ç  jusqu'à  t,. 

D'où  la  proposilion  suivante,  que  l'on  [)eut  souvent  ajipliquer 
avec  iitilil»'  pour  reconnaître  m  un  intervalle  donné  renferme 
des  racines  : 

Les  nombres  f[\)  et  f{'r\)  étant  de  même  signe,  Céquation 
f{x)  =  o  n'a  aucune  racine  comprise  entre  ^  et  rj,  si  /'équa- 
tion 'l(x)  =  o  n'a  aucune  racine  comprise  entre  o  et  -}-  i . 

J'ai  d";iilleurs  doniK-  (')  un  alj^orillime  très  simple  qui  permet, 
dans  beaucouj)  de  cas,  de  reconnaître  facilement  si  une  équation 
a  des  racines  supt-rieurcs  à  l'unité,  à  quoi  se  ramène  immédiate- 
ment le  problème  de  déterminer  si  Tt-qualion  '!^{x)  =  o  a  des  ra- 
cines comprises  entre  o  et  4-  i  • 

Soit,  comme  application,  l'équation 

j-i  —  ■J,r^-^-■ix^  —  8  j"  -^  I  o  =  o 

qui  n'a,  évidemment,  (pi'une  seule  racine  négative. 
Le  nombre  îles  alternances  de  la  suite 

I  o  —  8  H-  3  —  ».  -f-  I 

étant  nul,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation,  qui  sont 
inférieures  à  -h  i ,  est  égal  à  zéro;  de  même  le  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

■2  '  —  2  .  ?.'  -4-  3  .  2*  —  8  .  ?.  -H   I  o 

«•tant  ('gaiement  nul,  on  voit  qu'il  ii'v  a  pas  de  racine  suj)érieure 
à  -h  2. 

Pour  reconnaître  s'il  v  a  des  racines  comprises  entre  -|-  i  et  -|-  2, 
)'eiupl()iei:ii  I;i  nu'lliode  exposée  pins  liant  ;  on  lormera  le  tableau 


1 

0 

—  2 

-r-3 

—  8 

-H   10 

I 

-+-   1 

-   1 

-+■  y 

—  (5 

-.-   4 

22 

-4-6 

—  2 

-+-  T. 

—  2 

—    i 

(M  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  numériques,  p.  iiK. 


Iflfî  AI.OKnR!-. 

iVoù  \\m\  «Icdliil 

Or  \c  noinlirc  des  alli'rn;iiu'cs  de  la  >iiilf 

-4-4  —  »  -t-  a  —  •>-»-()  —  -xx 

t'ianl  nul,  réqualion  •!/(.r)  =  (>  n'a  aucune  racine  posllive  inlé- 
ricurc  à  liniilt''  el,  par  suite,  l'équalion  proposée  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  -+-  i  et  +  2.  Elle  a  donc  une  racine  négative  et 
(piatre  racines  iinaf^inaires. 


13.  La  pro[>rict(''  Jondanienlalc  do  coefficicnl»  du  poivnùine 
•i(x)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  nombre  des  racines  de  l'équalion  f{jc)  =  o,  (|ui  sont  com- 
prises entre  les  nombres  ^  el  t,,  est  au  plus  épjal  au  nombre  des 
variations  que  présente  la  suite 

I'        p        I»  p 

11),     11,     II,     . . . ,     I  /i . 

Il  est  nécessaire  cl'examincr  les  simplifications  (|ui  se  présentent, 
lorsque  le  polynôme y(j')  présente  des  lacunes. 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  l'équalion 


l'ormons  la  suite 


A  ^  lix^-h  Ct'  -^  D  j-'o  =  o; 

l'„  =  A  -  Bt.*  -r-  Ct,-     -+-  Dr,i«, 

I*,  =A^Bt,'  -^Ct,-     ^D^r,'\ 

l'i  =A-f-BT,»  -+-Cr,-     ^Df2//. 

I',  =A-4-Bt,3  -^Cr,-      -+-DÎ3r,-, 

\\  =A-+-Bt,3  -hC£r/   ^Dtir/, 

Pi  =A-HBr,ï  -+-CSîy/-^Dt5T,5, 

P«     =A-+-Bt,3     -^  CÎ3r,VH-Df«T/, 

P:  =A-^Br.^  ^C«*T,'^  Dï-/,'. 
P,  =A--Btr,î-hCÇ-r,2+Dî«r.:, 
P,  =A-+-BÎ'-r,  -,-CÏ«r,  -hDÎ'/,, 
P,o  =  A^Rï^     -4-Cï-     -T-Dï'". 


sun  qi:ki.(.>iks  imunts  di:  i.a  tiitoiiik  nt:s  !;Qi:ATi<tNs  Ni-MKniQi'Ks.  nj-, 

A  r«''^;ii(l  *lii  iiDiiil)!!'  (les  \;iii;ilinii>  (|U('  |)it'-sriili-  la  ^iiilr  do  ces 
nombres,  on  peut  remarquer  que  les  termes  !'„,  I*,.  1'^  <i  I',  |i(  n- 
venl  s'<''(  riie  de  la  façon  suivante 

li-f-I>r.'»,      '.2+-l)ï//',      o -f-  Dî^r,*,      12   *-  l)îïr,', 

où  j'ai  posr,  pour  abréger, 

il  =  \-¥-  HT,»-f-Cr,". 

Il  est  clair  <pii'  CCS  (piani ih'S  viiiil  loiilo  en  (roi>sanl  ou  loul(>-> 
en  (It'croissanl,  le  nombre  des  variations  (|u'elles  présenlenl  se 
rédiiil  donc  au  nond)re  des  \ariations  des  deux  termes  Py  cl  i\ 
et  Ion  |)eut  sup|)rim{M'  les  termes  P|  et  Po  ;  on  démontrerait  de 
même  (pi'on  |)cul  ne  tenir  aucun  compte  des  termes  P.i,  P..,  Po, 
Ps  et  P«. 

Il  suflil  ainsi  de  considf-rer  la  suite 

A  -f-  Br,'  -t-Cï,"      —  Dr/". 

A  _H  Ht,:»  -4-Ct/      -h  D'r^r,\ 

A^  Bt,-'  -^C£ir,-<^Dï-7,', 

A--BÎ1  _._cïT      -1)5'". 

I) "une  façon  un  peu  |)lus  f^énérale,  soit  l'équation 
(i)  /(.r)  =  A  -t-  B.r?  —  Cry  -f-  D.?/^  -4-  Kx'^  =  o, 

OÙ  |j,  •',  0,  £  désignent  des  nombres  entiers  positifs  croissants;  on 
établira  comme  ci-dessus  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  pr/r  ç  el  r^  deux  nombres  positifs,  dont  le  plus 
friand  soit  r, ,  le  nombre  des  racines  de  l'équation  f{x)  =^  o, 
qui  sont  comprises  entre  ç  et  r,,  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variations  que  présente  la  suite  des  nombres 

A  -i-  Bt,P  -I-  CrJ  -!-  Dr,5  -4-  Er,s, 

A -f-Br,P-4-CrJ  h-  Dr, S  -+-EÏ£-St,5, 

(T)  {  A  -^  Bt.P-h  Ct.Y  +  D$5-Yr,T  ^  M'^^-^î r^^i , 

A  -^  Bt,?  +  C$r-?r.?  -H  Df-?r.?  -+-  E?^-3t,?, 
A-i-Bf?-f-C$Y  -t-Dï'>  -^E?'. 

L:i  lui  do  formation  de  ces  quantités  est  évidente  et  il  est  clair 


<|iio  II'  llit'orrmc  >'rloml  au  cas  où  le  |)ttl  vix'inu'  ronliciil  un  nombre 
quelconque  de  ternies. 

J'ajoule  tju'il  subsiste  eneorc  lors(/ur  /l'S  r.rpnsfints  ^3,  y,  o,  e 
sont  lies  nombres  positifs  (/uelcont/urs ,  comnicnsindhlcs  on 
incommensurables,  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur. 

Pour  le  dénionlrer,  supposons  que  ^,  y,  o,  t  soient  des  nom- 
bres fractionnaires  (jueleonqnes  cl  que,  ^',  •/,  S',  e',  [B",  v",  2"  et  e" 
désignant  les  nombres  entiers,  on  ait 

•^      p  'y  o  ^ 

l'n  po>anl,  pour  abr(''};er,  3'v'o'e' =  (.) ,  et  en  faisant  .r  =  X''* , 
léqualion  (i)  a  j)our  lransform(''e  r/'qualion 

«o3'  toy"  wô'  ti)c" 

f  ?  >  A  ^  x~F  -H  xT  _j_  X  ^'  -f-  x"^  =  o, 

dans  laquelle  tous  les  exposants  sont  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i),  qui  sont  comprises 
entre  \  et  r,,  est  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation  (2)  qui 

sont  comprises  entye  ç*^  et  y/*\  Or,  en  aj)pli(piant  à  r<'(pialion  (2) 
la  proposition  énoncée  dans  le  numéro  précédent,  on  trouve  pré- 
cisénjent  la  suite  (A);  d'où  il  résulte  que  celte  proposition  sub- 
siste lorsque  ^,  v,  0,  e  sont  des  nombres  fraclionnaires  positifs 
quelconques  et,  par  consé(pient.  même  (piand  ils  son!  incommen- 
surables. 

14.   Les  équations  importantes  de  la  forme 

A  e'^  -+-  B  e^^  H-  . . .  H-  L  e>-^  =  o 

se  ramènent  à  une  équation  de  la  forme  considc'rée  j)récédemmenl 
en  posant  f'-^=  r  ;  doù  la  proposition  suivante,  fjui  s'étend  évi- 
demment au  cas  où  le  premier  membre  conlienl  \\n  nombi-e 
quelconque  de  termes,  mais  que,  |)Our  |)liis  de  ciailé,  j'énoncerai 
seulement  dans  un  cas  particulier. 

En  désignant  par  ;  et  r,  drur  nombres  positifs  ou  négatifs 
dont  le  plus  grand  soit  r,,  par  a,  Jj,  v,  o  et  z  des  nombres  quel- 
conf/ues ,  positifs  ou   négatifs ,    que  je  supposerai  rangés  par 


I 


sra  oii:i-yi'i>*  r'ii\r.-<  in:  i.a  riiioiiii    i.i:>  i  urviinN-,  si  mi  itiui  is.  i<i<i 

nrdrc    croissd/i  (    ilr    'j^rmtdcitr ,     le    iioiiihif    îles     ntci/ns    i/r 
l  ' ri/iinlioii 

F(j-)  =  Arï-r-f-  lie?r  ...  OY'  -h  r>e'*^-+  Ee^'  =  o, 

(fin  simt  <(>/)i/>/iS('s  rnlrr   ;  ri  y,,    rs7   ^///  plus  l'udl  (tu  nmiihi  r 
lies  viiiuitioiis  tjUi-  jtn'sfiili'm  A\  tcrnifs  dr  la  siiilr 

Afïr}  _^  IJefir,  -^  GfY»)  -r-  Df^O  -+-  Kr^O, 

Af'ïn  _^.  B^?n  -+-  Cern  -h  DeSo  -i-  I<>  £-5^5+0/), 

Ae**l  -I-  Bt'?^  -4-  CetA  H-  Dé''"î-Y'5+-Y^  -+-  Ee'--V^^Tfi, 

A  f  ^%  -+-  n  e?5  -+-  G  eY^.  4-  D  f  ^5  -+-  E  e'-\  ; 

il  est  clair  que,  si  ces  deux  nomlipos  difTèmil,  leur  dilTérence  est 
un  noinliro  pair. 

].e  llirorrnio  do  Poiiiicr  |)(miI  aussi  s  a|)|)li(]U('r,  mais  d'une 
façon  moins  lacili',  aux  ('-(jualions  de  la  forme  précédente;  il  exige 
en  cflet  [l'o//"  le  Mémoire  de  M.  Slern  Sur  lu  /('solution  des 
(jqualions  tr(ins(^cndantes  [Journal  de  C relie ,  tome  22)]  que 
Ton  calcule  les  dérivées  de  t  (^■)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une 
dériv(''e  (jiii  ne  i  iiaiii^c  pas  de  signe  dans  rinlervalle  considéré  ; 
ce  (pii  peut  exiger  de  longs  calculs  cl  amener  sonvcnt  à  Icnir 
compte  tl  lin  très  grand  nombre  de  termes. 


M. 

15.  Les  propositions  <pii  suivent  se  rattachent  à  des  considé- 
rations entièrement  dillerenles  de  celles  qui  font  l'objet  des  j)ara- 
gra plies  précédents. 

Etant  donnée  1  équation  générale  du  degrc-  // 

f{x)=  ao~-  (ii-r  -h  .  .  .  -^  an.r"  —  (^ 

il  existe  toujours  une  infinité  de  systèmes  de  nombres 

a,i,  a,,  22.  .  .  .  ,  a„, 

tels  que,  si  l'équation  /ix)  =  (>  a  toutes  ses  racine-;  réelles,  il  en 
est  (|('  même  de  r»''(pintion 

TL„i(„    .    %i(ii.r    :-  Xi(ti.r- -^  .  .  . -^  2„(t„.r'i  —  n. 


a<M>  Ai.OKintr. 

Il  piiraîl  ilifiiciU'  «le  »l<lcnninci-.  d  iiim-  (acoii  |)r«''(isc,  l<'s  coiitli- 
lions  nii\qiir)li'N  (1(»i\«mU  ^;llisf;lil•t•  1rs  iiomlurs  a,,  lcs(]iioIlcs 
d'ailIriiT'i  ne  (l<|i('iiilriil  (|Uf  tir  l;i  Niilciii-  ;illiilmt'r  au  iioinhrc 
cnlirr  n. 

Je  laisserai  enlièrement  de  rôle  ce  |)r(tl)l<"ni»'  d  m'<'n  iicinli-ai 
an\  ronsi(l»''ralioiis  suivaiilcs.  t]iii  pciivciil.  daii--  icrlaiiis  cas, 
Iroiixrr  (rnlilos  applicalions. 

II).  Soient  /{.>')  lin  polynnnjc  cnlier,  du  dci;r»''  //,  a\anl  loules 
ses   racines   réelles,    et    a    nn    nondïr*'    positif;    il    esl    <'lair    <pie 

réi|nalion 

a/(  j-  )  -+-  ./•/  [.r )  —  (I 

a  également  loules  ses  racines  réelles. 

Pour  le  \oir,  il  suffit,  dans  le  cas  où  toutes  les  raiiM('>  i\cJ(^j:) 
sonl  inégales,  de  niellre  l'équation  précédente  sous  la  forme 

a         f  (T) 

-      -(-    '-7. =    O, 

fl  la  proposition  subsiste  évideniniciil  (piand  /{-r)  a  des  racines 
égales. 

l'.ii  iiKihuit  en  évidence  les  cotriicinils  /'i  .r  )  et  ni  posant 

/(t)  =  rtu-+-  a|.r  —  ti^T^  -r  .  .  .  --  (tn.r" , 

[«'•«pialion  (i)  peut  s'('crir(' 

«gï  -^  fl|(  a  -^  I  )a-  -H  rtjf  a  -H  V.  )j-2  -H  .  .  .  -(-  ^/„(a  -r-  //  ).r"  =  o. 

Comme  elle  a  encore  loules  ses  racines  réelles,  on  jk-uI  encore 
m  dt'duire  une  infinil»'  (r«''<|nalions  jouissanl  île  la  même  pro- 
prif'lé-;  t«dle  sera,  en  général,  It-ijualion 

rtoF(o)  —  a,  F(i  }.T  -h  ffîF(';r).  j-ï  -(-...  -f-  a„V(n).x"  =  o, 
F'(t)  désignant  un  p(dvnôinc  entier  de  la  f(jnne 

OÙ  les  a,  sont  des  (|uanlités  p(j5ili\<-.  arbitraires  et  en  nombre 
quelconque. 
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I..1  iiir-iiii-  cliosc  aura   lieu  t'-\  kIciiimiciiI   i|iu'I  qui'  xtil   Ir  iiuniluc 
/i .    à    l'c^aid  (le  rr(|ual  luu 

</„!""(  o  I  -H  r/,  l'(i)c*.r  -H  «I  F(-;i)<?**.r*  -»-...  -4-  ««  F(/<  )e"''  x"  —  <». 

t|U('    loU    |K'Ul    «'lllll- 

(  ■;!  1  ri  .H  I  II  \  -t-  Il  f  H  I  \  \r  il  .H  l  ■>  \  i  -         .  .  .  -'     »/ ..  (-W  //   i  /•"   —  «• , 


<i   I  OU    pose 


H(.r  )  =  A^^-'-(.r  -+-  ot)  (  j-  -i-  a,  )  .  .  .  (  j- -i-  a„). 

(.ouuiir  If  uouiltrr  des  i|u,iul  ih'^  y.,  |i(ut  cioîlii'  au  delà  tic 
loulc  liniilc  cl  (juc  le  uonilirc  /,■  est  irrbilrairo,  on  peul  sup- 
poser que  H  (.i*)  soil  une  foncliou  cnlirrc  tlu  genre  zéro  ou  du 
genre  un. 

I)'(tù  la  proposition  suivante  : 

/:'//  (U'xigndiil  fuir  H(.r)  une  fonction  entière  quelconque, 
ne  s\inniilant  tfiie  pour  des  valeurs  réelles  et  négati^'cs  de  x 
et  dont  les  éléments  simples  sont  des  polynômes  entiers,  des 
exponentielles  de  la  forme  e^-^,  des  fonctions  entières  du  genre 
zéro  ou  du  genre  un,  si  réqualion  f{x)  ^  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  il  en  est  de  même  de  V équation  ('-i). 

17.  (^oniuie  aj)pli<alion  ,  considérons  la  fonction  G(.r),  de 
M.  W  eierslrass,  (pii  est  l'inverse  de  rinlégrale  eulérienne  r(.2^). 

La  fonction  («(.r-f-u))  ne  s'annule  que  pour  jc  =  —  co , 
T  =  —  ((oH-i),  etc.;  si  donc  (0  est  positive,  G(j"  +  (o)  satisfait 
aux  conditions  énoncées  ci-dessus  et  l'on  voit  (pie,  l'é(|ualion  (1) 
ayant  toutes  ses  racines  rc'clles,   il  eu  esl  de  même  de  l\'qualion 

rr     -,  -+-  ,-^ — ^  -+-  TT, J-2  -H  .  . .  -+- " X"  —  o, 

1(0))         ]((.')        \)  I  (  oi  -f   •>  >  I  (  (1)  -♦-  //)  ' 

«pie  I  on   peul   eciiie 


«0  H X  -^- 


a. 


li)(Oi  -h  l)  (•)  (  OJ  -I-  I  )  (  ti>  -t-  V.  ) 

X,,  =  O. 


(U  (  tl>   -+-   I   )   .   .   .  (  t.)  //  I 


Htt  Ai.okniiK. 

J'ajouterai  «|iic  le  ilicorriue  siil)si^lt'  riictuc  |Htiir  les  \;ilt'iii> 
lie  M  ciHiipriscs  onlrr  —  i  vl  o  (|>nr  (;()ns«''<|iiciil  pour  loiilcs 
les  valtMjr.s  (le  (o  supj'ru'uros  à  —  i),  si  riipuiliou  /  i^.r)  =  o  i\ 
loules  ses  racines  île  luèinc  sii;iie. 

18.  En  faisant  iisai;e  île  la  prop(»sili()ii  |nrr«''(l<'iilt' (  '  ),  on  ili'-- 
inontrera  aisénicnl  le  llirurènie  pi-n/ral  ipii  suit  : 

/•.'//  <hsi  i;n(iiit  jxtr  <i  un  iioiuhrr  pnsidj  <jiiilcoii(iuc  <'<,^(i/  oit 
in/rririir  à  l'unitr.  r(  jxir  II  rt  W(./-)  drii.r  jOnctiniis  rntiri-cs 
qur/ro/K/in's,  ni'  s'annulanl  ijuc  pour  des  valeurs  réelles  et  nr- 
<:atiKes  de  x  et  dont  les  éléments  simples  sont  des  polynômes 
entiers,  des  exponentielles  de  la  forme  e''^,  des  fonctions  en- 
tières du  genre  zéro  du  du  iienn-  un,  si  l' éiiuation  f[.r)=  o  a 
toutes  ses  rarines  réelles,  il  en  est  de  niénn'  de  l'ét/uation 


ll(o)  ^  '    H(o)II(i)   /   -^      '      ^  H(o)H(i)H(7,)  '   ' 

H(o)H(i)...  H(/j  — I)  ' 

On  voil  ainsi  qu'on  satisfait  au  j)roblème,  pose  au  commence- 
ment de  ce  jiaragraphe,  en  faisant,  quels  que  soient  les  coefli- 
eienls  r/o,  a,,  .  .  . ,  a„  (pourvu  que  Téipialion  f{j')  =  o  ait  toutes 
ses  racines  réelles) 

on  obliernli'ait  encore  une  solulioii  plus  j^éni'-rale  en  considérant 
l'équation  x" Q  (  -  j  =  o,  qui  a  le  même  nombre  de  racines  réelles 
quf  icipialion  ii(x)  =  o. 

Il),    l'uur  ap|)liquer  ce   (pii    ])rr<<''do  à   un   exeniplf  simple,  je 
considérerai  l'équation 

(l  -H  .r)"  —  I  -H  nx  ■+■ x*  -+-...  -f-  /<.r"-'  -1-  x"  =  o, 

dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 


(  ')    l'oir,  d  re.  'lujel.  mon    Mémoire  sur  la  théorie  des  rrjiuilions  niinicrir/ucs, 

p.  ^■^>. 


1 


su»    yfELQUKS    POINTS    l)K    l.A    TJlKoHIK   DKS    KQUATIONS    MMKIIIyLF.S.  ao3 

l''aisanl  H(j:)  =  i ,  </  =  i  et  H(vr)  =  a:  H-  i ,  on  v(»ii  (|iio  r('(|ii;i- 
hoii 

.r        ni  n  —  i  )    j**         n(n  —  i )  ( n  ~  2  )      t* 

Ç,iT)  —  l-^t-  n \ i ^   -t    .  .  . 


I  .  7.  .  .  .  (  /<  —  I  )         \  .x  .  .  .  n 

a  loiilrs  SCS  racliios  réelles  el  néfçalives;  proposition  liien  connue. 
Il  cil  est  (le  inciiif  (le  r<'(|iiali(m 

./•        ii(n  —  I )        j*  n{  n  —  1  )  (  «  —  7.\         t^ 

I  -+-  «       H — -i : '' —    -I-  . . .  =  o  ; 

n  i .?.        x.i.n^  i.*2.J  i.a.i./t' 

or  le  prcniior  membre,  (juami  //  croît  indélinimenl,  a  pour  limite 
la  fonction  cJe  Hessel 

^{T)=  1-4-, 


(1.2)^  (l.-2.3)î 

Delà  n'-siilte,  en  verlii  diiDc  pro|)osilion  que  j  ai  fait  connaître 
dans  une  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  que  '^^{x)  est  une  fonction  du  genre  zéro,  ou  du 
moins  le  produit  d'une  pareille  fonction  par  une  exponentielle  de 
la  forme  e'^-^^  a  étant  un  nombre  essentiellement  positif. 
On  a  donc 

F(j*)  étant  une  fonction  du  i^enre  zéro  et  n'ayant  que  des  racines 
négatives. 

Je  veux   maintenant  prouver  que  le  nombre  a  est  nul  ;  à  cet 
effiet,   je    remarcpie    que    '^•j{x)   satisfait   à    l'équation    lin('aire   du 

second  ordre 

X'i^'{x)  -4-  '^'{x)  —  '!^(x)  =  o, 

d  où  I  (III  (l('-(liiit 

X  \  x)  V  (x)        V  (x) 

Ouaiid  .r  |)rend  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus  grandes,  le 
premier  membre  a  pour  limite  a'-;  cbcrcbons  la  limite  du  second 
membre. 

l'-ii    dt''si<;naiil    par  7.,,  7.^.  'j^.   ..  .     les    \aleiirs    absolues   des   ra- 
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cinos  i\o  r<-(jiialion  l''(j')  =  o  (je  suppose  ers  lumihres  rangés  par 
ordre  eroissanl  «le  grandeur),  on  a 

(4)  ïlV.  =       '  _i ^  __'  -     -^ 

OÙ  le  seeontl  membre  esl  convergenl  pour  toule  nmIciiv  positive 
de  J\  puis(|iie,  l''(.r)  «'lanl  tlu  genre  z(^ro,  la  série 

I  I  I 

! 1 H  .  .  . 

"l  "l  «î 

est  elle-même  convergente. 

Soit  Sp  la  somme  des  />  j)rcmiers  termes   (1<^   la  si-ric  contenue 
dans  le  second  ineniltre  de  r«'galité  (.'{).  on  a 

s,<-^— ; 

'^        .r  -4-  r/ , 

celte  quantité   tend  vers  zéro,   (jucl   que  soit  /k    quand  x  croît 
indéfiniment  :  donc  Sp  a  pour  limite  zéro,  et  il  en  est  de  même 

On  a  d  ailleurs 

F'(t)  I  I  1 


F  (x)  (x-i-a,)*        (jr-f-aj)*        (J'-i-Os)* 

-+-    — î \ ! h      '       H- . . .     ; 

L.r-T-rt|         j~ -i- «2         •'" -t- ^3  J 

on  voit,  <^/  fortiori,  que  f^ — -  a  pour  limite  /a'YO. 

D'où  il  suit,  le  second  membre  de  l'identité  (3)  ayant  pour  li- 
mite zéro,  que  a  est  nul. 

La  transcendante  de  lîessel  est  <lonc  une  fonction  du  genre 
zéro. 

^0.  An\  (  i.M-'id(''rations  précédentes  se  raltacbe  encore  le  ibéo- 
rrme  qui  suit  : 

Si  rcrjuniion 
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fi    loiilt's   ses    rm'irtrs   rrrllrs    rt    de   //trnir  sii^'iic,     V l'ijuitlittit 

rt„(MisX  -r-  rt|ros(X  H-  0)^-  -f-  «jCos(X  H-  •)M)x^  h-  «i eus  (À  -+-  30).r''  -t- .  . , 
-1-  it n  rosf  X  -T-  //  0  )./•"  =  (t, 

OU  ).  i'I  0  <lfsi >j^tici\l  ilrii.r  ares  (tihil niiii-s,  a  toutes  srs  /t/ri/irs 
réelles. 

l'oiii-  le  th'-moiilrcr,  je  m'iippiiicriii  sur  rcHe  roinnrfjiH'  impor- 
laiilc  (liK-  à  M.  Ileriiiile  (')  : 

Si,  pour  tontes  les  racines  de  l'((piiiiioii  l*^(a:)  =  o,  les  cocffi- 
cienls  (!»•  /  sont  de  même  si|^nc  et  si,  niettant  en  évidence  dans 
le    polynôme   F(./')    la    |tartic    rt'olle   et    la    partie   irnaj^inaire,    on 

pose 

V{t)=  F,(r)-+-/Fj(>), 

les  racines  de  r('(piali()ii 

al',  (./•  )  --  3  V.,{  ./•  )  —  o, 

OÙ  a  et  [j  désit,'nent  des  nombres  arbitraires,  sont  loules  réelles. 
Considérons  maintenant  l'éipiation 

(i)  y[.r(c(is(o  4- tsin  w  )J  =  o; 

dont  les  racines,  en  désignant  par  /. , ,  /_,,  /., ,   .  .  .    les  racines   de 
l'équation  /'(j-)  =  o,  sont 

A|(costo  —  /sinoj),      /i2(c()Soj  —  /<in(tj),      /.j(c(tsoj  —  />iiio)),      .... 

Il   est   clair,    jniiscpie    les  /r,    sont    tons   de   même  signe,    que   le 
coefficient  de  /  a  le  même  signe  dans  toutes  les  racines  de  r(''(|ua- 
lion  (.')). 
Or  on  a 

y[^(coscu  -^  isiiiu)  ij  =  «u-T-  r/|  coscu../'  -i-  (tiCOinsi.j-  -f-.  .  .  H-  cincomiiu.x" 
'  -f-  /f  rt|  siii  w.^  -+-  ais\n?.M..r  -h.  .  .-+-  «„siii  /no.x"  J. 


(•)  5m/-  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bulletin  delà  Société  math., 
t.  \'II,  p.  1)1  );  voir  cgulciuciU,  sur  ci"  siijit,  mes  .\otcs  sur  lu  rcsolutinn  des 
équations  numériques,  p.  '(S- 
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Kn    \cilii    «lu    llu'or«iiie    »1«'     M.    lliiinilc.    on    \nil    donc   (\uv 
r«''(jnalion 

COsX  [  r/o  -H  rt|  COSlii.  J"  -t-  «jCOS-210.  J"'  -t-  . . .  ] 

—  sinX[rtisin(o.^  -f-  ajsinaw.T*  H-  .  .  .  )  =  o 

a  loiilcs  SCS  racines  r<'rllos.  (lucls  (|uc  soient  les  arcs  réels  A  el  oj. 
Or  celle  t'qiialion  peiil  s'écrire 

OqCosX  -f-  rtiCOs(X  -H  u})x  -f-  a,co<!(X  •*-  ■xio)x^  -h. . . 

-+-  rt„cos()  -i-  «10)0*"  =  o; 

ce  qui  démontre  la  proposition  «pic  j'avais  énoncée. 


Sl'll 

L'ÉOI  \TI(I\    DU   TKOlSIKMi:    DKliUK. 


Aouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i'  série,  t.  I\;   1870. 


Soirfil  l'I^.^')  et  /(./•)  (I(ii\  [)()l\  iiùiiu's  du  Iroisirme  degré  par 
ra|)|>oit  il  la  \arial)U' .r  ;  >'dcsignanL  une  ([iiaiilih- athilrairc,  consi- 
dérons lV-(|iiali(iii 

Soil  V  le  discrimiiianL  de  celle  équalion  ;  V  esl,  comme  on  le  voil 
facilenienl,  une  Ibnclion  enlière  et  du  (|ualricme  degré  de  y.  En 
regardant  j'  comme  inconnue,  Téqualion 

(1)  V  =  o 

a  (jualre  racines;  désignons  par  (t,  h,  r  trois  quelconques  de  ces 
racines. 

Si,  dans  l'équalion  (  1  ),  on  donne  à  )'  la  valeur  <7,  l'équation  ré- 
sultante a  deux  racines  égales;  soient  X  la  valeur  commune  à  ces 
deux  racines  et  a  la  valeur  de  la  troisième  racine. 

Pour  abréger,  représentons  aussi  par 

-ffiy) 

le  coefficienl  de  .r^  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i). 
On  a  identiquement 

—  V(x)—a/{.r)=  s{a){x—l)'i{x  -  a), 
d'où 

«  /~V\x)-a/{x)  ^  ^  _  ^  . 

y/J{a)V  ^-« 

en  désignant   respect! vemcnl    |iar  ;/,  v  et  |i,  v  les  quant ilés  ana- 
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logiifs  à  A  ri  à  a  r[  rclah\os  aii\  doux  racines  //  cl  c  Ac  r('-(|iialioii 
(a),  on  a  de  incinc 


V.   aA  -^-P 


cl 


—  c/{x) 


Mullii)li(>iis  la  prcinicic  des  liois  rclali(»ns  |>ri''ct''dciilcs  par  (jji  —  v), 
In  deuxième  par  (v  —  ).\  l.i  Iroisicinc  |>ar  ("a — iji)  el  addition- 
nons, mcniltro  à  rnoniUrc.  les  ('(pialKtiis  ainsi  (»l)leinies;  il  vient 


}/ér( 


/(a^) 


(a'Uc  relation  e>l  une  ideiil  lié  (pu  ddit  ("•Ire  \  (  rili(''e.  (piel  (pie  soit  ./•. 
On  pcnl  la  nieltre  xnis  la  ((iriiic  suivante  ; 


y/Fi 


.'(a)  V 


F(J-) 


F(£) 


/^(  a 


a;— p 


F(3:) 


Si  maiulenanl  on  suppose  que  .r  ne  désigne  plus  une  (pianlilt^- 
irhilraire.  mais  une  rariiic  de  I  ccpialion  (i),  on  a 

F(^) 


•^  ./'(  -r  )  ' 


cl  >i  I  on  j)or>c,  pour  abréger. 


-•-"■'-  =  A, 


-X 


v/^(6> 


=  n. 


\/ff(c) 


=  C, 


on  a  la  relation  suivante 


(3)  xi/z^^ni/L:z4^ci/2^^  =  o. 

y  X  —  X        V  X  —  [î        y  X  —  Y 
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\  oilà  ainsi  une  fortnr  irr;ili»»niicllc  (|iio  l'on  jx-iil  tlniincr  à  !'('•- 
<|iiuti()n  [i);  d'iipivs  ce  (|iii  |)ri''ccdc,  crllc  Iniiisforiiiat ion  pcnl  èlro 
failc  tic  quatre  larons  diUt-rcntes,  |)nisi|ii(!  Ton  ptui  (•nij)lovcr, 
ponr  Ifllfclncr,  trois  (|nclcon(|n('s  des  racines  de  1  «m  |  nation 

V  =  o. 


II. 

Si  l'on  considère  )'  cl  .r  comme  les  coordonnées  rcclanfifulaircs 
d'un  point  mol)ilc  du  [)lan,  on  peut  dire  que  Tcqualion  Ç6)  est 
une  lorme  |»arliculicrc  de  l'cqualion  de  la  courbe  du  quatrième 
ordre  représentée  par  récjuation  (i). 

l*our  parler  plus  exaclcmenl,  les  poiats  de  celte  courbe  satis- 
font à  l'équation  (3);  mais  celle  dernière  est  plus  f;énéralc. 

En  cfTel,  si  Ton  lait  dis|)ai  aitre  de  cette  équation  les  irralion- 
nalités,  en  eUecluanl  le  produit  des  dillérentcs  valeurs  (jue  prend 
son  premier  membre,  quand  on  donne  aux  radicaux  les  divers 
signes  dont  ils  sont  susceptibles,  on  obtient  une  équation 

V  -  o, 

dans  laquelle  U  est  un  polynôme  entier  du  quatrième  degré  en  x 
et  du  deuxième  degré  en  )•. 

Il  résulte  de  ce  (pu  précède  que  L  d<^it  être  exactement  divisible 
par 

U  est  donc  égal  au  produit  de  ce  |)olynômc  par  un  facteur  tjui  est 
nécessairement  du  second  degré  en  ./•  et  on  y,  et  du  premier  degré 
par  rapport  à  cliacune  de  ces  variables. 

Géométriquement,  ce  second  iacleur,  égalé  à  zéro,  représente 
\M\c  hvperbole  équilalèrc. 

(.)n  voit  iiin>i  (|iie  l'équation  (3)  représente  à  la  fois  la  courbe 
représenlt'-e  par  1  t'Cjuation  (i)  et  une  livperbole  é(juilalère  avant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes. 

Ces  deux  courbes  jouissent  toutes  les  deux  de  la  propriété  géo- 
métrique exprimée  par  l'équation  (,'i).  |)iopri(''t(''  très  simple  (pie  je 
me  dispenserai  de  transcrire  ici. 


I  I 
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III 

On  peul  se  domandor.  a  priori,  v\,\u\  (Ioiiik'p  réqualion  (3), 
(lo  iK'lcrininrr  quelle  rohilion  il  doit  cxislcr  cuire  les  coefficients 
do  celle  «'(Hialion,  pour  (pic  l;i  coiirhe  <|n'cllc  reprcscnle  se  dé- 
compose fil  une  livpti  holf  «'(piiialère  avant  ses  asymptotes  paral- 
lèles an\  axes  et  une  autre  coiirhe,  <pn  est  alors  nécessairement 
représentée  par  une  éipialion  de  même  forme  cpie  J'écpialicMi  (i). 

Si  celle  décomposition  a  lieu  cfTcclivcment,  on  doil  pouvoir  sa- 
tisfaire à  li'ipialion  (3)  par  une  valeur  de  ./■  de  la  (niiue 

Kemarquor)>  inaintenanl  (|ue  Ton  peut  loujiturs  trouver  (piatre 
nondjres  :  />,  >/.  /cl  v  tels,  (jue  l'on  ail  simultanémenl 


rt  -+-  s 


T'Y 


Ces  nombres  étant  ainsi  clmi^is,  poson; 

_     sy  —  p 


(4) 


/ 


—  ry  -H  p 


en  substituant  ces  valeurs  de  a.  h,  r  et  .r  dans   l'équalion  (3),  il 
vient,  toutes  réductions  faites, 


\  p  —  f-y 


l^ 


n 


c 


Si  donc  on  a  entre  les  coefficients  la  rciaiioii 
ABC 


•  \'ra- 


v/râ. 


y//- 


-o, 


t 


la  valeur  de  j:  tirée  de  l'équation  (  •{)  satisfait,  quel  que  soi  tj',  à  l'é- 
rpintion  (A),  et,  par  conséquent,  L    est  di\isil)lc  par  le  polvnôme 


px  -h  sy 


le  second  facteur  de  U,  étant  du  premier  déféré  en  j^  et  du  troisième 
de*jr('  par  rajqxirt  à  .r,  est  nécessairement  de  la  forme 

l'(T,-^y/l:r). 
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IV 


Les  résultais  <]iii  prt'ctMlciil  |icii\ciil  Tire  ciicorc  (•\|)l•llM<•■^  (ItiiM' 
("aroii  un  pi'ii  dillrrcnU'. 

Soiful  \'{jr,  y)  et  /(.r,  v)  dcii\  |)nl\  nôincs  liomo^'riics  en  .r  cl 
)-,  cl  (lu  liiiisiciiic  ilc;^ri'  |i;ir  liippoil  i'i  ces  varlaMcs;  (•lajil  donnée 
i'expressiitn 

on  peut  loujours  Irouvtr  (jiialrc  (acteurs  di-  la  forme 
t (  m T  H-  ny  )^  r,{  p.r  -r-  rj  y  ), 

(Mil   |ouisseiil  de  la  proprit'lc  suisaulc 

Soit  O  l'un  de  ces  laclcurs,  on   |icul  toujours  poser 

TQ  --  (/L  ^  /AT  ^  /^  )  (/L -f-  /M  —  /N) 

X  (v/E  _  /Vf  -h  /N  )  (v/n  -  v/M  -  y/N  ), 

L,  M  et  N  dési},'nanl  des  j)olvnômes  de  la  forme  suivante  : 

L  =(j-— P7)(T  — vj)(A;-t- A'r,  ». 
M  =(  J-  — a7)(a'  — Y7)(B;-^  B't^  », 
N  =(x-'^y){T  —  ay){C':,^C'r,). 

Il  est  bien  clair  que  dans  cet  énoncé  les  lettres  .r  cV y,  A,  B,  . .  . 
ont  un  sens  dillércut  de  celui  que  je  leur  ai  attribuédans  les  para- 
i;raphes  précédents. 

V. 

Les  considérations  très  simples  que  j'ai  emj)lovées  pour  obtenir 
les  résultats  précédents  s'étendent  sans  difficulté  à  des  expiations 
d'un  degré  supérieur  au  troisième.  Mais  ce  cas  particidier  est  de 
beaucoup  le  plus  intéressant,  et  je  me  propose  de  revenir  sur  quel- 
tpies  relations  dignes  de  remarque  (|iii  (>\islent  entre  les  racines 

du  discriminant 

\  ^-  o 
et  celles  de  l'iMpinlion 

I"(  ./•  I  ^-  y  f{  T  )  --  (I. 

relations  rpii  pciiNcnt   servir  utilement    dexereice  aux  élèves. 


SI  H 


(jiKi.diHs  tiii-:(ii{i;mi:s  iniiiTiiMiiTioiiE. 
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1.  Un  coiiiiiiil  la  |)ri)|)(isiiinii  stiivanlc  :  "  ■:,{in)  (Irsignant  com- 
bien il  y  a  de  nombres  /neniiers  à  m  cl  imn  supérieurs  à  /;/,  an  u 

m  —  ■5(«7)-+-  ç(^')-t-  ^(r/')H-.  ... 

dy  (l\  d"  dcsi^nunl  la  suite  des  diviseurs  de  /;/,  jxirmi  /csrjucls 
fissurent  \  et  m  lui-même  (').  » 

Ccllf  pntposilioii  |»ciil  se  généraliser  ainsi  (m'il  snil  : 

Désignons  (^n  j^énéral  jiar  (/;?,  -j-y  un  m  désifjnc   un   nombre 

entier  et  /"  une  quantilé  rt'ellc  (juelconcjue  conimcnsurable  ou  in- 
eonimensurable,  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  m  et  non 

supérieurs  à -r^/ on  V(»il  (jue,  si /•  =r=  i ,  on  a  (///,/;/)= '^(///). 

CeUi  posé,  je  dis  que  Inn  a,  ///  (Jésignanl  un  noml)re  entier  et 

(m\  i  ■  • .        1  /" 

-j-  I  la  partie  entière  un  (piotienl  -p» 

\,i  somme  contenue  dans  le  seeond  membre  s'élendant  à  tons  les 
diviseurs  i,  *-/,  d',  ,..,//?  du  nombre  m. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  faire  voir  que,  si  la  proposition  est 
vraie  pour  une  valeur  (|utlrnnqnr  tic  /. ,  <^llc  est  vraie  |)<)ur  tonte 
autre  valeur. 

Soit  /.'o  la  valeur  de  /.  pour  la(|uelle  la  lormnle  est  supposée  vé- 
rifiée; concevons,  par  exemple,  que  /■„  diminue  d'une  faeon  con- 
tinue, le  premier  membre  de  la  relation  (i)  ne  |)Ourra  changer  que 

(')    VoY.  SKnnHT.  Âluùbre  stiiiërieure,  l.  II,  p.  il. 
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>i  /i  |);issc  |>ai'  iiiir  \;ilciir  i|iii  iloiiin-  .1  une  n.iIciii  ciilirri'  :  «l.iiis 
ce  passap;c,  ( -,- )  aiii^inciih  ra  <l  iiiii-  uiiilc;  le  srcdiiil  iiirnil»! c  in- 
nciil  cliaiii^cr  que  si  rmu-  ou  plusieurs  des  (juaiilih-^  a((|uii''i<  ni 
une  valfui'  cnlitrc,  cl.  coniuir  aliir>  a  aussi  une  \alfui  ciiluTt', 
piiisquo  /;/  csl  un  niiilliplc  <!<■  il ,  nu  \uil  (pic  la  soluhou  de  lu  (pics- 
lum  consiste  a  cxamiiior  ce  (|ui  se  passe  (piand       esl  un  enlier. 

Or,  (juautl  r  ^>^  "Il  eulier,  il  peut  se  faire  (piiiii  eerlaiu  noiiihre 
d'expressions  de  la  forme  j  soienl  aussi  des  enhers;  supposons- 
les  ranj^écs  par  ordre  d('eroissanl  de  grandeur,  en  ^orle  qu'elles 
forment  la  série 

T'  T'  /'  •••'  /;' 

j  désignant  la  plus   petite  de  ces  fractions  (il  esl  clair  d'ailleurs 

«pie  [j.  peut  être  égal  à  m). 

C,  ,    ijt  ,  .  .  .       , ,  . 

ela  pose,  V  est  nécessairement  premier  avec  a  ;  car,  si  a  riesi- 

irnail  un  diviseur  commun,  —  et  t  seraient  des  nombres  entiers  et 
'^  a       A 

'-  ne  serait   pas   le   dernier   terme  de   la  série.   Il   n'en  esl  pas  de 

même  relativement  aux  termes  précédents;  en  cITet,  si  l'on  pose 

*~:=e,   |JL  et  vêtant   premiers  entre  eux,  on   en  dt-cluil  ( -r- desi- 

I                    1                             •        ,    ,  I          ix\     ,        m'         m'e 
giianl  un  quelcoiupie  des  termes  (pu  précèdent  y-  j  <?  =  -  -  :=  , 

t,    ,    r'         e  I      !•        •        c  •      ■  1        -Il 

d  ou  — ,  ^  -  ;  et,  comme  la  traction  -  esl  irreduclil)ie,  on  en  con- 

(lui  (pie  r'  et  m'  sont  respectivement  des  nuilti|)lcsde  e  cl  de  ///  et 
ont  par  conséquent  un  facteur  commun. 

-.    \  ovons     mainlenanl     (piels    eliangemenls     subit    le    second 

I  I  '"  I  I 

memhre  (piand        |)rend  une  \aleur  enlier*-. 

Les  dilTérenlcs  expressions  lelles  (pie  (  m' ^    .-  \  ne  (liaiiiiciil  pas 


de  \aleur;  la  série  des  nombres   non   supérieurs  a-,    renlerme  en 


)ii  Ai.oKnnR. 

plii>.  il  r>(  vr.ii.  le   munlirc  »•' ;  m.iis,  (tmimc    il    i\\>[    |);is   |)i(inici- 

avec   m',  la   stuiimr    n'rsl    |i;is  (li.iiii;!'-»' ;    I  Cniu  i>>ion  (  i-«-i  V  )  seule 

chanjjc,  vl  .mj^minle  prt^cisémonl  tl  Une  iiiiilé,  |)iilsquc  ji.  cl  y  sonl 
premiers  entre  eii\. 

I^a  proposilinii  csl  done  vraie,  si  elle  esl  vraie  pour  une  valeur 
quclcompie  de/';  cl  comme  elle  I  esl  éviilemmenl  pour  une  valeur 
(le  k  supérieure  à  m,  puis(|ue  les  deux  termes  de  la  relation  (i)  se 
réduisent  à  zéro,  elle  esl  démontrée. 

'A.  .lexeiix  iuainlen.ini  lirer  de  la  ri'litlion  /// =  S  tt(r/),  (|ue  j  ai 
rappelée  au  commencement  de  cette  IN'ole,  et  dont  je  viens  de 
donner  une  nouvelle  démonstration  indéj>endanle  de  la  formule 
qui  exprime  '^{ni)  au  moven  de  ses  fadeurs  premiers  ('),  une  dé- 
monstration de  cetle  formule  elle-inèine. 

M.  Dedekind  (Thrarif  f/rs  nombres  de  Dirulilel,  p.  •i()4  )  ^i 
il  est  vrai,  donné  un  llit'orème  remarquable  cpii  permet  de  ré- 
soudre celle  question. 

Ce  llK'orèine  s  énonie  ain>i  (pi  il  suit  : 

A( /»)  dési<;nanl  un  nonihr<'  r^al  à  o,  si  n  est  divisible  par 
un  Citrrê,  dans'  le  cas  contraire,  é<^al  à  ±:  i  suivant  f/ue  le 
nombre  des  facteurs  de  n  est  pair  ou  impair,  si  deux  fonctions 
f{ni)  et  '■5(///)  sont  liées  par  la  relation  suivante 

(a)  f{m)=:L']f{d), 

oii,  dans  le  second  membre,  la  srannailmn  s'étend  et  tous  les  di- 
viseurs du  nondire  entier  m ,  (ai  a  réi-ijanquenwnt 

la  sommation  s  étendant  également  à  tous  les  diviseurs  de  m. 

De  la  Inniiule  (3),  on  déduit  f.ieileineni  l'expression  connue  de 
'j(//?j,  mais  il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  de  cette  for- 
mule, indiquée  par  M.  Dedekind,  s'appuie  j)r('cisémenl  sur  cette 


(')  On  connaU  «l'aulrcs  di-iiionslralions  inili-pondanlcs  c-galeincnl  de  cette  for- 
mule:  f()ir  noi.iiiiiiii'iil    I  Mliii  III  1  T.    7'/ir'tirif  <lr\  nninlin'S.   p.    t'). 


1 


srn    Ql'ELQrF-R   TIIKORKMF.S    riAllITIlMKTIQLK.  ilb 

<.'\prosslon  ;  pour  ('Mlcr-  un  (-«'rclc  vicu-ux,  il  f.nidr.iil  donc  ctahlir 
(lircctcinont  la  relation  (.i),  ce-  (|iii  scrail  du  n;sle  facil»;  i-n  dcvr- 
loppanl  li's  coiisidt  râlions  (|ui  suivent. 

i.    Pour  oldciiir  I  cxprc-^^iou  de  'ci/n  ),  je  considérerai  une  série 
de  la  lorine 

T  ,  .r-  ,  „        J"' 


I  —  X        "^  I X* 

Soit 

0(i)j- -T- 0(-2).rî-»- 0(3)j-ï-H. . . 

son  dévcloppeuieui  cfTectiiê  suivant  les  puissancescroissantcsde^; 
il  est  clair  que  les  coenicienls  d'une  des  séries  délerniinenl  ceux 
de  l'autre;  en   parliciilier,  on  a  évidemment 

la  soinnialion  s'étendanl  à  tous  les  diviseurs  du  ncjniljre  entier  ni. 

Supposons,  en  particulier,  la  fonction  /  tellement  choisie  que, 
/n  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  en  sorte  que 
m  =^  a^O^c^ .  .  . ,  on  n\l  /im)=r^/(fi^)/(b?).  .  . .  La  fonction  / 
reste  du  reste  arbitraire;  ainsi  /(«^)  et  f{(i^)  peuvent  n'avoir 
aucune  relation  entre  elles,  si  a  et  a' sont  différents;  il  en  est  de 
même  de  f{o'^)  et  /(fj^).  si  les  facteurs  a  et  b  ne  sont  pas  les 
mêmes. 

Cela  posé,  dans  ces  livpo thèses,  les  diflTérents  diviseurs  du  nombre 
m  =^  d'^h'^ .  .  .  étant  les  différents  termes  du  profluit 

(I  -4-  a  -H... -r-  ««-')(!  -h  6  -+-... -^  6?-')..., 

il  est  clair  (jue  1  on  aura 

(h    0(/M)-[i-r-/(rt)--  ...-_/(a^-'  )lfi-H/(7^)^...^-/(6?    ')].... 

5.   Celle  formule  odrc  un  grand  nombre  d'applicatioti>. 

Supposons,  jiar  exemple,  que  l'on  a\l /(a)  =  /{b )  =  .  .  .  -  —  i , 
et  y"(<7l^)--/"(/y!^)  ;—...  =  o,  j)our  toutes  les  valeurs  de  a  supé- 
rieures à  lunilé.  On  déduira  évidemment  de  la  lorMiide  (^  \  i,  pour 
toute  valeur  de  m  supérieme  à  l'unité,  'j(w)=();  on  a  d'ailleurs 
0(i  1=  I.  el  il  e>»|   facile  de  voir  que   /"i  /// ^  =^  *).('///),  A  désignant  la 


1|6  ALOKBRR. 

môinc  fonclion  nimiriiinK'  «loiii  j.n  piiili'  ci-dcssiis  (n"li)(');  on 
a  donc  r^xprossion  siii\.inlt',  <liir  ;'i  Mci-hiiis  (  /"C.  cifA  : 

r  T*  t'  3**  J"' 

(  .i>  .r  =  — - 


I    -  .r  1        .r*  I  —  t'  I  -      r'  i  —  .r' 

(».    Suppnsoi)'^  in.iintcn.iiit  »|iK'  I  ou  (a>sc,  n  (lrsii;n;iiil   un  (Milior 

i|nfl('on(]iie, 

/'  "  »       '-/(/>)       =...  =  —  I , 

/(„1)         r^/(6î)  =...  =  -0, 

/(a")      =/{b")      =...=  !, 
/(«'»+«)  =  /(  6»-^' )  =  ...=  —  !, 


en  soric  quc/(rtl*)  soil,  quel  que  soil  le  fadeur  a,  égal  à  +  i  si  u 
csl  divisible  par  //,  égal  à — i  si  jji  est  congru  à -f- i  suivant  le 
module  n,  et  dans  tous  les  autres  cas  égal  à  zéro. 

De  la  formule  (4)  il  résulte  que  0(/;/)  est  nul,  à  moins  que  nt 
ne  soil  une  puissance  n'"""  exacte,  au(juel  cas  0(  ///  )  =  i  *,  d'ailleurs 
/{ni)  est  toujours  égal  à  —  i  ,o  ou  +  i  ;  on  déduit  de  là  que,  (picl 
que  soil  l'entier  //,  la  série 


X  -h  T^    -+-  X^    -h  X''    -H  , 


|)cut  se  mettre  sous  la  furme 

X  x^  x^  x^ 


1  —  a** 


les  coefficients  z  étant  toujours  égaux  à  —  i  ,<»  ou  -h  i ,  et  se  déter- 
minant d'ailleurs  facilement  d'après  ce  qui  précède. 

pour  //  ==  •>.,  on  a  en  particulier  la  formule  suivante,  donnée  par 
M.  LIoinillr  i  Journal  de  Miitli .,  •*.''  série,  t.  II), 

X  X^  .T''  x^ 

(  h  (      V  —  r  •  —  .r  •  -^  j-  "'  —  .  .  .  =  


\  —  X        I  —  jr'        I  —  x^        I  —  a;* 
7.    Pour  rcNcnir  à   roltjci   principal  de  celle  Note,  je  ferai  rc- 


(')  Celte  remarquable  fonclion  numérique,  qui  se  prcsenlc  dans  la  formule  de 
M.  Dedekind.  a  aussi  été  éludiée  par  Mcrbius  [Sur  un  nouveau  mode  de  réver- 
sion des  séries  (Crelle,  t.  I\)],  cl  par  M.  Tchehichef  [Note  sur  dijférenlcs  sé- 
ries { Liouville,  \"  <érie,  t.  \VI)'. 


si;n  QUELQUES  tiikorkmes  itAHiTiiMiriytr.. 
iii.ii'<|ii<'r  (iiic,  (le  l.i  |ini|irii'li'  l(iii<l;iiiii'iil^ili'  i\r  l.i  (ont  lion  '^ 

(7)  w  =  i:'y(</), 

résull»'  I»'  (l<'\rlo|)|»cinrnl   siii\;inl  : 


(  H  I        'i  (  I  )  —  ' (--(.«;— ;  -^  'v  (  i  )  —  -- 

I  —  J"  '  l  —  JT*  •  I  — 


-  -^  .  .  .  =  r  -T-  iX--r-  ix^  -h  ... 


Posons  niainicn.inl ,  (|iit'l  (|n<-  ^oil  le  noinhii'  iiicnitcr  //, 
fl^a"  }=  d"'  (tt  —  I);  il  rsl  clair  »]nc,  d'apirs  la  loiinnlc  (  |),on 
aura 

0(  m  )—  a^b?  .  .  .  --  m         et         /(  m  )  =  a^-'  6?-'  .  .  .(  a  —  \)(f/  —  i  ). 

D'où,  ru  Si-  n'j)()rtanl  à  l.i  rornuilc  (7), 

f(m)=a^-iù>-i  ...(a  — i)(p  — I). 

Telle  esl  l'expression  <|uc  je  voulais  déduire  de  la  relalion  (;)(')• 


('  )  Depuis  que  relie  Noie  a  été  écrile,  j'ai  reconnu  que  la  proposilion  allribuée 
à  M.  Dcdckind  apparlcnail  en  rêalilé  à  M.  Liouville  (  voir  Journal  de  Miitli., 
T  série,  I.  II,  p.  110). 
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ftullctin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  \  ;  1S77. 


1.  Lo  prohlrmi'  ;'i  rosoiicliv  rsl  \c  siiivnnl  :  h'hinl  donnrs  des 
nombres  rnticrsd,  b,  ...,  l  et  un  nombre  entier  varùib/e  N, 
Iroiner  le  nombre  des  solutions  en  nombres  enliors  et  posilifs 
de  Uêiiudtion 


^  =  a  j"  -+-/>)'-+- , 


lu. 


Comme  l'a  rcmar(jiic  Eulor,  le  nombre  T(N)  des  solutions  est 
é{;al  au  coeflicienl  de  N  dans  le  développeiuenl  de  la  fraction  ra- 
tionnelle 

I 

(I  —  S<»)(I  — 5*;...(1  — s') 

suiviuil  les  |)uissanccs  croissantes  de  z. 

Je  me  propost;  ici  de  Irouvi-r,  non  pas  la  valeur  exacte  deï(N), 
mais  une  formule  qui  donne  une  valeur  approchée  de  cette  fonc- 
tion, l'erreur  commise  avant  d'ailleurs  une  limite  fixe  indépen- 
dante de  bi  valeur  de  N  (  '  ). 

î2.   Je  m'appuierai  sur  le  lemnir  suivant  : 

Lkmmk.  —    Soit  -fj-A  tine  /rar/io/i   rationnelle  telle,  que  les 

racines  de  l'équation  f(z)=  o  soient  toutes  inégales  et  aient 
toutes  pour  module  l'unité;  si  l'on  développe  cette  fraction  en 
série  en  suivant  les  puissances  croissantes  de  z.,  tous  les  coe//i- 
cients  du  développement  dcincnrent ,  en  inileiir  absolue,  infé- 
rieurs à  une  limite  déterminée. 


(')  Les  rcsullats  contenus  dans  celte  Note  ne  sonl  peul-ùlre  pas  nouveaux; 
mais  ils  me  paraissent  peu  runnus,  et,  en  raisfui  <li'  Itur  ^ifii|)licilc,  j'ai  pensé 
<]u'il>i  fiourraicnl  inlcrcs'-cr  (|ufl<|iic*  Icrlcurs. 


Slll    I.A    l'AIlTITION    DKS    XOMDRKS.  aif) 

/)i'/nons/r<i(i()/i.  —   Soit 

/( ./   I  Z  —  2         Z  —  |3  C         / 

*I>(^c  )  d»''sif;niiiil  la  partie  cntiôrr  de  la  fraction  et  a,  [i,  ....-•  les 
racines  de  l'i-qual  ion  /"(^5)=o^  le  cocKicienl  d'une  puissance 
«jueleoiKjue  de  c  (hu)s  le  dùveioppemcnl  de  la  fraction  sera  de  la 
lorine 

/>  —  A  2"  -^  |{  3"  — . . .  -+-  I/a"  . 

f>  désij;nanl,  s'il  v  a  lieu,  le  ternie  provenant  de  <I*. 

Le  terme  eoni|ilémeiitaire  A  a" -+-  B|ii"-|-.  .  .-h  D."  est,  en  \ertu 
d  un  tli('-orrMie  liirn  eoiiiiii,  irdéneiir  à  la  soiiune  des  modules  (Je  ses 
diirérenls  ternies  et   par  constWpient  inférieur  à    V  -+-  IJ  -h  .  .  .  -f-  L. 

Le  lemnie  est  donc  démontré. 

W.   (Considérons  maintenant  l'expression 

F(5)^  -— 


■  Z'^  M  I  —  z'')(\  —   z'  )' 

décomposons  celle  expression  en  liactions  simples  el  réunissons 
en  un  même  groupe  <lM-j  toutes  les  fractions  donl  le  dénomina- 
teur l'sl  une  puissance  supérieure  à  la  première  d'un  des  facteurs 
du  dénominateur  F(i);  réunissons  de  même  dans  un  groupe  o{z) 
toutes  les  fractions  (|ui  ont  l'un  de  ces  facteurs  pour  dénomina- 
teur. 

On  aura  r\  idemmenl 

F(z)^'iHz)-^'^(z), 

el,  en  dt'sii;naiit  respectivement  par  8(N)  et8(N)  les  coefficients 
de  .r^  dans  les  développements  de  '!*(-)  et  de  'j(^), 

T(N)=  e(N')-He(\). 

Le  dénominateur  de  's>{z)  n'avant  (pu;  des  racines  simples  donl 
le  module  est  égal  à  lunili',  il  suit  du  lemme  énoncé  plus  liaut 
(jue  O(iN)  reste  en  valeur  altsoliie  irift'iieur  à  iin<'  (|iiaiil  il<''  donnée; 
<»n  aura  doue  approximativement 

T(  \  1  -  H(  \  ), 


ALOKnnr. 
liTHMir  foinmis»*  et. ml   inlViinirr  à  iiiif  liinilc  lixc  m(l('|»t'n(liUilo 
(lu  in>ml>n'  N. 

l.  t/tpit'ccitions.  —  Soil  à  rcsoudr»'.  en  uoiiihics  cnlitTS  i-l  po- 
silifs,  Tcqualion  ax  H-  In  =  N,  a  cl  />  étani  deux  mmihics  ciilirrs 
premiers  entre  eux;  on  aura  dans  ce  cas 


et 
d'où 

li  j»ar  suite,  en  néj;Iii;eanl  la  (|uantilé  conslanlc  —r  >  ce  qui  est  per- 
mis eu  égard  à  ra|)pr()\inuilioii  (|ue  Von  veut  obtenir, 

ab 

C'est  la  formule  donnée  par  Paoli.  (  i  IHn  sait,  dans  ce  cas,  que 
l'erreur  est  moindre  que  l'unilé. 
Soil  encore  à  résoudre  l'équation 

a.r  -r-  h  y  -^  c  -  =  i\ , 

n,  b  e\  c  étant  trois  nombres  premiers  entre  eux. 
On  aura  dans  ce  cas 

I  I  rt-H^-f-C  —  3  I 

^    '       abc(i  —  z)^  f.abc  ii  —  z)'^' 

d'où,  en  néj^'Iigeant   une  quantité  constante,  ce  qui  est  jjcrmis  vu 
rapproximali'>n  que  l'on  veut  obtenir, 

T(  N  ;  =  --—  (  N  -I-  a  ^'b  -f-  c  ). 


\\:  CMJIL  \)VS  SVSTÈMKS  M\KAII{i:s, 

EXTRAIT  DUNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M    HERMITE 


riMi.iit    <lii    Joiirniil   fil'   VKcole   Polyteclmiquc.    lAII'    Cnhicr. 


J';i|)|)clli',  suivant  rusaj^e  liaMUicI,  système  linéaire  le  lahlcau 
(les  rorl'licicnls  (riiii  s^slrmc  do  n  (-(lualions  linéaires  à  //  incon- 
nues, l  M  (cl  syslèmc  sera  dit  syslcnw  linénirc  d'oidit'  n  cl, 
sauf  une  exception  dont  je  parlerai  plus  loin,  je  le  représenterai 
toujours  par  une  seule  lettre  majuscule,  réservant  les  lettres 
minuscules  pour  désij;ner  spécialement  les  éléments  du  système 
linéaire. 

Ainsi,  |)ar  r\(Mn|)le,   le  svsliiiic  linéaire 


sera  représenté  par  la  seule  lellre  majuscule  A.  Dans  tout  ce  qui 
suit,  je  considérerai  ces  lettres  majuscules  représentant  les  sys- 
tèmes linéaires  comme  de  véritables  quantités,  soumises  à  toutes 
les  opérations  alj;él)ii(pies.  Le  sens  des  diverses  o|KTations  sera 
fixé  ainsi  (|u'il  suit. 

Addition  et  souslractinn.  —  Soient  deux  systèmes  de  même 
ordre  A  cl  \^\  concevons  f|ue  l'on  forme  un  Iroisiénie  syslrme  en 
faisant  la  somme  al,:;él)rique  des  élc-menls  correspondants  dans 
chacun  des  deux  premiers  systèmes.  Le  système  résultant  sera  dit 
la  somme  des  systèmes  A  et  H,  et  si  on  le  désigne  parC,  on  expri- 
mera le  mode  de  relation  (|ui  le  rallaclie  aux  systèmes  A  cl  H  p.ir 
réfpialiun  C  =:  A -f-  l>.   Si,  p.ii  txciiiple,  on  a 

A  =  . .  I .  =  .  > 

c      il  •'      0 


il  \  ii'iulr.i 


ALQÈBHE. 


C  = 


P. 


L.i    ^i>iislr;ulion    •^cia    r\  iilcmmciit    drliiiio    <riinc    inaiiitTc    scm- 
l.laMr. 

.)/i//ti/>iic(7ti(tn.  -'  Soi«'nl  tlctix  syslrinrs  «le  nuMiio  ordre  A  v\ 
B  :  si  oïl  les  compose  suivant  la  règle  (uilinaire,  on  ohliendia  un 
troisième  système  que  je  détinirai  comme  élanl  le  produit  de  A 
par  H;  si  l'on  désigne  ce  système  par  C,  le  mode  de  relation  ainsi 
dèlini  sera  exprimé  par  la  relation 


AR. 


Ainsi,  si  l'on  prend 


on  obtiendra 


»'l 


H  = 


~  Cl  -\-  d^      c'p  -\-  d*^ 

L'ordre  dans  le(|iud  on  efTeetue  une  mullijilication  n'est  pas, 
comme  on  le  sait,  indiflY-rent,  et  il  faudra  toujours  bien  distinguer 
l'ordre  dans  leijuel  (tn  doit  prcndri-  les  facteurs.  .le  diiai  (pie  la 
quantité  A  e^t  mullij)liée  à  droite  par  le  facteur  H  quand  le  pro- 
duit sera  AR,  et  (pi'elle  est  multipliée  à  gauche  j)ar  B  quand  le 
produit  sera  BA.  La  définition  de  la  multiplication  indique  le  sens 
qu'il  faut  attacher  aux  notations  A"  et  B"  et  à  la  dénomination  de 
puissances  entières  d'un  système  linéaire. 

(^uand  deux  systèmes  seront  tels,  que  leur  jnoduit  ne  change 
pas  en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  je  dirai  que  ces  deux 
svslèmes  sonl  permit  tables.  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  je  n'em- 
ploierai pas  en  général  le  signe  de  la  division.  Soit  en  eiïet  un 
système  X  défini  par  la  relation 


en  posant 


A\  -  B, 


X-  ^ 
X_-, 


on  ne  saurait    si,   dans  le  second   membre,  la   division   doit  être 
efTectuée  à   droite  ou   à   gauche.   Cette  ambiguïté   ne  disparaîtra 
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(|ii»'  (l.uis  II'  cas  où  K's  deux  svslèiurs  A  ci  \i  scri)iil  prrrniiliihlcs  ; 
«>l,  «liiiis  ce  Cils  seul,  |\'in|)liii(>iMi  le  si<;iu*  <l<>  la  division.  Il  n'-stillc 
«If  cf  i|iii  pii'ci'ilc  (|iic  Ion  |)('iil  a|i|)li<|iiri-  aux  s^.slrines  linéaires 
les  règles  de  caliuil  ordinaires  de  l'addition,  de  la  souslraclion,  d«î 
la  inniliplicalion  et  de  réiévalion  aux  puissances,  sauf  un  s(>ul 
point,  à  savoir  (iiii-  I  oiilre  des  fadeurs  dans  un  |)roduil  ne  peut 
être  <Mi  ^M'iK-ral  imIcinciIi. 

Systônn's  s///i/)/i-s.  —  Une  sorte  de  syslt-ines  doit  être  particu- 
lièrement reniarcjiK'e;  ce  sont  ceux  où  tous  les  éléments,  contenus 
dans  la  diaj;onale  décrite  de  gauche  à  droite  en  descendant,  sont 
éj;au\,  lotis  les  autres  éléments  étant  nuls.  Tel  serait  le  svstèmc 
du  deuxirme  ordre 

i)     /' 

Par  exception  au  principe  posé  précédemment,  je  le  représenterai 
simplement  par  la  lettre  minuscule  désif,mant  la  valeur  commune 
des  éléments  de  la  diagonale.  Les  raisons  de  cette  exception  sont  : 
i"  qu'un  tel  système 

/n  n  «  o 

()  fH  n  o 

O  ()  ///  n 

O  o  o  /H 

jXMil  louj(»urs  se  pciinultr  dans  la  miilliplication  avec  un  autre 
système  (pielcoiujuc,  en  sorte  que  l  on  a  toujours  /;/  A  =  \m,  ce 
qui  permet  de  placer  les  systèmes  simples  multiplicateurs  en  tète 
d  lin  pioduit  comme  de  véritables  coefficients;  2"  (|ue  multiplier 
un  système  A  par  un  système  simple  ///  revient  à  multiplier  tous 
les  éléments  de  A  par  le  nombre  m. 

Systèmes  i/U'ersc.s.  —  Etant  donné  un  svstème 

<i      h     c 
\^-a'     h'     c', 

a"     h"    c" 

|'a|)|)(llerai  inverse  tlii  premier  le  SNsième 

(i     a'     d" 
I,     h'     b  , 
c     c'     c" 


m  ALOKBnK. 

ol  jo  le  (lésipiicrai  par  la  nolalion  A,.  Lu  s^slrme  cl  son  inviise 
sont  sym(''lriq»irs  par  rapj>orl  à  la  diaf^onale.  L'inverse  d'une 
somme,  triin  produit  s Ohlicndi.i  en  applicpuml  les  deux  règles 
exprimées  par  les  (Mpialions  Miivaiiirs 

(A  -f-  n-t-C»i-...-H  L)i  =(A,  -)-K, -^...^  L,), 
(ABC  ...  KL),  =  L,K,  ...  C,Iî,  A,. 

.r.ippillerai    s\rncf/ii/i/r    loiil    svsirnu'    ("j^al    à    son    iiiNcrse,    en 

>orle  i|u'iin  s>>lèn)e  svn>élri<jne  (|iieli(>n(pie  A  satisfera  à  l'écpia- 

lion 

A  =  A,. 

Jappellcrai  sjslcinc  gauche  loiil  sjslènie  é^al  et  de  signe  eon- 
Iraire  à  son  inverse,  en  sorte  qu'un  système  gauclie  (jnidconquo  H 
satisfera  à  rt'(|iialittn 

H  -H  lî,  =  o. 

Systèmes  réciproques.  —  l'Janl  donné  un  système  qnclconcpie 
A,  le  système  de  même  ordre  forme'  avec  les  déterminants  mineurs 
de  première  espèce  sera  dit  système  réciproque  de  A,  et  je  le 
désignerai  parla  notation  A„.  ['ar  exemple,  si 


A  = 


A„  = 


a     b 

c     d' 

d      -b 


Le  réciproque  d'un  |)rodiiit  s'obtiendra  en  appliquant  la  règle 
contenue  dans  la  formule  suivante 

(ABC...  KL)„=  L„Ko...C„J}„Ao. 

Une  remarque  presque  évidente,  c'est  que  les  opérations  indi- 
quées par  les  indices  i  et  o  peuvent  s'inverser  sans  rpic  le  résultat 
en  soit  cliani:é.  en  sorte  nue  l'on  a 


ri       1.:. 


j,;ii     (  <ii|^((|||(tll  . 


A,„  =  Ao,, 


A  loi  —  Aoii  —  A„; 
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A  «•laiil  iiii  sv-;tiriic  (|in'l»t>ii<|m',    Ay  son  it(  i|»r(K|iir,  cl  n  son  dc- 
l)-i-niinanl.  on  aura  lonjont^  la  rr-lalioii 

A.\o-«; 

dans  rcllo  rt-lalion.    il  rsl   clair  <|nt'  a  nr  (l<'«;i:;nc  pas  le  (li'lcinii- 
liant  (le  \.  niai^  Itn-n  le  sv>li"inc  Nini|il<' 

Il       H       (I   .  .  . 

o     a     u  .  .  . 
o     o     n  .  .  . 


.If  noierai  ici  les  forninles  suivanles.  (|ui  soni  d'un  iisaf^e  conli- 
nnel  dans  le  calcul  des  svstcmrs  lin('aircs.  A  d('vsii^nanl  nn  N\strnie 
d'ordre  n  cl  a  son  tiélerininani,  on  anra 

(Ao)o  ^  ""    -A 

el  le  dfUerminant  de  Aq  sera  ^/"~'.  lui  onire.  ///  «'tant  un  svsti'nir 
simj)lc,  son  délerniinant  sera  m"  el  l'on  aura 

(m  V,  z=  m"-i. 

l'J)]U(iliuns  linéaires^.  —  J'appelle  équalion  linéaire  Ion  le  rela- 
lion  entre  des  systèmes  linéaires,  ces  systèmes  pouvant  d'ailleurs 
V  entrer  par  eux-mêmes  ou  par  leurs  inverses  on  pai-  leurs  réci- 
proques. Soit  une  équalion  linéaire 

A  =  lî  ; 

il  est  clair  qu'on  pourra  ajouter  aux  deux  membres  de  l'équation 
un  même  système  linéaire,  les  élever  à  une  même  puissance  en- 
tière, les  multiplier  à  droite  ou  à  f,^auche  par  un  même  systèm*^ 
linéaire,  sans  que  l'égalité  des  deux  membres  soil  livuiblée.  De 
l'équation  A  ;=:  Tî,  on  déduira  aussi 

A|  =  Bj ,         Ao  =  Bq. 

On  peut  même  diviser  à  droite  ou  à  gauclie  les  deux  membres 
d'une  équation  par  un  même  facteur,  si  le  déterminant  de  ce  fac- 
teur n'c^l  pas  nul.  \'a\  effel,  soient 

Ml       i;il         .1         imor=//, 


a«()  ALOKnitK. 

h  «'•l;»iil   par  liNpollirsf  dillV-rful  ilf  /('lo:   ilr  l;i   ri'l;ili(iii  [uiinilivf 

on  «Iciltiit 

AIIHo  -  IMIIIo. 
on  hion 

A  //  -  Wh 
v\,  par  ronsrqucnl, 

A  =  B. 

Rt'sondro  nno  ('qnaliiMi  liiu'-airo  ou  un  svsirino  d'ôfinations  li- 
néaires, c'csl  Ironvcr  l'expression  tin  svslrnie  inconnn  en  fonc- 
lion  des  systrnies  connns.  Quand  on  pourra  le  faire,  l'inconnue  \ 
sera  donnée  par  une  relation  de  la  forme 

\\  --  M, 

el  elle  sera  géni'ralenienl  délerminée,  à  moins  que  les  délermi- 
nanls  de  A  el  de  B  ne  soient  nuls  simullanémenl,  auquel  eas  \ 
sera  indéterminé  ou  du  moins  afleclera  la  fornif  de  \\ni\v\vv- 
mination. 

Equation  aux  détei  minants.  —  Une  équation  linéaire  lient 
lieu  en  fjénéral  de  //-  écpialions  entre  les  éléments  de  ces  systèmes, 
l'armi  les  diverses  ('(piations  rpie  l'on  peut  obtenir  en  coml)inant 
ensemble  ceX  n-  équations,  la  |>lus  importante  est  l'équation 
aux  déterminants.  Klle  s'obtient  en  égalant  entre  eux  les  déter- 
minants des  deux  membres  de  l'équation  ;  en  sorte  (jue  si  A  --  H 
esl  l'équation  considérée,  et  si  en  général  on  désigne  par  VM  le 
déterminant  d'un  système  quelconque  M,  l'f'rjuation  aux  détermi- 
nants sera 

VA  =VB. 

On  a  d'ailleurs,  par  un  llit'orème  connu, 

V(ABC...;  =  VA.Th.VC... 

Dans  le  calcul  des  systèmes  linéaires,  on  a  très  souvent  besoin 
de  calculer  le  réciproque  ou  le  déterminant  d'une  fonction  de 
systèmes  linéaires  donnés;  il  est  très  important,  rjiiand  on  le  peut, 
d'elTecluer  le  calcul,  sans  être  obligé  de  recourir  aux  éléments 
des  systèmes.  Je  donnerai  dans  la  suite  plusieurs  exemples  des 
frrocédés  que  l'on  peut  employer,  procédés  que  du  reste  l'examen 
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ili-s  (|iifsl  loii^  |)ai'l  II  iilii  ri'S  à  ivsoiiili'i'  iniiiinl  |)i'(-s(|iii'  toiiioiirs 
fiuilciiiciil .  \ii  siij<'l  (les  cqnalions  lin(-;iires,  je  ferai  observer 
(|u  niif  t"-!!!!.!!!!»!!  est  iH'eessairenieiit  liomo-^ène  en  ordre,  e'esl-à-dirc 
(|iie  loii->  le-i  systèmes  (|iii  v  eiiliciil  doivent  «"'Ire  du  iii«'nje  ordre. 
Ainsi,  dans  r('-(|iiali()ii 

A    i-   '/.  |{  :-ro, 

il  e-l  clair  t|iic  A  rcprt'-x'iilc  un  s\  >lriin'  siiii|»lc  d'urdrc  //.  >i    \  cl  !> 

•^olll  dOrdre//.   On  \oiLpar   là   c|ii('  la   notation   adoptée  pour  les 

svstèines  simples  ne   peu!  jamais  donner  lieu  à  aucune  amhi};uïlé. 

Ain>i.   en   siippK^.int  (pie  le  (h'-lerinmanl  de   A  +  Ha  soil  '^(a),  on 

aura  I  l'ipial  mn 

V(  A  -4-  ]>>,  )  —  o(  >.  ). 

et  il  est  évident,  sans  (pi'il  y  ait  aml)ii,aiïlé,  que  dans  le  premier 
membre,  si  \  ei  H  sont  du  IroisiènK!  ordre,  /.  représente  le  système 
simple 

À      n      <  > 
(I       /,       o , 
(»      (>      À 

tandis  (pi<-  dans  le  second   il  di'sij;nc  simplemenl  le  noiiibie  ). 

Avant  de  terminer  ce  rpii   est  relatif  aux  notations  el  aux  déli- 
nilions,  je  ferai  encore  les  i'emai(pies  suivantes. 
Le  système 

I     i>     i>     (>     ... 
(I     <)     ()     (>     ... 


où  tous  les  éb'-menls  sont  nuls,  excc|)l('  le  premier,  sera  l(nijours, 
dans  ce  qui  suit,  représenté  |)ar  Q. 
l  n  système  du  n"' 


.ICIIIC 


.r,     X. 
(>       () 


t»ù  toutes  les  lii,Mie>,    e\cepl(''   la    picmière.  ne    reiirermeiit  fpie  de« 


t'U'iiii'iilo  inil>.  srra  th'-Ni^nr  |i;ir  l.i  iiol.iiiun 
(  .r,     ./•,      .  .  .      .r„  ) 

t'I   par  consrtjiHMit  l.i  nuLiiion 

I  .'•,      .r,      ...      .r„) 


tlfsic;ncra  le  svslcim^ 


./••      (1      (t 


.r,,     (I     () 


Kn  sorte  (jiir  ^i.  |t;ir  fxcmpl»',  on  a 

«cUr  relation,  (jiii  est  ('(niix  aïeule  à 

/"m         .r     y         ah         .r     o 

-  *     X    ,  X 

o     11        (>     o        h     f         y    o 

pourra  >^  écrire 

Il     />         , 
CM  |in>ant  ,  =z  A  , 

'  o     c 

ou  encore 

a/-  \,  A\, 

en  posant  {jc.j)  =^  X. 

II. 

Soit  A  un  système  linéaire  d'ordre  //  ;  je  ne  considérerai  dans  ce 
qui  suit  que  des  .systèmes  pouvant  s'exprimer  au  moyen  seule- 
ment de  A  et  de  systèmes  simples.  (Ceux-ci,  en  elFet,  se  compor- 
tent comme  de  véritables  nombres,  en  (bumarit  ici  le  nom  de 
nombre,  indépendamment  de  toute  idée  aritbnu'lique,  aux  rpian- 
lités  ordinaires,  et  réservant  la  dénomination  de  f/i/antitrs  aux 
systèmes  linéaires  proprement  dits.)  Je  désignerai  en  général  une 
telle  fonction  numérique  de  A  parla  notation/(  A)  ;  une  fonction 
entière  de  A  sera  de  la  forme 


M'n  I.E  cAi.<:i:i,  des  systkmkh  i.im;aihi:s. 


a  ai) 


7,    ?J,   ".    .  .  .  ,   0   <JcSlf,Ml.inl     <lc^     >\>Il'||lts     Sllll|)lc'>.     (.clll      |)()SC,      si       \ 

tl«'"sij;ii('  un  svstrinc  <l  oïdir  //,  «1  m  I  on  ;i 

A(  A  —  X)  =  (3(À), 
je  (lis  (|tit-  l'on  iiiiia  nient i(|ii('iiii'iil 

o  (  A  )  —  o. 

<i     b 


Ainsi,  soil 


A    ::^ 


on  mil  a 

A(A-/o- 


,1  —  À 


r     ,1 


(  ad  -  -  br)  -  -  X  (  et  -!-«/)  H-  X-  ; 


on  (i('\  l'ii  iloiic  ii\ oir 

A -  —  (a  -+-  (l)  A  -4-  (id  —  bc  —  o^ 

cl,  en  cllct,  on  a  i<lcnli(|iK'ni(Mil 

rt* -T- 6c    b{a-^d)  (i     b        <id  —  bc         o 

c(a-^d)    d^ -T- bc  ~^        r     d  ~^         o  ad  —  bc 

En  général,  si  r/désignc  le  délcrnimanl  d  nn  svslèino  A  <1  Ordre  /?, 
OD  aura 

A  (  A  —  X  )  =  d  —  ml  -\- p)^  -I-. .  .-f-  (  —  I  )"  X"  ; 

A  satisfera  donc  à  l'éfjiialion 

(I  )  A"  —  s  A"-  ' . . .  ~  /«  A  1^  rf  =  o. 

On  reinar(|uera ,  ce  fjiii  est  utile  dans  les  applications  an  j)oiiit 
de  Mie  arithmétique,  que  dans  celle  équation  le  coefllcicnl  de 
A"  est  toujours  Tunité.  Multiplions  rc-quation  (i)  par  Ao  (à 
gauche  ou   à   droite   indifTéremment),  il  viendra,   en  remarquant 

que    \\„  ./. 


<l  on 

(  >  ) 


,l\n-\  —sdV'    î...  :pm^±rfAo-:o, 


Ao  ^  m  —p\  .  .  .  r'r  5  A"-2  —  \n-t_ 


Ouoiqiie  la  dt-monstration   de  cette   formule  suppose  r/  dillV-renl 
de  zéro,   il  est  clair  quelle  subsiste  même  quand  r/  esl  nul. 


93»  ALOhOlti:. 

Des  t*qu.ili(»iis  (i)  ol  [à),  il  ii-nhIic  (jdc  loiilc  foiiclioii  mimr- 
ri(Hir  oiiliiTt'  ilr  A  (cl  aussi  ilc  A  cl  de  A„)  pciil  se  n'-tliiirc  à  un 
polyiirimc  où  A  ne  dépasse  pas  le  dcgr»'  (//  —  i).  Soil  ./(A)  une 
telle  fomllon;  proposons-nous  de  calculer  son  (iclcnninanl. 

Dési«;n<>ns  par  ot,  ^,  *' t,  les  racines  de  Viu/inition  nunu'- 

riqur  ordin^iirr  fÇt.)  =.  o,  en  sorlc  f]ue  Ton  ail  idenli<pienienl 

/(  À  )  —  fï  (  X  —  a  )  (  À  —  ^  )  ...  (  À  —  T,  ) . 

Il  esl  facile  de  \i>\v  (pie  1(^11  aii!':i  ideni npienieiil 

(3)  /(  A)  =  a{\  -  a)(\  -  3)  . . .  (  V  -T.»; 

en  cffcl,  la  différence  entre  les  deii\  inemhres  de  celle  é(piali()n 
sera  un  p<>l\nôine  en  V  de  dej.^ré  (n  —  i)  an  plii>;.  <  )r,  en  i;éiiéral, 
l'équalion  (i)  esl  irrt'dncliblc,  c'esl-à-dire  que  A  ne  peut  satis- 
faire à  aucune  équation  linéaire  de  degré  moindre;  donc  la  dif- 
férence précitée  est  nulle  ;  et  ct;lle  conclusion  subsiste  évidemment 
môme  dans  le  cas  où  A  satisferait  à  une  écpialion  d'un  degré  infé- 
rieur à  n.  Prenons  maintenant  l'écpialion  aux  déterminants  de 
l'équation  (3),   il  viendra 

v/(  A)  ^  n"x'  V    -  y.'.'çi"  —  3...  v(  A  —  r J  =  a" '^(  z)'i('i  )  ...  0(7,). 

Le  déterminant  de  /(.\)  ne  dillère  donc  pas  de  la  r(''snltante  des 
équations  'i  (j*)  =  o  et  /*(.r)  =  o  :  en  appelant  0  cette  r<'snltante, 
nous  aurons  donc 

Clierclions  inainlcnanl  le  r«'ciprit(pir  de /*('  \  )  ;  on  a,  d'ajjrès  ce 
(pli  précède. 

|/(  A)J„./(A)  =  0.         .l-o.i         l./ÏA,.Jo-  -.■^; 

pour  obtenir  le  réeipro(pie  di;  /"(  A  ),  il  snfliia  donc  de  diviser  0  par 
y"(A),  la  division,  en  tenant  rotii|tle  de  la  iel;ilioii  idenliqnc 
':;(',\)  =  o,  df.'vra  se  faire  cxactcmcnl,  et  b;  (piolienl  donnera  la 
valeur  du  ré-ciprofpie  elierclié.  En  |)arliciilier.  clierclions  (A  —  0), 
on  aura 

(  A  —  ;  )o  -  ■'         ' 
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OU   llICIl.  (  llllllllf  'j(A)  osl    millf. 


(|uuiitité  (''viclcmincul   cnli(  rc.   Je  rcinarcjucrui   ici   (|iir  celle  dcr- 
nière  formule  subsiste  encore  quand  p  est  une  racine  de  réqualion 

o(X)  =  o. 

Je  cile  00  cas  parlicnlior,  parce  (jii'il  esl  diiiie  applicalion  IixmjikmiU' 
dans  la  lli('orio  des  l'onnes  liinairos. 

On  a  on  eflol  et;  jjrincipe  bien  simple,  mais  dune  grande  im- 
portance: si  le  délcrminaiit  d'un  svsirme  H  esl  nul,  IÎq  estdt'com- 
posable  on  (lcii\  laclours,  Tun  do  la  forme  (r/,  /y,  c.  .  .  .,  nt ),  el 
raulro  de  Li  forme  (a,  |j,  '' |x).  Par  exemple,  si 

<>  z     —y 

n=  — j  o  .r, 

y    — -i-       " 
on  a 

T    o     o        ./•  y     - 

Bo  =  .ï'     o     o  X  o  o     o . 

z       o       ()  «        ()        o 

Il  suil  de  là  (pie.  A  élanl  un  svslèmo  linéaiie  (pudconcpio  el  /.  une 
racine  d(^  r<'(|ualioii 

Vi  A  — À)r^O, 

(A  —  a)o  sera  décomposablc  (\(i  la  façon  indiqm'e.  (  )n  pourra  donc 
toujours  trouver  on  général  n  fondions  onliéres  de  A, 

m  -^  pS.  -r-  7  A*  -+-. .  .-f-  5  A"-', 

toiles,  que  I  on  ail  idonliquemcnl 

n  o  o.  .  .  o  o  f).  . 

b  f)  n .  .  .  o  <)  n .  .  . 

/n  -T-  /)  A  -1-  </  Aï  -4-  .  . .  -4-  5  A"- '  =  r  o  o .  .  .  x   a  ^  •; .  .  . 


m     o     o. . . 

hz      A3      /;•; 
ra      r'i      r-/ . 


Al.OKBIU:. 

Jf  dis  en  ^cnrrat,  car  il  pcnl  so  faire  qiw  !<•  système  A  salis- 

lassc  à  une  rquation  '{«(A)  r^  o  tl'un  <l»>gré  inlVrieiir  à  //,  el  (ju'en 

\rrtn  tic  cellr  rqiialion  le  polynôme  (A  —  À'io  ^^^'^  icl«Miliqiieni<Mil 

mil.    .luniM'l   CMS    la   (It'-coinposition    rdncsjtniuliiiil    ;'i    la   racine   A 

n'ollrr   plus  de  sens. 

\ii  svijel  de  ce  mode  de  dt-coinposilion,   je  ierai  encore  la  re- 

nianpie  siiivanle,  doni  I  a|iplicalion  se  pr«'senlc  1res  souvent.  Si 

A  désigne  uu  svst«'nie  Inuairc  inielcon<]ne  et  a,  'i  deux  racines  de 

ri''(jiialit)n 

V(.\-/.)  =«, 

on  aura  identupieinent 

(  A  —  a)o.  (A  —  3)o  =  <>. 

Pour  plus  do  simplicilc,  suj)posons  que  A  soit  du  Iroisiènie  ordre 

el  soient  a.  'il,  v  les  trois  racines  de  r«''(iuation 
<  '  I  1 

V(  A  —  >.)  —  <). 
On  aura,  d'après  ce  qui  |)r('cède, 

(A-a)o  =  (A-3)(A--;)     cl     (A-^)«  =(A-a)(A-Y), 

d'où 

(A  -  a)o(  A  -  ?)„  =  |(  A-  a)  (  A  -  3)(  A  -  y)](A  -  -;). 

(  )r  la  <piaulité  entre  crochcls  est  idenliquemcnl  nnlle.  dette  d»'-- 
nionslralion  est  ('videinnient  générale.  Soient  maintenant  A,  et  ^/ 
deux  racines  quelconques  de  r<''(]nalion  Vi  \  —  /.)  =  o.  et  suppo- 
sons que  l'on  ait 


de  la  relation 


on  «lediiira 


on  In 


(  A  —  À,)o  =  (  iii,  bi.  Ci,. . .  ){Xi,  ^,.  -',, . . .  )i  ; 

(A  —  /.|)o.  (A  —  Ay)o  =  o 

(  ïi.  ?<•,  V' *i  ^ ''y  ^'j-  0<  ■■■)  =  ", 

7.,<tj~  '^,hj^-;,<j    -  ...  ^n. 


(^elte  relation,  ainsi  (pie  daulres  (|ue  Ton  peu!  Injuver  facile- 
ment entre  les  «'•léinenl>  (a.  h,  r,  ...)  et  (a,  ^i.  -'.  ...  i.  trouvera  de 
iiMiiilnen^C""  ap|)lications  dans  la  lli(''oric  ries  roiiiio. 


st  n  LE  cai.i:li.  I)K8  bystkmks  I.INKA1HK.S.  a3J 

.liii  iiionlré  (ju'mi  système  lint-airc  ([iielcoiujiM.'  A  siilisfajl  loii- 
jouis  à  une  <'(|iiatioii  d'im  degré  rf^al  à  celui  de  son  <)rdr<;;  mais 
il  peut  se  laire  (|u'il  satisfasse  à  mie  équation  d'un  «le^n'-  moindre; 
dans  tous  les  ras,  il  v  auia  nue  éi|uation  irréducUMe  d  un  certain 
degré,  m  par  exemple,  au(|uel  il  satisfera.  l*ar  c()MS('<picnt,  toute 
(onclion  entière  de  A  pourra  se  inelire  sous  la  forme  d  un  p<)l>- 
nùnie  en  A  du  degré  [m —  i)  au  plus,  et  cela  dune  seule 
manière. 

Il  en  sera  de  même,  en  géïK-ral,  de  toute  fonction  rationnelle 
de  A,  c'est-à-ilire  de  loule  fonclion  satisfaisant  à  une  équation  de 

la   forme 

/(.\).X.O(A)  =  <;.(A); 

car  de  là  on  liie 

expression  (pii,  si  \  est  déterminée,  sera  aussi  un  polynôme 
entier  en  A.  (^ette  forme,  sous  laquelle  on  peut  réduire  toute 
fonction  rationnelle  d'un  système,  sera  dite  la  forme  canonique 
de  celte  fonction. 

En  terminant  les  considérations  les  plus  générales  relatives  aux 
systèmes  linéaires,  je  ferai  la  remarque  importante  qui  suit  :  Un 
produit  de  facteurs  linéaires  peut  être  nul  sans  qu'aucun  des  fac- 
teurs le  soil.  .Mais  si  Ton  a,  par  exemple, 

AB  =  o, 

et  qu'aucun  des  facteurs  A  et  B  ne  soit  nul,  on  devra  avoir 

V(A)  =  o     et     V(B)  =  o, 

car,  pour  lixer  les  idées,  si  V(  A)  n'était  pas  nul,  en  multipliant  à 
gauche  TéMpialion  donnée  par  Aq,  on  en  déduirait 

V(A),B  =  o. 

et,  par  cons('(juent,  B  =  o.  De  là  suit  encore  que,  si  l'on  a  \l>  ^=  o, 
et  si  V(A)  est  dilférenl  de  /,éro.  on  doit  avoir  B  =  o. 


a^i 


III. 

J'apprllr  foncliitii  de  ilciix  s\  strinc-i  liiu.iiios  loiil  svNiriiR'  <]iii 
peut  s'exprimer  iiu  ino^cn  <le  doux  syslrmos  donnés  de  même 
ordre  el  <le  systèmes  simples.  Ces  deux  systèmes  étant  A  cl  li,  je 
désif^nerai  une  telle  fonetion  par  la  notation y( A,  H).  Pour  l'in- 
>l.uit  tl  |ii)iir  ne  pas  entrer  dans  de  lr()|i  loiif^s  développements,  je 
me  liornerai  à  considérer  des  SNSlèmes  du  deuxième  ordre.  Soient 
donc  A  et  H  deux  tels  svstèmes,  a  el  h  leurs  déterminants.  A  el  B 
satisferont  aux  deux  ('•(jualioiis  suivantes  : 

(  I  )  A  î  —  a  A  -t-  a  =  () , 

(7.)  IP  —  ^H^ /;  =  (>; 

d'où  l'on  d<-<luil 

I  A-f-Ao-a, 

Dans  le  cas  où  les  systèmes  A  el  H  sonl  du  deuxième  ortire.  on  a 
toujours 

(A  +  B)o=  Ao-^B„: 
posant  donc 

V  (  A  -+-  B  )  —  rt  -i-  »•  -4-  /> , 
on  aura 

(  A„  -+-  Bo  )  (  A  -+-  B  )  =  a  -^  «V  -4-  6 

<tu.  en  d<'vrIo|>pant, 

Ao  A  ^-  A«  B  ~  B„  A  -T-  B„  15  =  a   f-  »'-\-b\ 
«l'où 

AoB-^BoA  =  H'. 

Remplaçons  dans  cette  équation   Ao  el  Hn  p-Ti'  leurs  valeurs  tirées 
de  I  (  his),  il  viendra 

AB-^  15 A  ^  aB-f-  ?A-4-»r, 
d  où  enfin 

Ci)  BA  =- AB -^aB-+- 3A -4- n. 

\u  mo\en  d(;s  r''(pialion>  (  i"),  (  ',  )  et  ('■'>)  toute  fonction  entière  de 


I 


sL'ii  I.K  <;Ai.<:ri.  iii:s  rystkmks  i.imaiiiKî*.  .•  .  > 

\  cl  lit'  l>  |iuiii°r:i  ><■  tiicllif  sous  la  litrmc 

m  -r-/' A  -+-  Y  15  -i-  r  \\\ , 

cl  iiuMUC  (ce  (|ui  csl  wlilc  dans  l)caucoii|)  (rap|)licalions),  si  les 
coellicienls  dans  la  fnnclion  donnée  sonl  entiers,  /;/,  p,  q^  r  seront 
aussi  entiers.  ()uanil  une  liuicliiui  »!•'  Av\\\  variables  A  et  B  sera 
ainsi  réduite  à  la  forme  ci-dessus,  je  dirai  (|u"elic  est  réduite  à  sa 
fornu'  eanoni([ue.  \\n  ;.;;t'néral  (sauf  (juel(|ues  cas  très  particu- 
liers), une  (onelion  donnée  ne  pourra  se  mettre  cpn-  d "une  seule 
manière  sous  la  forme  canonique.  Une  fois  mise  sous  cette  forme, 
il  sera  très  facile  de  caicider  son  di'ierminaiit.  Pour  cela,  il  suflit 
de  poser 

(  A  —  À  -\-  i>  A  -^  fjW  -^  r  A  B  )  =  À-  -i-  cpÀ  -+-  •!/ , 

où  •:,  ci  'j  (lésij;ucnl  (l<"s  fonclious  riiconnucs  dt-  p.  y,  /•.  J)c  là  on 
déduit 

(  />  A  —  cy  l>  -+-  /•  A  |{  »-  -f-  (  //  A  H-  </  r5  -1-  /•  A  lî  )  o  -4-  •!/  =  o. 

Cette  équation  devant  devenir  idenli(|ii(>  (piand  on  réduit  le  pre- 
mier membre  à  sa  forme  canonif|ue,  on  obtiendra  facilement  la 
valeur  de  '^,  -i/,  et  par  suite  le  déterminant  clicrché. 

En  comparant  avec   la  lli(''orie  des  (pialeriiions    la   théorie   des 
svslèmes  de  la  forme 

./•  — ^kA  -f-  .;  IJ  —  u  W\  , 

où  A  et  B  désignent  deux  systèmes  quelconques  du  deuxième 
ordre  assujettis  aux  relations  (i),  (■>.)  et  (3),  on  remarquera  l'ana- 
loj^ie  (pii  existe  entre  ces  deux  théories.  Le  calcul  des  svstèmcs 
linéaires  donne  ainsi  une  inleiprétation  simj)le  el  pour  ainsi  dire 
arillimélKpie  lies  imaginaires  ordinaires,  des  (pialeriiions.  des  clefs 
algébriques  de  ('auchj,  des  imaginaires  congruentielles  de  Galois. 
Si  la  subsliliilioii  des  systèmes  linéaires  à  la  place  des  symboles 
ne  me  parait  pas  devoir  èire  avantageuse  pour  le  calcul,  cepen- 
dant la  notion  des  svstèmcs  liiK'aircs  me  parait  bien  j)lus  précise, 
el,  par  celte  précision  même.  <ilc  permet  de  développer  et  d'aji- 
profondir  bien  des  poiiils  cpic  le  calcul  j)Uieuienl  svml)nli(|ii<"  ne 
saurait  atleindre.  I/exemple  suivant  f(M"a  peut-èlre  mieux  sai>ir 
ma  pcii-iéc.   CM   moiilraiil   (piel->  points  ihî  contacl    r[  quelles  ddl»'- 


3.V»  aiokduk. 

r«Micc>  Il  ('\i>l("   ••nlif  \c  cilciil   tirs   >\>|("'iU('n   lin<  aiics  ri  le  ciilciil 

des  symboles. 

Soil  un  nombre  jnemicr /<  ;  imaginons  Ions  les  svslèmes  crordie 
n.  dans  lesquels  les  ('lémenls  sonl  les  nond)res  enliers  inlerieurs 
à />  ou  /.t'-ro.  Ces  svslèmes,  en  niclhuil  /.('to  df  e(')t(',  seiotil  évi- 
«leminent  au  nondu'e  de  ^>"'~'  ;  nous  les  a|i|i(*llerons  les  résidus 
«le /»  tlordre  n.  Keprésenlons  jiar  /"(X)  une  l'onelion  nuniéricjue 
rnlière  d  une  variable  \  d'ordir  //  ,  <M  clirrclions  les  soIuIidus 
enlières  de  la  conj^ruenee  /  (  \)  :  ^  o  (inotl./>).  Les  diverses  so- 
lutions devront  évidemment  se  trouver  parmi  les />"'-'  résidus  de 
//.  Cela  pose,  pour  résoudre  complètement  la  rpieslion,  les  trois 
prt»blèmes  suivants  seront  à  résoudre  : 

i"  Kn  séparant  les  racines  qui  sont  des  systèmes  simples,  dis- 
tribuer les  autres  racines  en  p^roupes  tels  que,  dans  eliaijue  groupe 
d<>u\  racines  soient  |)ermutables  (suivant  le  module />); 

'j."  Dans  citaquc  groupe  étudier  les  iclalions  (|ui  lient  enire 
elles  les  racines  de  ce  grouj>c  ; 

3°  Étudier  les  rapports  des  différents  groupes  eiitic  eux. 

La  théorie  de  Galois  répond  précisément  au  second  de  ces  pro- 
blèmes, mais  laisse  complètement  intact  le  troisième. 

(le  qui  pn'cède  suffit  pour  donner  une  idée  de  ce  (pie  serait 
une  étude  complète  des  fonctions  de  deux  systèmes  linéaires  d'un 
ordre  cpielcon^pie. 

(Jn  \oit  de  suite  (pi  une  pareille  fonction  doit  pouvoir  sexpii- 
nn-r  au  moyen  <riin  nombre  limité  d'expressions  telles  (|iic 
A'Ii'A*  B*.  .  .  .   Car  si   nous  supposons 

/(  A,B)  =  V  a.\'r3/A''..., 

il  est  évident  que  dans  ce  développement,  //  (''tant  de  l'ordre  des 

systèmes,  on  pourra  faire  en  sorte  que  A  et  B  n'y  entrent  qu'avec 

des  exposants  inférieurs  à  // ;  en  outre,  si  l'on  considère  un  grou- 

pf^mrnt  (jiielconqiie 

A'B^A'' 

il  ne  p(jiiria  pas  se  trouver  répi'té  plus  de  (n  —  i)  fois  de  suite. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  jibis  de  détails.  Il  est 
clair  fpi'nne  fonction  entière  /"(A,  B)  pourra  toujours  se  mettre 
sous  une  forme  ne  «Muilenant  qu'un  nombre  limité  de  termes.  Si 


sni  i.i:  t;Ai.i;i!L  dks  systkmi  s  mm  aiiiis.  j\- 

fllf  iir  |it-iil  rire  mise  sous  ccllr  lniiiii-  (|iir  diiric  sriilc  iii;iiii/rc, 
iKMis  tliidiis  (|ii('y  (^  A,  li)  csl  rrdiiilc  il  >a  loiiiic  ciinoiinnic  ;  cl  >i 
une  ronctloii  de  A  cl  do  H,  iniso  sous  sa  (orme  ('anoiii(|ii<-,  ol  niillf. 
Iniis  les  eoeflicienls  des  di\ers  s\  slèmes  liiié.iiro  (jui  \  enlicrinil 
seront  nuls.  Il  esl  clair  (|uc  celle  notion  tie  forme  canoni(|ue  peut 
s'étendre  aux  fonctions  de  Irois  ou  d'un  plus  };rand  nondjre  de 
systèmes  linéaires.   Deux  proMèmes  p;(''néraux  se  |)r(''scntent  alors  : 

1°  Ktant  donnt'c  la  loinhon  l,i  plus  ^('-néi.dr  d'un  iioiiilnr  (|inl- 
con(jue  de  s\  sièmes,  la  rt'-duire  à  sa  iorme  canoiinpie  ; 

y."  Ktant  doniH-e  la  lonelion  la  plus  j;én('iale  d Un  noinhre 
(juelconijuc  de  SNstèmes  lin(aires.  lrou\er  son  d('-lermiiiatil  el  le 
système  r»'eiprt)(|ue. 

l^a  solution  de  ces  problèmes,  dont  je  second  di'pend  néces- 
sairement du  premier,  esl  d'un  très  grand  intérél  dans  le  calcul 
des  syslèmes  lim-aires  ;  j'espère  en  nionlrcr  plus  lard  d'iiih'ressanles 
applicali(nis  dans  la  lln-orie  des  lniriic<  lunaires. 


JV. 

Je  termine  ici  ces  ci^nsidéralions  préliminaires,  (pic  I  on  irou- 
yera  pcul-éire  un  jxmi  lonj;ues,  mais  (pii  étaient  nécessaires  pour 
me  permetlre  d'exposer,  d'une  façon  suffisamment  claire,  les  di- 
ycrses  applications  que  j  ai  (ailes  du  calcul  des  systèmes  linéaires. 
J'exposerai  d'abord  sous  quel  point  de  yue  je  considère  la  théorie 
des  formes  quadratiques.  Soit  ,/^(j"i  J'o  •  •  •  -^n)  ""f"  foinic  (piadia- 
ti(pie  à  //  variables;   posons 

-   -/-    ~  OiXt-^-  OiXi-T-  .  ..  -+■  A,  .r,^  , 
■j.  ax\ 

•>  ox-, 


2  dXn 

le  système  linéaire  d'ordre  n 


—  -J —  Cl  n^i  -^  0„X^  -i-    ...    -+-A/I  Xn  , 


A,      ...  /-î , 

h /.„ 


j:>8  Ai.oi.iiiiK. 

«jiii   o>l   «'•viili'innuMil    >-\  im'li  kjiic  ,  stTa    ilil   i  ciiitsciih'i-   la   (diiiic 

/',-'"i<-''a '"/i^-    '■'"    sorlo  <|iio    loiilo    lonnr    (|iia(li-iiti(]iic   à    // 

\ariuliles  sera  rcpréseiiU'e  par  un  sv>lôinc  svint''lii(]nt'  durdrc  // ; 
réciproqueint'iil.  lO  sjstômo  (It-ltMininora  (•oniplrlfincnt  la  (t»rmc. 
Sdil  A  le  sxslrmo  rcprÔMMilalil   de  la  liinni'  /"(./•,.  ./'o.  .  .  .,./'«)  cl 


Xf       <>       "       (' 


X  =-. 


J'n       '>       •>       "• 


on  aura  rvitlciiinuMit 


U/(.r,.rî...)-:  \,\\. 

Je  rcprésenlcrai  In-s  souvent  la  forme /"(.r,,  .r...  .  .  .,  x,,)  par  la 

notation  y*(  \);  celle  nolalion,  (jui  ne  peul  donner  lieu  à  aucune 
anil)if;uïl«',  pernicl  d'écrire  avec  simplicilé  des  formides  qui  au- 
Irenient  seraient  très  cotn|)Ii(|ii('es.  Soit,  par  cxcinplc,  une  forme 
liinairc /"(  ./•.  i)  ;   en   posaiil 

.r     o 

je  désignerai  simplement /(j:,^)  par  y(\);  su|)|)osons  que  les 
variables  .r  et  r  prennent  les  valeurs  suivantes  : 

X  ^.  7.r-r-  Xr  -+-  ; ,      y  =  V  ^  -+-  '^r  -^  ',  > 

en  pos.int 

a     :i  :     (. 

■   -  11.        .1  ^-z. 


T.        (I 


la  forme /(a  j*  -i-  |j)'  -f-  ;,  •'•'"  -^  "^V  4-  y,)  sera  simplement  repré- 
sentée par /(H,  X  -h  î). 

De  l'équation  (d)  résulte  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante qui,  du  reste,  a  été  donnée  cxj)licilement  par  l*2isenslein  (  '  )  : 
si  une  formey"(.r,,  .r^,...),  représentée  par  le  système  A,  se 
change  par  une  substitution  II  en  la  forme  i'^(.r,,  x-,,  .  .  .)  repré- 

(')  \eue  Théorème  von  hohern  Arithmetik. 


srn  LK  c.M.cn.  hks  systkmf.s  i.ixk.\iiii:s.  a.Ji, 

>;cr>l('('  |);ir  le  »;\sti'iiii'  I?,  on  :i  r«'(|ii.ili(iii 

(I)  11,  \  Il  r-  15. 

(]cllf  «'■qualloii  cl  1,1  I  ('iii;ii(|ii('  siii\;iiit<',  ;"i  s;iv(»ir  (iiir,  si  iinr 
forino  osl  rrpr('>f'nlt'e  par  un  SN-^lrinc  A,  son  adjoinlc  csi  rcnn-- 
senlée  par  le  svslèine  icciproqiip  Aq.  sont  les  bases  de  tonte  la 
tliéoric  des  foiines  <niadrali(|ues.  Je  n'en  déduirai  pas  toutes  les 
conséipiences,  je  n'aurai  <pi'à  rcfiiire  une  lliéorie  hien  connue;  je 
me  contenterai  d'en  nionher  l'application  à  (|ncl(pics  (pieslions 
f)articnlières.  J'examinerai  d'abord  la  question  de  la  composi- 
tion des  (ormes  en  revenant  sur  un  pi-oblème  dtjà  résolu  par 
Gauss. 

Soient  deux  formes  binaires  fi"  et  //,  proposons-nous  de  trouver 
une  forme  binaire  /"composée  des  deux  premières.  Soient  A,  H,  (] 
les  systèmes  linéaires  représentatifs  des  formes  y,  ^,  fr'  et  soient 
a,  ^,  Y  leurs  déterminants.  Il  est  clair,  d'après  la  notion  mcinc 
d'une  l'orme  composée,  que  la  forme  /doit  être  telle,  qu'en  dési- 
gnant par  \\  im  système  lini'aire  du  premier  dej^ré  en  j:  et  y,  on 
ait  idenlicpiement 

R,  VR  =  ;r(-r,^)C; 

d'où  Ton  di'diiit,  en  désii^nanl  par  /■  It^  tb-terminant  de  l\. 


de  la  on  (bniuil  encore 

i'û:  A  =:  r,„(;r„. 

Posons 

Ru  =11  -K 

Il  et  K  d('sij;nanl  des  systèmes  linc-aires  indéterminés;  on  devra 

,     .  ,        n     /, 

avoir,  en  eciivant  A  =  , 

0     c 

a.        a  (t     Y  no        \        /        .r     o  ^^     r\ 

,  =  -^11,+  K,  C     II  -^K  ), 

a        a 


j^ii  ai.(Ù:ruk. 

•  <'  «lui.  ni  cUt'cliuint   \c  tlr\{'lo|)|)t'mi'iil.    loiinm   Its   (|iialic  i''i|ii;i 

lions  sni\;«nl»'s  : 


,e^t> 


«        =  II, Cil    -. 

O      O      o       <>  )• 


r     r  ()     ./• 

'     -        '     xH.Ckx 

<)  no  o      y 


n      o      i>      o  .r     o  n         n  «>      o  o     ./• 

„„/,     ^  xK.CIIx  .  ^,.,,,-  xK.CK    - 

'"  '      o     J"     V  y     o  «I      ^^-î—        .r     »• 


"  y 


Mil  se  rcporliiiil  il  l.i  Inniiiilr'  (//).  il  rsl  Cicilc  de  \(iir  ([iic  les 
(iiuilro  ('•«Huilions  «^-«U'ssus  |i«^u\«'til  t'Ii<'  r«Mn|il;i««''«>s  par  l«'s  Irois 
^uivanU's  : 

(3)    I^BrrlIiCII.  J^H  =  K,CK.         i"'^'  |{  -   K.Cll-.    H  ,(;k. 

'a  a  1 

l)«'s  «l«Mi\  proniu'ics  on  «l«''(liiil 


(«) 


I  I5K,,-  K,<:  i/^. 


Or,  j«'  «lis  «juil  suflil  «le  lr«»uvcr  «les  svsU'-incs  11  «M  K  salislai- 
sant  aux  «'quations  (a);  en  cITel,  ces  sysl«''mes  trouvés,  si  l'on 
porte  dans  les  équations  (^)  les  valeurs  de  H,  G  et  <lc  K,(>  lii«''os 
des  équations  (a),  on  trouvera,  en  éerivant  T.  M        A.  V.  K   —  /. , 

(Y)        a-^hz^^i,  e^/av/yF,  j.h  = -^  (  \lo\<  ^  KqU  ). 

V    11 

C.oinnie  les  systèmes  H  cl  K  sonl  du  «leuxif'me  ordre,  la  (juantité 

(IlnK-i-KoH) 

se  réduil  à  un  simple  nombre;  les  formules  (y)  donneront  donc 
les  coefficients  cherchés  de  la  forme y"(^,j)'). 

On  voit  que  toute  la  question  est  ramenée  à  trouver  des  sys- 
tèmes H  et  K  satisfaisant  aux  équations  (a).  Voici  la  méthode 
que  Ton  peut  emploiera  cet  égard.  Soit,  en  général,  à  résoudre 
l'équation 

(8)  FJn„  =  l/^.H,C; 
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Il  <;.,l',   -   Àl'olt, 

on    I'   (li>i^iic    tiii    >\«.lrini'    lim'-iiiri'   ;irl»ilr;iirc   cf    /.   iitn'  cont^iiinh' 
iiult^t'niuiii'f.  (  )n  iiimm 

n„- i',„  — ), i5„i'.      Il,  -  im;,  -  ).ni',„: 

j»ar  "^iiilr, 

IMIo  -  |{l',„(:;il'.         II.C  -  y1'  — >.HI'„,C: 

('•liniiiioiis  Hl', ,,  (  -.  il  \  icikIim 

Ànn„-^ii,<;.-(v-Àî?)i\ 

Si  donc  on   clioi^il    \,\  ronsliinh'    A.    de   fi'llc   soiic    (inc  Ar^4/  /, 


on  anra 


nH„  -^l/^-ll,C: 


la  vaL'nr  (|i)nnéc  de  il  snfllra  à  r<''f|nalioii  (o),  (|nel  qne  soil  le 
svslènic  arl)iliair»'  P.  La  qnosllon  [iroposée  csl  coinplôtcmcnt 
résolnt"  :  il  v  anrail  qnciqnes  reniarqnrs  à  ajontcr  cl  qneiqnos  res- 
Iriclioiis  à  l'aire  si  l'on  voulait  (|ue  li-s  nombres  (/,  b,  c  fussent 
entiers.  Je  laisserai  de  côté  celle  reclierclie,  d'ailleurs  facile;  mon 
seul  l)ul  a  (Hé  de  montrer  de  c(uelle  manière  simple  et  naturelle 
l'emploi  des  svslrmes  linéaires  fournissait,  el  dans  ses  moindres 
détails,  la  belle  solnlion  doiiné-e  par  ("lauss  dans  ses  /)/Sf/uisi- 
tinnes  {^CCWWD. 

J'en  viens  mainlcnaiil  à  hdc  qiic-^tioii  |)liis  iiii|)(»rlaiile.  collr 
de  la  transformation  <le>  loniu'»  diiii  noiiibrc  (|iiclr(»iir|ii('  de 
variables. 

Dans  loul  rc  (pu  ^iiil.  j  a|»pcll('rai  Ion  jours  c/r^/'///////'////  (l'iiiir 
forme  le  déterminant  du  svslt'-mc  JiiKairc  (pu  la  iepr('senle.  C'est, 
au  sij;ii('  pr(''S.  la  délinilion  tic  (îauss.  Ceci  posé,  soienl  y  et  i» 
deux  formes  transformables  lune  dans  l'autre  |)ar  une  subslitii- 
lioii  II,  et  soient  A  et  B  les  deux  svstémes  (pii  les  représeiileul 
respeclivcment .   (  )n  aura  r('(piatioti 

(i)  II,  \ll  -  l{: 

el,  eu  appelant   </.  ii .  /,   lo  ibici  imnaiil>   des    >\sl('nic><    \.  1».  II. 

i(^ 


a^a  ALUKORK. 

■t\  sera  connu  au  signe  près  par  la  rclalion  r/7,j  ^-  0.  Je  siippuscrai 

dn  reste  il  et  //  dillV-renls  de  /.rro.   Porcins 

(i)  II,  A  -  Ail  -V, 

on  en  iltMlniia.  A  »'l.int  s\  tut'lri(|tie, 

V,  ^All       II,  A. 

d'où 

V  -+-  V,  —  o; 

iri  .  1  "('*  —  0  'I' 

V  est  (lone  un  svsleme  ffauche  ne  conlcnanl  iiuc  =  u.  elc- 

O  '1.2' 

menls,  que  je  désignerai  par  .r,,  .r._.,  .  .  . ,  .r^. 

Le  syslèiiH'  Il  salisfeia  en  outre  à  une  é(pialii)ii  du  degin''  n, 

II"  -+-,..  ±T,  =  o, 

conlcnanl  [n  —  i  )  coeflicieuts  :-,,  z>,  . .  . ,  ^,;_i .  La  solution  pro- 
posée conslsle  à  prendre  pour  inconnues  auxiliaires  les  ja  +  /'  —  i 
qnanlitës  x,,  j'-,,  . .  . ,  .r^,  z^,  .  .  . ,  z„  ,  cl  à  expiimer  11  au  nioven 
de  ces  quantités.  A  cet  elTel,  soil'j(H)  =  o  l'écpiation  à  lacpicllc 
satisfait  11  ;  m  ul  il  plions  à  droite  les  deux  membres  de  Técpialiiui  (•>.  ) 
par  H.  il  viendra,  en  remaripianl  ipic  II,  \  Il  r^  lî, 

lî  — An^  =  Vil; 

et  en  nniltiplianl  à  gauche  celle  dernière  relation  par  A„, 

A„H  — r/Ili  =  A„MI. 

Posons,  pour  abréger, 

a  a 

nous  obtiendrons 

(3)  I|2  =  -LH-+-T. 

Cette  équation,  jointe  à  la  relation  '^(H)=o,  permettra 
d'éliminer  successivement  de  cette  dernière  les  puissances  de  H 
supérieures  à  la  première;  en  sorte  que  l'on  obtiendra  II  exprimé 
au  moven  de  T,  U  et  des  inconnues  auxiliaires  :;,,  z-^--  ■  ■ ,  z„_i. 
Les  nombres  z  el  les  nombres  jr  ne  seront  pas  daillcms  indépen- 
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d.iiil-'.  iii;u>  ilcviuiil  s.ilisfiiirc  à  («•rhiiiir',  r(|ii;iti()tis  :ilj;('-l)ri(jiics 
(lue  fiuii'iiiia  l.i  iiHlIiod»'  prt'ci'driilc. 

A|)|)li(|ii()iis    la   iiK-lliixlc  (jiil  |>r(-c('>(I(>  à  la  liaiisfoniialioii  d'iiiu' 
loiiiii'  «Il  (•lic-iiH'mc.   I ,  i'(|iial  loii  à  n-diid  ic  sera  dans  ce  cas 

(i>  II,  Ml  -     \. 

,li>  reniai  (|iii-i, Il  d  aliurd  (|ii<-  I  ('M|iiiil  nm  en  /. 

V(  Il  -  ),  )  -  r, 

a  loiilt's  SCS  raciiu's  rt'(i|»i(»(|iH'-;.  (  )n  a.  on  cllcl,  «^vidciinncnl  la 
série  il  nient  ili's  •>iii\  anle  : 

Vdl,  — À  )V(  VU  I  ^  V(  II,  Ml  —  >   \II  )  -  V(  \       ÀAII)-r  VA.Vii  -XH;. 

Or, 

V(U,  -)0=V(n  -X); 

la  lelaliun  |iii'(i'deiile  punira  doue  -."«''enre  ainsi  : 

V(H  —  X)V(An)  :^  v(Aj  V(i  — xn  i, 

et  il  en  n'^iille  (|iH',  si  r(''(|nali(jn  V(H  —  ).)  ^  o  esl  satisfait!^  pour 
A=o,  elle  sera  aussi  salisfailo  pour  ).:=-;  c'est  ce  (in'il  lall.iil 
démonlrer.  Par  suite,  on  voit  ipie  r(''(|iialion  p(H)  =  o,  à  larpielle 

satisfait  II,  no  eonliendia  <|ue coefficients  indéterminés  si  n 

esl  iin|)air  et  -  si  //  est  pair.  I)ans  tiois  les  eus,  appelons  ;,, 
Cj -•;  ces  coefficients.  En  posant  comme  ei-dossiis 

H,  A  — AU  =  V,, 

on  en  di'-dnira 

(j)  IIi  =  i-lll, 

a 

relation  nù,  pour  aiiri'^er,  j  ai  posi- T  =  \„\  •  J!lle  l'ail  voir  ipie  |( 
esl  une  (oiietioii  entière  de  'J\  et  par  eonsi'-ipienl  de  la  forme 

a-+-  ^T-f-vT*^.... 

Les  coeflicienls  a,  |j,  *',  .  .  .  peuvent  se  calculer  <i  [u  inri.  V.w  ellet. 
dan-"   le  po|\  nome 


j'ij  AUlKilRK. 

M''paron>  If^  Iimiim-^  de  (lci;n''  p.ur  cl  l<>>  lciiin'-<  de  (lcj;i»''   iin|i;iir; 

posons 

||=/(T«)-(-T4/(T»). 

Des  relalions  t''\  iilmU's 

T,  A  =- VAoA  =  -Va  =  — A.AoV  =  -  AT, 
TJA^rAT»...,         T>=  — AT'..., 

un  ci(>(.liiil   sans  peint-  <|ii('  I  on  anr.i 

/(Tî)A  =  A/T^         ^(TpT.A  -  -  AT-liT^). 

On  anra  clone 

H,A-- A[/(T»)-T'>(Tî)]         rt         II,  \II  -  AI/MT»)  — Tî<{/ï(T»)l. 

La  condition  nécessaire  et  suffisanlc  pour  (juc  II  Iransfonne 
en  clle-iiiènie  la  forme  proposée  sera  ohicnne  en  exprimant  (pic 
y-(T-)  —  T-'i-(^'r-)  se  réduit  à  i  en  tenant  compte  de  Téqua- 
lion  y(T)  =  o,  à  laquelle  satisfait  le  système  T,  et  H  sera 
exprimé  de  cette  façon  en  fonclion  de  V  et  des  coefficients  :;,  , 

La  formule  ainsi  obtenue  donnerait  toujours  des  solutions, 
mais  elle  serait  troj>  générale  en  ce  sens  (piCllc  donnerait  |)lii- 
sieurs  fois  la  même  solution.  Il  faut  encore  c\|)iim<'r  (pie  Ton  a 

II,  A  —  Ail  =V; 

or,  de?  formules  données  ci-dessus,  il  résulte 

V^  H,  A  — AU  ^  A[/(Tî)  — T'^(T2)— /(T2)  — T'^(T2j]; 

d  où  I  on  iji'ijiiil 

V  =_9.AT'!/(Tî)        ri        T'i(T2|=— ^^- L. 

•la  ïa 

La  forme  sous  laquelle  H  |)eut  se  mettre  est  donc  celle-ci  (sauf 
le  cas  où  l'on  a  II-  :^  i,  et  par  conséquent  V=  o,  auquel  cas  il 
faut  modifier  un  peu  la  méthode  précédente) 

U=-—  ^-/(Tî), 
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/['1-)   (l('sij;natil  un»'  ronclinii  |i.nn'  ilc    l"  Siillsr;iisiiiil  à  I  ((iiiiilioii 

Je  Viiis  »l(''(liiiro  (11'  colle  loiiiiiilc  iiiic  [>i  i)|tii(''li'  (•miiiimir  à 
loiilos  les  formes  d'iiii  iiomhro  iiiipjiir  de  \iirlal)les,  el  que 
M.  Herinile  a  sij;nal«'0  pour  lo  t^as  de  Irois  variables.  Dans  ce  cas, 
on  le  sait,  le  dt'-lenninanl  de  V  est  nul,  el  par  conséquent  celui  de 
V  l'est  é^alemeiil.    I",,  pDiiira  se  iiielhc  sdus  la  forme 

Ta  ~  (lit,  It, //„  )(  il,  »-2 i-,i  ), 

et  l'on  aiiia 

T.*  «),  ;/.. ii„  )  —  o. 

Or,  la  valeur  de  11  esl 

n  =it  I  — —  ^aT^-^vT-...  . 

le  premier  terme  élanl  ±  i,  car  pour  \  — -  o  la  formule  doit  se 
n'duire  à  H  =  ±  i . 

Mulliplit)iis  à  droite  les  deux  membres  do  celle  équalion  jiar 
(//(,  //j "n),  d  \iendra,  en  remarquant  (pie 

T.  (  lly.  llo u„)  =  o. 

II.  (  »i,  «2.   ...,//„)=  r^  (  «,,  Un I<n  >. 

Il  Miil   de  h'i  (jiic  la  lonelion  du  premiiM' degré 

.r,  //,  -4-  x.  ii-i  -f- .  .  .-+-  .r„  it„ 

se  reproduit,  ou  du  moins  ne  fait  (pic  clianger  de  signe  (piaud  ou 
la  transforme  par  la  substitution  H. 

Je  vais  maintenant  reprendre  la  solution  donnée  et  l'appliquer 
avec  plus  de  détails  aux  lormes  (piadratupies  à  trois  variables. 

Soit  une  (orme  /{jc, y,  z),  représentée  par  le  système  A;  on 
voit  facilement  cpie  si  Ton  pose 

o  z  -y 

V  =  —  z  ()  j" , 

y  —  r  o 
on  ania 

V(  A  H-  )A)  =  ri  I-  ÀV. 


jV>  ALoiiuir. 

vn  ri'|ni'>i'iiliiiil   |ti»r  »/  !«•  (h'icrmm.iiil    (!<•  I:i   Ioiiim"  /,  cl  cci  i\;iiil, 

pour  al)r('j;cr,  /"iiii  lieu  «le  /"(.r,  r, -).  On  ;iiii;i  ddiic 

V(.\„V-X)=  — À»  — À'//. 

cl    le    ^\sl(||ic      \„\  l'    -.iillsIciM    à    I   C(|IMtlii|| 

H\)  T» -t- f//"T  =  o. 

(  hi  iicdt  Mi|i|)ii><ci'  le  (ii'teniiiiiiiiil  (le  l.i  Mil)>t  it  ni  inii  II  c^iii  ii  i, 
sans  nuire  îi  la  •;(''iiéralil«''  de  la  soliiliOn  ;  car,  de  celle  façon,  on 
ohlicndr.i  htiilcs  les  Iransfornialions  propres  ,  cl  les  Iransfor- 
nialions  in>|>ropres  s'en  d<'-d(iironl  on  prenant  les  premières  en 
signe  conlraire.  (  ]e  sv>lèrne  II  salisleia  ainsi  à  une  ('ipiaUon  de 
la  forme 

(7)  II'  — u'Ilî-i- uH  —  I  =  <). 

PoxoiiN  m.tiiih-nani 

<)  z      —  )• 

II,  \  —  \H  ^  V  =  — ^ 

r   —  ■'■      " 

La  rclaliou  <pii  doil  exisler  entre  les  inconnues  auxiliaires  (v, 
Xjy,z  sohlieudra  ficilemciil  en  remanpian I  (|ue  Ton  a  idcn- 
liquemonc 

(H,  — ).).\(1I  ^À^  ^  II,  Ail-   /.(II,  A  _  Allj  — À-A  =  (i— X2)A-4-XV, 

d'où  Ton  tire  ,  en  prenant  réqualion  aux  délcrminants  et  en 
a\anl   éj;ard    à    réijuation    ((-))   et    à    l'éipialion    (7),    fpii    donne 

V  (  H  —  A  )  =  I  —  A  (v  4-  A-  «V  —  ).■• , 

,/Vi  II,  —  >.  |V(  II  -t-  À)  =  d[(i  -h  tcÂ2)2  —  "a2(iv  -h  X^^l 

En  développant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  on  trouvera 
qu'elle  est  satisfaite  si  Ton  prend  /  de  telle  sorle  (pie  l'on  ail 
/:=  d[i  -+-  2 «V  —  IV-),  on,  en  j>osant  w  -\-  i  ■==  11, 

(8)  f(.r.y,z)  =  <ln{\  —  u). 
.Mainlenanl  de  IfWpialion  II,  \  —  AU  ^  V  on  dciduil 

VU  -.  A,  AU  -  AIIî  =  \(\  -IP), 
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(1   où 

A„\    Il    -</(!-   H^)  .1  ,\„\    --r    T   .-^   ^/(Hu-    II), 

OU    (Mllill 

ÏSOiis  (It'dtiiioiis   la    v.ilfui'  df    II   (if^   ('iinal  imis  (- )  cl  (|j)-   \^c 
!  ('(Iiiiilioii  (^)  (111  tlriliiil 

Hî_  uil  -4- tr-  11,,-^  .),  H  _„. -+-,,110-  li;  =o; 

cl  de  rr'(|iialion  (^) 

Tî 

Mil  «'■liimiianl  H-,  11^    el    il,,   <iilie   les   ('•([iialioiis  précc'dcnlcs,   on 
lroii\('ra 

f  'P'2 


{//)  11=1 


•2  d       •}.  d-  it 


rclalion  où  cuiimio  cl-dcssus  on  a  |)Osc,  pour  abréger,  //  ^  tr  +  i . 
Telle  est  la  forme  sous  laquelle  se  présente  la  solution  générale 
du  prohirinc;  il  f.iiil  \   joindre  la  relation 

(8)  /(^,  V,  c)  =  r/«(4-«). 

On  pourra  d\\  reste  s'assurer  fi  posteriori  qu'on  tenant  compte 
de  rt''(|ualion  T^  +  fifT  =  o  et  de  la  rclalion  (8),  la  formule  (//) 
satisfait  ttnijours  au  prolilcmc. 

Cette  formule  donnera  donc  loulcs  les  solutions  el  ne  les  don- 
nera cliacunc  qu'une  seule  fois,  car  de  la  relation  (|j)  il  résulte 
(ju'à  une  valeur  donn»-c  de  II  ne  correspond  qu'une  seule  valeur 
de  T.  (k'rlaincs  solutions  cependant  ne  sont  pas  données  par  la 
formule  (/<);  ce  sont  celles  (pii  salisfoiil  à  ré(piation  11-=-.  i. 
Dans  ce  cas,  la  méthode  jirécédente  n'est  plus  apjdicahle;  mais, 
en  la  modiiiant  un  peu,  on  trouve  que  ces  solutions  seront  don- 
né-es  par  la  formule 

avec  la  condilioii 

'X/"^'  /(.r.y.s)^-  \d. 


o\i  Ai.OKnni:. 

La  loiino  Miii>  l.itnicllf  !(•>  lonniilcs  ( // )  cl  [/i')  so  pirstii  Uni 
|M'iil  «'Irc  (livcrscmonl  modiliôc,  <'l  Mot;niiM\fiil  (|iiaii(l  (»n  rccliciclu' 
sriiltMiHMil  N's  solutions  oiiiI/tcs. 

(^.onsiiK'rons  niainlcnanl  deux  soliihoiis  du  pnililrinc,  (pic  je 
supposerai,  par  o\(in|)I(\  ilr  la  pr<  iniiTC  csitrrc,  c'csl-à-dirc  Imir- 
nirs  parla  formule  i^/i  ).  j.ivs  aiitrcîs  eas  se  Ir.nieiaietil  d  une  ma- 
nière analoj;ne. 

Ces  deux  solutions,  (pie  ["appellerai  Ile!  K,  seront  earaelérisces 
re>ij)eclivemenl  pai' (leu\  nomhres  //  el  te  el  deux  >\sl('mes 


-    —.y 


Au.-- 

y   - 


*0-  ^ 


(pio  j'appellerai  Tel  S;  el  ils  en  di'i^endroni.  ainsi  (pie  rindi(pienl 
les  formules  suivantes  : 


(01 


■j.(t        ■j.d^ti  id        art*«' 

I  .,  T  Tî  ,  S  S» 


Le  produit  llk  dc\anl  être  aussi  une  solution  du  proMc'-ine,  \\ 
désii;nanl  un  svslème  de  la  forme  AqV  ,  mais  rcdalif  à  d'autres 
variables  (a,  ^,  ")^  on  aura 

1  d        i  a*  10 

Celte  soluli(jn  esl  caractérisée  |)ar  le  s\sl(''me  1»  et  le  iionihrc  (>)  : 
voici  comment  on  |)Oiiria  les  d('leriuincr.  iiciiiarquons  qii  en  vertu 
de  Téquation  (^^i)  on  a 

~  =  K„ll,  —  IIK. 
d 

ou  Ijien,  d'après  le>  lormides  (0), 

î!  _  /      _^      _Ë1_\  (      J.     JE!-\ 
d  "y'^  >.d  ^  xd-^^v)  V'  ^  xd  "^  -^dui) 

~  y~  ^1^  -x  d^  II)  V     ■id'^  -x  d^  »•/  • 

pour    rt'duire   celte    expression,    je    ferai    observer    (jircnlrc    les 


I 


(m) 
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svslrinc-»  s  fl  r  (Aisiciil  1rs  relut  jdiis  siii\  .iiilrs.  où  j'.ii  piix'.  |iiiiir 
abréj;cr, 

vl  où  <l  rrjtri'NCiitf  le  ili'iciiiiiii.iiil  «le    \  : 

TST  r=  —  tlh  V  . 
STS  -  -    dhS. 

STî  =  -  T2S  —  ^/S  —  ,///  T  , 
S»T  =  —  T  S2  —  r/vT  -  f//i  S  . 

TSîT  ^  </*(/=>  -  //2  )  -4-  r/AS2  --  r//M  T.S  -,-  ST  ), 
ST2  S  =  f/2  ^/ç  —  //î  )  -H  do T-!  —  f/// (  TS  -4-  ST  ). 

An  movcii  (If  ce  laMcaii,  on  jxMil  rrdiiirc  tonlo  fonriidn  de  1"  cl 
(le  S  à  la  forme 

a  -+-  3T  -^  VS  -^  a'T2  -^  3'S^  ^  -.-'ST  —  o'TS  -^  x'TS!  -,-  3"T2S. 

Km  a|)|)li(|iiai)l  ce  mode  ilc  n'iliiclion  à  la  valeur  de  —.  Iroiivée  ci- 
dessti-i.  on  Iroiiveia 

/ftuiv  —  // \    r  T  S  I         ^  .        ..^  1 

'  î  /    I  ^/«         r/ii-  rf^  Il  d'  I 

Telle  est  la  lurmulr  (ju  \\  s  a^'issaiL  d  ('laMir;  on  Irouverail  d Une 
façon  analoj;iie  la  valeur  de  «o,  cl  les  relations 

ftx.y.z  )  =c/u(  î  —  »),       /'  z.r,.Z^  )  —  fhv(  j  —  n).       /(  a.^.v  )  =  di<>(  \  —  fo) 

conduiraient,  >ur  la  c(un|H)>ition  de  eerlain<'s  lornies,  aux  llit-o- 
n'incs  donnés  par  M.  Hermile  dans  son  Mémoire  sur  les  formes 
(|nadrali(|ues  (M.  Il  e-il  facile  île  \  oir  (pTen  général  deux  solutions 
ne  seront  pa^  permutahlcs  entre  elles,  c'est-à-diie  que  l'on  n'aura 
pas  IIK  —  Ml.  l'n  eflel,  si  cette  éj^alité  avait  lieu,  il  suit  de  la 
lorinule  (  (|  I  (pie  l'on  aurait 

TS  — ST  =  o: 


'  '  '    fnrirnal  de  Crclle,  t.  V.  p.  ^7. 


3.10 

or,   il  <•>!  I.uilc  tic  \  un  <|iic 


•y      ^  z  .r  ^     .r  r       l'Z 


TS  — ST  =  r/x   <    r,T     r,y     r,z     —  >'$     y  r,      v^   >    X  A 


»■ 


Lr  (Irlorniinant  do  A  i)\>(aiil  pas  nul,  il  laïKlrail  donc  ([iir  la 
quanliti'  rnlro  parcnlhÔM's  fùl  nulle,  ro  (|ui  cxi^crail  (pu-  l'on  cùl 

j-        V        z 

Toul  ce  (pii  pn-crde  est  en  jurande  parlie  déjà  coiiini.  La  nn'-- 
tliode  (pie  j'ai  exposée  ci-dessus  nie  paraît  ceperulanl  pouvoir 
conduire  encore  à  des  résullals  nouveaux  el  inléressanls;  mais 
son  applicalion  exigerait  des  études  plus  approfondies  sur  les 
relations  qui  lient  entre  eux  les  systèmes  linéaires.  Du  reste,  la 
théorie  des  formes  quadralicpies  ne  reposant  que  sur  un  nombre 
très  restreint  de  notions  al},M'-l)riques,  les  apjtlications  du  calcul 
des  systèmes  linéaires  v  sont  nécessaircnniil  Ires  bornées.  An 
contraire,  dans  la  tlit-orie  des  formes  binaires  ou  des  lornics  d'un 
plus  grand  nombre  de  variables,  où  les  notions  algébriijues  fonda- 
mentales sont  j)lus  nombreuses,  ces  applications  se  présentent 
bien  plus  fécondes  et  bien  plus  variées. 

En  terminant  ce  que  je  voulais  dire  des  formes  (piadratitpics, 
je  ferai  observer  qu'en  adoptant  la  terminologie  du  calcul  des 
systèmes  linéaires,  le  principe  d'inerlie  tic  I\l.  Sylvester  peut 
s'exprimer  ainsi  :  Si  deux  formes  /  et  i,-'  repr('S(?ntées  [>ar  les 
systèmes  A  et  13  sont  équivalentes,  la  substitution  étant  réelle, 
les  équations 

V(.\  — À  )  =  o        .1         V(H  — X)  =  o 

auront  le  même  nombre  de  racines  positives  «■(  le  iiièinc  nombre 
de  racines  négatives. 

Ce  que  l'on  peut  énoncer  autrement  el  indépendamment  de  la 
notirm  de  forme  de  la  faç(»n  suivante  : 

B  étant  un  système  symétrique,  je  dirai  que  15  rsl  un  s\slème 
df'fini  positif,  si  toutes  les  racines  de  l'équation 

V(  i;  —  ).  )  —  (» 

•iOfll     p(»«.|l  l\  f-. 


i 
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Alors,  A  cliiiil  lin  s\  >,iriii('  s\  Mi('lii(|iic  i|ii(l((iii(|iic  cl  l>  un 
sv.slt'inc  sviM<''tn(|in'  t/r/i  ni  \>t>->i[\l  (|ii(l((tii(jiic  i  A  r|  15,  <|ii  rcsic, 
étant  n'-i'IsK  l«'>  <'(|iiali()ns 


Xi\-l)  = 


V(  A  — XlJ;  =  o 


auront  le  même  noinitrc  i\r  iiicinc^s  positivr"^  et   Ir  mrmr  nnmltrr 


tle  rarino  nt'-galivt's. 


L'ap|)lication  du  calcul  des  syslèmcs  linéaires  aux  fonctions 
al)élionncs  se  |)réscnle  ici  d'(dle-mèmc  comme  conséquence  de 
la  lli»''orie  des  formes  (|uadraliqnes.  Mais  d'ahord  il  est  néces- 
saire (rc\|)Ii(|iicr  vc  t|iic  1  (111  (Idil  ciilcndre  en  f;«''ii('ral  |t;ir  I  ex- 
pression i\c  fonction  d' une  variable  linéaire.  Considérons  seule- 
ment, j)our  plus  de  clarté,  un  système  du  deuxième  ordre,  el  soit 

Z        II 

une  variable  linéaire.  Le  système  linéaire 

/(.r.j,  z,  u)     o(./-,  j.  .;,  Il  ) 

\ariant  en  incme  temps  (jiie  \,  pourra  èlre  re<;ar(lé  comme  une 
fonction  de  cette  yariahie,  et  le  mode  de  relation  <pii  existe  entre 
ces  deux  systèmes  j)Ourra  être  indifpié  par  la  formule 

F{x,y,z,ti)=/(\). 

Vax  particulier,  si  nous  d('(iniss(ms  e^ ,  X  <'!,int  un  >v>tcinc  d'ordre 
(juclcoiupie,  comme  ('-tanl  la  somme  t]f  la  si'ne 


\2 

I  .7. 


\1 


e^  sera  une   loncti(^n   de   la  yariahie   \;    mais   il    est  à  remarquer 
qii'cn  général  on  n'aura  pas 


ïl  es!   cepeiidani    un   ca^   parliciilici    nù    celle    piiipiu'lc    ^iibsi-^lc. 


iht  Ai.ohinr. 

c'esl  relui  où  1rs  f\|i(>>;iiil-'  \  .  ^  .  ilc. ,  sniil  de  |;i  loriiit  l}./,  li)',  clc.  ; 

«liins  ce  cas,  un  a  ('viilcimiHiii 

Soil  iltMu    une  i-(|ii:il  ion 

M  =  (  r»  -4-  r?  -+-  «'Y .  . .  )  (  e"  -i-  c*  -+-  <»'■  -4- .  .  .  )  ; 
on  itouriM  la  reniplaiMT  par  I  (Miiialion   linrairc 

12«  =  (fû»  ^-  c^?  -H. .  OC''-"  H-  «•-''• .  •)• 

Celle  remarque  permet  dapplitpiei-  facilement  le  calcul  des 
svslèmes  linéaires  aux  Innclions  ahéliennes,  ou  |)lulôt  aux  séries 
<lonl  ces  fondions  soiil  les  (piolicnls. 

(Considérons,  par  exemple,  les  séries  donl  s'esl  servi  M.  lierniile 
dans  son  Mémoire  sur  les  (bnelions  ahélicnncs;  elles  sonl  délinies 
par  1  équation  suivante  : 

V^  iu(î/«.>'  +  iH>-i- ui.f-)- vyi-t-  — ©  (2;/j  + [A,  2/1  +  V). 

^>.7;lA.v(T,j)-.  2^  (-1  )""/-'/■.•  •     "^  *^ 

On  en  dédiiil 

Or,  si  I  on  po^r 

\  =  (x,j'),         .M=(m,  «),         H  =  (;ji,  v),         N  =  (7,/)), 

cl  si  la  forme  'i  est  représentée  par  le  sysLème  A,  l'éqiialioii  (i) 
pourra  s'écrire  de  la  façon  suivante  : 

On  \(jil  (pie  la  série  se  présente  ainsi  comme  iiik'  fonclion  de  la 

variable  linéaire  X  =  :  c'est  ponrcnioi   je  désignerai  siniplf- 

ment  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  par  ii'j(X),  et 
je  renij)lacerai  les  (|ualrc  indices  />.  y;  y.,  v  par  les  (\cu\  seuls  in- 
dices linéaires  Ji,  !\,  en  écrivant  t20n^(\). 

En  rcprésenlant  ainsi  toutes  les  v:iii;d)lfs  pur  une  ■<(iiic  variable 
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linéairt',  nous  ohlletidroiis  une  iiohilloti  |)liis  ^iiii|ilr.  |)|ii.s  coin- 
inodf  cl  aiiulo^uc  à  celle  (jiii  a  l'h-  i-niployéc  |K)iir  les  formes 
quadrati(|iie.s.  La  sommation  dans  la  lonnule  (•>.  )  doit  èlreélcndiie 
à  loules  les  valeiiis  ciilières  j)Osilivcs  ou  négalivo  du  système  M, 
c'csl-à-dire  (|ii'il  laiil  (.lonner  aux  élt'rncrils  ///.  //  cU-  ce  svslrnie 
loules  les  valetits  enli«'Tes  jxtssihles. 

J'en  \ieii^  iiuiiiilctiiiiil  au\  st'Pics  à  un  nonduc  (|U(l((iii(|u<'  de 
variables,  d(uil  les  <|U()tienls  donnent  en  {;éiH'r;d  les  (onctions 
abéliennes. 

Soient 

X  =  (.r,..rj.  .  .  .,  j-„), 

où.r,,.ro,  ...,.r„  sont  //  v.iiiai)Ie>  (|n»'lr(Mi(|nrs.  \;\  \eiii;d)lc  li- 
néaire 

j'x     o     (>.  . . 

T',      o      (>.  . . 


et  vl  un  SNSlèine  s\  ni('tri(|ne  (|iielcon(|ne. 
Soient 

M  =  (w,.  ni.;, w„), 

où   les  ni,^  m-,,  .  .  . .  m,i   sont    des   nombres  entiers  f|iipleonnucs 
positifs  ou  négatifs; 

N  =  (rt,,  ri., n„  ). 

OÙ  les  /i(,  n-^,.  .  .  d(''sij;ncnt  le  zéro  (ju  le  nombre  i  ; 
H  =  (ri,r., /•„). 

OÙ  les  /',,  To,  •  .  .  désignent  ou  zéro  ou  le  nombre  i;  les  dilTérenles 
séries  abéliennes  de  Tordre  n  seront  données  par  la  formule 


(«•') 


'J;?r..n(\)=  >     (_i)>i.Nf  i       '       '  '       •  • 


Comme  K  et  .N  peuvent  j)renilre  cliacnn  :>."  valeurs,  la  formub; 
ci-dessus  fournira  j.-"  séries  ddlérentes.  dont  les  (pinlnnls  don- 
nercuit  les  fonctions  abilieniies  d'ordre  // . 


]5)  ALOKBnK. 

De  la  fiMinc   »lii   (It-vcloppoinml.  il  >iiil  iinini'ili;i|cim  iil  i\ur,  si 
I  tin  prend 

II=(r,.7: r„), 

les  /)  cl    !«'-   ~   (lrsii:n;inl    ilfs    nonihrrs   (miIumn   (|ii(l((»n(|nrs,    on 


(a) 


l>2;p^(\  ^  :M»-HII)=  rR,N(  \)(—  |)l'.>-t-R.np-.lt  îI'.X^P,  Al'i 


II  rrsullc  (le  collt-  lorniulo  «juc  les  (|ii()1i(miIs  de  deux  fondions 
?j  peuvent  être  considérés  comme  des  fondions  de  la  variable 
lint'-aire  \.  fondions  douldemenl  pé-riodiques,  cl  les  deux  p(''- 
riodes  élanl  -?l  el  i .  Les  fondions  (h'-linies  par  r«'fpialion  ((o)  ne 
sont  pas  les  plus  {générales  que  l'on  puisse  considérer;  mais  les 
autres  peuvent  s'^  ramener  par  un  changement  de  variables.  Kri 
jrénéral,    les  fondions  abéliennes  seront  des  fondions  d'une  va- 

riable  liné-aire 

./"i     (>    <». . . 

.r^        O        M.   .  . 


à  deux  périodes  C  et  JQ  ;  par  un  changement  de  variables  on  les 
ramènera  à  des  fonctions  de  l'espèce  définie  par  l't'wpialion  (  (o),  le 
système  ^  é-iant  dé-fini  par  la  relation 

(P)  (E=i35^. 

Toutes  les  dilTérentes  séries  de  périodes  C  d  ^  |»ourront  d'ail- 
leurs se  déduire  d'une  seule  en  augmentant  les  variables  de  mid- 
liples  des  moitiés  des  périodes.  De  la  relation  (^i)  il  suit,  ^  étant 
symétrique,  que  C  et  ^  ne  sont  pas  arbitraires,  mais  sont  liées 
entre  elles  par  la  relation 

(Y)  «iÇ,  =  15(6,. 

Ainsi,  pour  les  fonctions  abéliennes  de  second  ordre,  si  l'on 
pose 

€  =  el         15  =  , 


1 
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1)11  aiiiM.  (r;i|nt''>  lii  lornuilc  (/.),  \,\  itliÉlioii  ((tniiiif 

Pour  lis  rniiclidri^  :il>r'l  icniic^  du  picmitr  ordre  (c'esl-à-dirc  pour 

les  fonclioiis  clli|)li(|U('s  )   rr(|u;i!ion  (y)  ileNicnl  id(Mili<|U(   -,   p • 

celli'S  du    Irolsirrnr  oïdic    clic    loiM-rnia    Iroi-^    i-cl;ilioii^   entre  les 

jK-riodes  sitiiull;iu('ts. 

Kii  m'-iu-ral.  la  dinV-rciicc  tl})  —  i3^i.  <|iii  <l<»il  ••li'«'  miiIIc,  ol 

1                                            fn  n  —  I  )    ■  I  .  ■     1  ' 

un  svsU'MM'  j;au(liL*  ne  coiihiiaul  <|u<'  eu  iucuI-<    iti(lt|»cn- 

daiils;   la  irlalioii  i^"  )  poiii' les  foii(lM)ns  d'ordre  //   Ituirnira  donc 

relations    eulic    les    ix'rlodes    siniullanét's.    l  ih-    louclion 

•il  ' 

abélienne  avanl  les  périodes  (L  et  i),  ot  ^  ('lanl  le  syslènie  svnic- 
Irifjiic  défini  par  l'équalion  (C  =  i^-^i  .j'"  ^l''*'''  fj'"'  ^  f'>l  le  para- 
mètre de  celle  fonclion. 

Je  reviens  maiiileiiaut  au\  loriuiiies  ((>))  el  (a);  pour  sinipliliei- 
l'écrilnre,  dans  loul  ce  qui  snil,  je  les  débarrasserai  du  fadeur 
constant  Ù;  mais  il  faudra  avoir  soin  de  se  rappeler  cpie  les  équa- 
tions ainsi  modiliées  ne  sont  (|ue  svmholi(jucs,  el  que  les  équations 
sont  (a)  et  (to). 

Je  définirai  donc  les  2-"  séries  abélicnnos  d'ordre  n  par  la 
formule 


(•) 


37(\ 


2:< 


„    ^.      /T.  2M,-Hll,  X-(-— i2M,-t-n,i  A'2M  +  Ri 


OÙ  j'omets,  pour  abré};er,  les  indices  II  et  N.  Les  fonctions  3? 
ainsi  définies  jouissent  de  la  propriété  exprimée  par  Téqualion 
suivante,  où  I*  et  II  désignent  des  entiers  quelconques  de  la  forme 

(a)  ^(\-^5M'-+-II)  =  J;(\)(—if,y  +  R,ne-'T.>2V,\  +  \',^i',^ 

et  cette  équation,  à  un  laeteur  constant  près,  délcriniiiera  com- 
plèlcmenl  la  fonclion  ?j.  Je  considérerai  le  problème  de  la  trans- 
formation comme  l'a  fait  M.  Ilcrinite  dans  son  Mt'moire  sur  les 
foncli(ms  abéliennes. 

Soit  '^(X.)  une  fonction  définie  par  lé-cpialiou 


Ci) 


n}(\)  ^27((T-h  Al  ,\|,..-\,  r,Ai  .  r.r  \^ 


a56 


T,  Q,  L,  J  drsignanl  tics  >\sl»'in(S  eiiliiMs  (|ii(lrt>ii(|ii('s  iinU-U'i- 
niint-H.  et  soil  l('  SNSlrinc  S  (It'-lini  par  l.i  rclahon 


(4) 


(T-f-  Al  )!3  -<,►-+-  AJ. 


Jo  vais  cijorchcr  si  Wm  poiil  choisir  les  syslrincs  T,  C^,  U,  J  de 
telle  sorle  :  i"  c|iie  JD  soil  syinélricjiic  ;  a"  tjne  ^(X.)  satisfasse  à 
une  équation  de  ni»"me  forme  (juc  ré(jualion  (•». ) 

/•désignant  un  nctinbre  entier  positil. 

A  cet  elVel,  changeons  dans  l'équalitju  (3)  X  en  \  -h  II,  en  rr- 
duisant  le  second  membre  à  laide  de  réqtialion  (j);  on  trniivcia 
que  pour  -.atisfaire  à  la  drnxirmc  eondilioii.  on  <l(til  avoir 

L,T  =  T,l  . 
aui|uel  cas  on  a  alors 

(8)  o(\  -  II  .  ^.  ,_,)N>I  Il4-K,TII  +  II,  r.l,!I„^X). 

Chanj;eon>  (laii>  celle  formule  (.i)  \  enX-T-ï3l*,  il  viendra, 
en  tenant  comple  de  la  relation 

(T-4- AL;)B  =  Q-^3J. 
ou.  en  développant. 

expression  dans  laquelle  j  ai  j»osé.  pour  ahrf'j^cr, 
V  =  (ÎJ,U,— J,)fT-+-5tU) 
ç  =  e,U,(T-»-AL)iî  — J,A.I. 


et 


Or,  pour  satisfaire  aux  conditions  énoncées,  il  laiil  d'abord  que 
l'on  ait  \'  -^  —  /. .  Considérons  l'équation 

midtiplions-la  à  gauche  par  Li,   il  viendra,  en  observant  (jue 
L,T  =  T,L.         (T, -+-  U,5liLî3r.  i;,(0-h5iJ)^ 


"7 
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Cl  m  pmi;int  l'iiivri-sf  de  relie  <''(|(i;ili(in , 

»,U,(T+,^U)-J,3-f-(,>,U 
cl 

Q,U-J,T-.(ÎÏ,U, -J,)(T-f-5l)=  S-. 

(  )ii  devra  doue  avoir 

(•.)  Q,U-J,T  =  -A. 

Maiiiteiiaiil  la  valeur  de  C  donne 

G  =  i3,  U,  (  T  H-  ^  U  )Î3  -  J  ,  i\  J  ; 

d'où  il  siiil  évideinmcnl,  U,T  cl  ^  élaiil  svinélriqucs,  f[ue  (?  Test 
aussi.  D'une  relation  ('lahlic  ci-dessus 


•duit 


û1,L,-J,)(T-+-vlU;)=  — /, 
—  AÎJ  =  (BU,  — J,)(Q-r-^J), 
cl  en  relranclianl  eeltc  valeur  de  —  /,I3  de  la  valeur  de  G 

(^  -^k'ôi  =  J,Q 
el  en  |)renanl  I  «'([ualion  inverse 

C-4-/>,  i3  --=Q,J. 
Si  donc  on  veul  ijue  JU  soil  svmélri(ju«%  il  faudra  prendre 

el  alors  on  aura 

C  =  —  /.  Î3  -f-  J ,  (^ . 

La  formule  (s)  deviendra 

On  volt,  en  combinant  ce  résultat  avec  la  formule  (v),  que 
loiih's  1«'S  contlilions  énoncées  ci-dessus  seront  remplies,  si  1  on 
«lioisil  les  systèmes  T,  Q,  U,  J  de  telle  uKinièrc  (juils  satisfassent 
aux  <'(pialions  (/{),  (5)  et  (6). 

Kelativemcnt  aux  valeurs  de  Oô  cl  de  ,t\,  je  rcmar(picrai  que 
leurs  valeurs  peuvent  être   prises  suivant  le  modide  .>.   Or,  T,  L 

I- 
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élaiil    svmélriqiif  ,   on    \nii    f.uilfminl   (iiiCn   déslgnaiU    par  .v,  , 

^2 s„    les   clômcnls    de    la   (lia_:;<)n.ilf    |triiici|ialo   de    l|l  ,    l'I 

po>;>iil 

S  =(5|.Sj .«,,). 

DU  .iiira 

II,  r,  l  II       S,  Il      (  m.MJ.  =  x). 

De   m»*me,    en    (]rsii,Miaiit    par   a, ,  t,,  .  .  . ,  a-„    les   ('•U'-iiumiIs    de   la 
iliagdiiale  primipale  du  svslèmc  svmélri(jue  J|  (^  el  par  i^  le  s^s- 

(  îi,  T» '«  », 

on  aura 

l',J|()|'  l',l       (Miod.  =2). 

()ii  en  eoiH'Iul  aisément  (pic  les  valeurs  de  ,il  el  de  X-.  (pu 
doivcnl  entrer  dan--  la  loiinulc  (*'),  seront  donnt'-es  par  les  t'(pia- 
lions 

(\^  )  '  '  ' 


M. 


Des  considérations  précédentes,  il  n'snile  (prune  s('-rie  ahé- 
lienne  aux  périodes  i  el  ^  pouna  èlr.-  transfornK'e  en  une 
série  abélienne  aux  périodes  i  et  jO.  si  ^  et  î3  sont  liées  par  la 
relation 

(1)  (T-.-^V)ïi=q-^^.\. 

T,  Q,  U.  .1  étant  des  systèmes  entiers   salisfaisaiil  aux  ('(pelions 

/U,T  — T,U  =  o,        .l,(^»- 0,.I  =  <),        J,T-Q,U  =  /., 

(2)  •    et,  par  consé<|u<'nl. 
'  T,J-U,Q-/.. 

Je  vais  <'ludict  de  plus  prés  ces  relations.  Il  est  daliord  ik'ccs- 
sairc  dexplirpicr   la   notation  dont   je   vais   me  servir  dans  ce  qui 

suit.  Supposons  un  système  linéaire  „         où  les  ('léinents.  au  lieu 
'  '  "  Cl» 
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ilt'lif  <l<'  Minplfs  iioinhres,    solt'iil  tics  svslcmos  ildnlic  n  ;  nlnrs 

\       \^  ,  Il  c     •  .1 

rcnresenlcra  un  sv>lciii«"  d  (tidic   2/1.   >«iii,   ii.ir  cxriiii.h',   le 
CI»'  •  '  '      ' 

s  N  s  1 1  •  m  t  • 


>i  I  on  [)(»J3 


>i       h 

a 

? 

r       il 

V 

0 

„■      // 

%' 

r 

r       ,1' 

ï' 

fj 

a 

r 

=  H, 

a' 

c' 

b' 

%'     '6' 

-n, 

.•I  ,  .  -  .  .AU 

ce  svslùnic  u  ordre  4  |)Oiirra  èlre  représente  par  la  nolalion 

'  '  '  CL) 

Comme  dans  ce  qni  >iiit  nous  aurons  à  considérer  simullané- 

menl   des   svsl«''nies  d'ordre   /i   et    des   systèmes    d'ordre    An,    je 

continuerai  à  représenter  les  pretniers  par  des  lettres  majuscules 

orilinaires  et  les  deuxièmes  par  des  lettres  majuscules  surmontées 

d'un  Irait;   ainsi  j'<'>erirai,  par  exemple, 

_       A     H 
\  = 

C     D 

Du  rc^te.  une  même  expiation  de\ia  toujours  èlre  lion)Oj:;;ène  en 
<udre  ;   ain>i,  si  Ton  a 

_  \  -  A       I! 

'-'^       C       D-X' 

il  est  clair  que,  <lans  le  premier  membre  de  cette  r(liili(ui,  a  dt'si- 
gnera  un  système  simple  d'ordre  -An,  et  dans  le  second  membre 
un  système  sim[)le  d'ordre  n.  Les  systèmes  composés  d'ordre  2/1 
S(;  multiplient  et  s'additionnent  suivant  les  mêmes  règles  que  les 
systèmes  ordinaires;  ainsi  l'on  aura 

A    n      V    1;'     AA'-^nc    AU— ni»' 
C    h      C    n    ^  CA'-+-  lu:'    ci;'     m»' 

en  avant  soin  d  observer  1  oriire  dau^  l((pi(l  ou  doil  pn-udre  les 
fadeurs.  Seulrmenl  on  n'aura  [las 


I.i   lonuiili'  à  iinpInM-r  d.no   vv   ras  f>l.   en    <l<'>ii;ii.iiil  |iar  (/  cl   r 
lesnocliviMiuMil  Ifs  (li'-lcrniiii.inis  ilc  A  cl  de  ( ,, 


(a) 


•(A^=. 


„.i    i,.'i    1 


-,  V(«<'..1>   -  r\„\l). 


('oll«'  fnniuil»".  à  lii(|ii(ll<-  nii  |i(iil  (liiiimi-  dixci-'cs  fcirmos,  csl 
(11111  m\iml  n>.ii,'c  «l.iiis  \i">  a|>|)li(-alioi)s.  ri  <laii>  ii-  (|iit  siiil  j'oti 
ferai  sonvciii  iiii|ili(  ilcniciil  iisaj^e. 

('cri  |>o>c,  rcvciu)ns  aux  «'niialions  Ac  coiuliliim  (  •.>.),  cl  posons 


T     <  >  -  <>     I 

S  =  cl      .1  - 

V    J  —I    .. 


on  verra  facilement    (|tic  les   (|nalrc  forninlcs  (•>.  )  smil   contenues 
dans  la  seule  formule 


(3) 


S,JS  ^  /.J. 


Pour  al>rci,'er  le  discours,  jappellerai  (ihr/irns  les  svslcmcs  satis- 
faisant à  l'cquation  (3).  On  Irouvera  facilemenl  (|u'ils  jouissenl 
des  propriétés  suivantes  :  i"  leur  dclcrminant  est  A";  a"  si  S  est 
un  svslcme  ahélicn,  S,  en  est  un  «'galenienl.  Vm  clVet,  mulli|»lions 
à  droite  les  deux  mcnd)re>  de  réqualion  (3)  j)ar.IS|,  il  viendra 


S,JSJ5,  =  Â-JJS, 


'l  comme  J  =  —  i . 


S,  .ISS,  ^  —  /.s,; 
d  iiii.  di\i>ant  à  f;auche  par  S,. 

cl.   niullipliatil   à  ;,Miiclie  pai'  J, 

sjs7  =  aJ. 

(Pour  les  autres  propriétés  des  syslèmes  abéliens,  je  supprime 
les  démonstrations,  (jui  sont  eniièremenl  analogues  à  celles  que 
je  viens  de  donner). 

3"  ï^p  j)roduil  de  deux  svstèmcs  abéliens  est  un  svslcme  abélien  ; 


sni  I  K  tiAixii.  i>i:s  sYsTKMis  i.ixi:  vini:s.  a(ii 

^"  Soil  M  iiii  >\>lriiM:  aliclicii  ^\  mil  ii(|iic  ;  il  |i(»iin;i  Tl  rt-  ((iisi'' 
reprrseulci"  un»'  loriiic  (|u;i*liMti<|iii-  i'i  ' //  \  ;iri;il)l('.s.  Les  formes  (|iii 
penvcnl  ainsi  èlre  iM-pn-seiilées  |i;ir  ilrs  sv^irmes  ;il)t''lir'iis  ><er<>iil 
tViU'S  fortnrs  ahrlicniirs. 

Si  une  iiiinif  iiliiliciinf  (•■<l  t  cinsloiim'c  pur  mic  siili^l  iliil  nui 
:il)('-lieiiiu',  la  lorme  rt-stillanle  sera  aussi  uiu-  jormi'  iiImIkimh'. 
I   tii'  forme  alit'lieiine  salisfaisaiil  à  ré(|iialion 

,  /;*  I  M  1  M  -  ///  J  . 

on  en  ilciln  il 

M  .1  Ni  .1  -    _  ,/, 
el 

(loue   la  (orme  a(l|oinlf  à   une  foiine  alx-lienne  se  décluil  de  celle 
même  forme  par  un  simple;  eliangcmciil  de  xariahles. 
l-)c  l'écpialion  (/«)  on  déduit  encore 

(M— À  )  JM'  r-  /;».!     -À.Tm  ^~\{„i  —  à  m  I. 

Done   SI   /.  e<l   une   racine   de   léenialion 

m  .  .         , 

—  est  aiis>i  une  l'acine  de  celle  même  eiiuation. 

A  ' 

Celle  notion  de  formes  alx'-liennes,  (pie  M.  Ilermite  a.  le 
premier,  introduites  dans  la  Science  et  dont  il  a  donm'  l(\<  prin- 
cipales propri(''lés ,  me  paraîl  être  d'une  importance  capitale 
dans  la  théorie  des  fonctions  alx'lienncs  ;  elles  v  jouent  le  même 
rôle  que  les  formes  binaires  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

l'^n  considérant  les  formes  abéliennes  comme  n'étant  assujetties 
qu'à  des  substitutions  abéliennes,  on  peut  isoler,  pour  ainsi  dire, 
les  formes  el  les  systèmes  abéliens  des  formes  cl  des  systèmes 
généraux  il'ordre  v./?.  L'analoj;ie  (pTont  les  formes  ainsi  consi- 
dé-rées  avec  b'S  formes  binaires  (piadratiques  a  él<''  si^nah'-e  par 
M.  Ilermite,  et  ressort  liés  faeilemeiil  de>  proprieh'-s  énoncées 
ei-(les>iis. 


VII. 

.Il-  \ai>  ni.iinltMi.uit  tliuln-r  «If  plus  |iii'>  I  ('(HmI  nui 
,  (T4-5VLI)Ô- Q-T-AJ. 

Soit   une  (onclitHi  iihôlicniir  nii\   |n'ri(>(lfs  CL  cl   1).  ;iv;int   pour 
p,ir;uii('iro  -?l.  en  sorlc  (|iic  Ton  ;iil 

Q?  -^  13^: 

soil  (Ml  onlrotiMO  fonclion  alx'lionnc  ;m\  iK-riodcs  S  cl  jt  cl  avant 
pour  naramcirc  U.  en  sorte  »|iie  Ton  ail 

(3)  i  =  fîî; 

on  voit  facilement  que  l'i-qualioii  (i)  |)ourra  être  reniplacéc  par  le 
svslème  des  deux  é([ualions 

£  =  ij  T  -^  e  l   . 
f  =  15  Q  -  it-  .1  , 
ou  l)ieii 

fi      f)   «a       - 

Cl)  -  xS. 

Il     (I       II     II 

Distinguons  maintenant,   dans   les  systèmes  2(,  D,  JR.,  elr..   les 
parties  réelles  des  parties  imaginaires  et  j)osons 

A  =  A  -T-  t-V  .        B  =  B  -^  /  m, .        f)  -=  H    -  /Vi ,        (6  =  G  /(,' . 
i  =  F  -4-  /".T  .         f  =  I.  ^  /<. 

]^a  relation  (^  ■>  )  de\iciidr;i  alors 

{  ■}  hix  .  G  -4-  /■(,'  r-  (  Il  -+-  //j  )  (  A  4-  «M.  ). 

Posons 

_       il     (. 
A  ^ 

.S    ()• 

ou  aura 

'■         G,II-f-(j,«|  G,  G  H- (,',(,""  31,,     tj?* 


( )r,  si  I  (III  jinso 
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un  (Irdiiil  (If  \.\  ifliiliou  (  •■>.  /fis) 

DL  =  :Ml\  —  l)\^.         C  r^.m.lo  ^   I)\,         'J?  -  X,A  — F^l,. 
K  -   .K,,.v,  ^  K.\. 

Ces  qnalic  ('(|ii;iti(»iis  (loiuicnt,  en  |)os;iiil  v("^  ^=  ^■) 

>t  I  )  r^  ^^II  a  -l-u  —  3)Î,-A.v„         a  G  =  OR  (  A  .l,o  A  -+-  a  JU)  —  y^X^  A , 
«F  =  .^b,  A-1.0-  ^f-Xo-         aE  =  Or,,(Acl>oA4-a.l.)— tr.l.oA, 

forimiles  <|ii('  l'dii  pciil  mcltrr  sous  la  forme  suivante,  en  posant 
comme  ci-Ji'ssus 

(Il  'Xy  tl.nA 

.1  ^  ot      -A,  = 

—  10  A  rAso     A  6,1)0  A  -t-  a  itlo 

(comme   A  et   -l.  sont   symétriques,    il  est  évident  (jue   X  lest 

aussi) . 

D     C       

o .  =:  A 1  A  J  cAfl  ; 

F     E 

Or,  de  ces  équations  (5)  il  résulte 

I  »    V. 


F     E 


A,JA; 


n\\  =^  AJ-l. 


V(cl,)  =  a2". 


il  viendra  donc 

d'où    I   (IM    \(lll    (|UI' 

Ou  d('duit  de  l;"i 

X.rtï"-'  ^  — JÂ^JÂ. 
Cl  connue  7Û  est  symétrique, 
(  s  »  J  A  JAt  =  AJ  A|J  . 

Les  conséciuences  des  lormult's  (()),  {-).  (^8),  r|ui  établissent 
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ainsi  dos  rolalions  (Milif  les  parlics  réelles  cl  ima<;in;iiros  (l«'s  ino- 
tlnles  (C  cl  x)  «M  (lu  paramrlre  J?l  »riin»'  Innclitm  ;il)rlit'iiin',  con- 
(.luisenl  à  ilo  iionihroux  rosiihals. 

Kn  (listin^iiant  clans  la  forniuK*  (/[)  les  parlirs  rri'iics  cl  les 
parties  imaj^inaires,  on  aura 

L  -H  if     F  -I-  i^        "  +  'V)     <■  -^  'l' 

^  =  '       X    eS  , 

O  O  II  o 

ou  lurn 

L     F        H     G       _ 

OU,  en  adoplanl  les  nolalions  précédentes, 

(9)  B  =  ÂS. 

A  celle  relation  on  peul,  en  désifi^nant  par  \îr>  le  svslènie  ana- 
logue au  svslènie  Tïi,  mais  relatif  au  paramètre  jD,  j(jindre  les 
équations  suivanles  : 

rtJÂ=.ÂJ^.         /yJÏJ^ÏÏJlis        cl         SiJS  =  /T. 

Kn  éliminaiil  cmIk-  co  ('rpialinns  el  r<'qiinlion  (())  les  systèmes 
A.  H  el  ,1.  on  olilicndra 

(10)  illi  =  — j-  S,â^S, 

a  A 

nouvelle  forme  sous  laquell»-  ptiil  se  mettre  la  relation 

r\  où  II  ciilrt'iil,  coMime  dans  celte  dernière,  que  les  paramètres 
^  et  13. 

L'équivalence  de  ces  deux  relations  est  d'une  grande  impor- 
tance dans  la  théorie  des  formes  ahéliennes;  car  il  est  clair  que 
l'analyse  précédente  subsiste  indépendamment  de  la  signification 
que  nous  avons  donnée  aux  divers  systèmes  qui  y  entrent,  et  il 
est  facile  de  voir  que  le  système  X  est  précisément  le  système 
ahélien  symétrique  le  plus  général.  Ce  point  important  établit 
une  analogie  plus  intime  encore  entre  les  formes  abélienneset  les 
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jfi.î 


loiiiii'-.   i|ii.iilr;il  i(|iii'-'  liiii.iiii->.    1,;»    li  ii  mule;  (  l  ••  )  h    iiin'    m  hi  pi'éla- 
lidii  iiiii;ii(|ii;ilil(  •;  (I  ;i|)i('s  l.i  \;il(Mir  de     l  , 


(«•• 


—  «In  V.A 

Arl.o     A -lu  A -t- « 'l. 


on  voit  (|uc  ce  système  repn'scnle  une  forme  alx'liriinc  ;  soil  /' 
colle  lormo,  el  ':>  la  forme  ahôlienne  reprrsciilre  iiarlliû,  la  foi- 
imile  (lo)  e\|»rim('  (nic  la  forme  C3  se  dédiiil  de  la  forme  /"par  une 
suhslilullon  abélienne. 

Los  formes  ahoiioiim^s  sonl  siisooplihios  d'iino  di'i  nnipuMlioii 
remar(pial)lo  .  (pio  M.  llermile  a  signalée  jxnir  les  formes  du 
(lonMiMic  oïdic.   Soil 

X  =  (.r,..r., T.,,,}, 

on  anra 

L>/(  j-,,.r.,, j",„)  =  \,-l.\; 

or,  de  la  fonnnl<^  ('il)  on  déduit  sans  j)oine 

—  -Lo        ()  I       \         n        o 

-l.  =  X  -(-  ; 

A-l-.o     o        ()     ()        «t     'I  ■{ 

décomposons  le  j^roupe  de  'An  variables  ./•,,  ./j,  ....  JCou  en  deux 
f,'roupes  do  //  variables  j',  ,^>'2)  •  •  •  •  y«  <  ^i<  ~-2i  ■  •  •  ^  'iif   et  posons 

_       Y     (. 

^  =         ; 

z    .. 

il  viendra 

Yl      Zi  (      -l.o        o  I      A  H        (1      )  Y      n 

o        n  I  A -AiQ     o        <>     o         <>    "l'  1         Z      o 

o|,  on  olloetuaiil  lo  iiiiilli|)licalions, 

(  Y,  -t-  Z,  A  )-l.,o(  Y  -H  AZ  >  -i  ./  Z,  -l.  Z     o 
ii/ ( -î"l .  T. Ti„)  - 


«'•(pialion  (pio  l'on  ponl  (-crire,  on  dé-si^naiil  |)ar  i'  la  forme  ropré- 
senléo  par  le  système  -l",  et  par  A  >oii  adjoinlo 

(i'.^>  f{\)  r.  /,(  Y  -V-  AZ)   f  rrc(Z)  ; 

<■!    Il'   -«l'iis    ijr   ri'llc    il.rnnrc   nl.iiion    mim    bien    prt'ci-..    ^i    li»ii   se 


idli 


ropoiie  à  ce  (jiH-  j  ;ii  tlil  tir  la  iiol.iliim  tloiil  jr  me  sers  pour  les 
formes  (]tia(lralii|(i('s. 

Un  point  iinportaiil  à  t'-lalilir,  cl  (pii  lésiillo  iinnu'dialiinciil  dt* 
la  formule  (i**).  «-'esl  »|uc  >!  le  svslrnio  d»  est  tléliui  ri  positif,  le 
svsl^uu*  »i'..  Icsl  aussi:  il  suffit  |)()ur  !«•  lairr  voir  d<'  considérci'  en 
nu^Mio  l«Mnps  IV'fpiatioM  (lo). 

Je  liMMuinorai  ce  que  je  voulais  din-  des  fonctions  ubélicnncs 
par  qucKpics  rcinartpics. 

Posons 


le  svstcmt^  vl.  en  \crlii  de  r<''(]ualion  (S),  sera  svnn'lriqno,  cl  l'un 
aura  rvidciiiiiuMit 

mais 


donc  on  aura 
d"où 


JBJH,  ^  f,'^ 


6  --  A^. 


Celle  ('([nation  fait  voir  que  si  d'une  fonclion  abd'licnnc  aux 
périodes  (C  d  i)-  ""  ^'"  dc^duil  une  autre  aux  périodes  4'  el  X  au 
moyen  des  formules  (4),  le  syslème  J5t  joue  le  r(Mc  d'un  véritable 
invariant. 

Si,  par  une  même  substitution  S,  on  déduit  d  un  j)aramèlrc  ^ 
un  paramètre  j0,  et  d'un  paramètre  ,31'  un  paramètre  j0',  on 
aura 


<ii) 


V,i3'-  i3,  =  i^'-  ^) 


kn 


\\\\  j)arti<iilier.  fais(jns 

a'=  A  — /-l 


ndra 


V(T-4-AU).V(T-i-A'U) 


•r  jÛ'r-r  |{_/iii, , 


A" 


vw  =  vw^,^^_^^^^, 


l'eipression  ^('1  — --^1  ;  '•*  ""  scun  bien   pr('cis.  car  c'esl  le  dé- 


sril    l.E    CALCIL    l>KS    SYSTI.MKs    I.INKAIIIKS.  Jdi- 

n(>iniii;ilriir  l'uinniiiii  dis  <'li''iiii-iil>  île  V  :  i-n  appcliint  ///  ce  (It'-iio- 
inliialoiir  cniiunii  II,  A  fl  ti  Ic-^  (lilciiiiiii;iiils  des  s\sti"iiics  ii!,  cl  -l,, 
on  iiiira  doiu- 

(li)  h  —       -. 

m 

Kn  faisanl  (l;in>«  lis  fonnulcs  précédentes  n  ^^  jl  ^  on  iclroiivr- 
rail,av('c  iim-  l«''j;rfc  diUV-rmee  dans  l;t  noialion,  les  foirn nies  (inc 
M.  llciiniU;  a  donnt'-cs  dans  son  M(''nioir{;  sur  les  fonclions 
abélit'iines.  Seulnni-iil,  Ii-s  s\>lrin('s  à  seize  élénienls  (|ii  il  a  con- 
sidérés ne  sonl  pas  lotil  à  l'ail  le*  nuMnes  (pie  ccnx  dont  jai  fait 
usage; 

flo       <l\        «2        "s 

/'.,  h^  A,  At 
c„  c,  c,  c, 
./„      </,      /A.      ./, 

élanl  lin  des  systèmes  nu  il  emploie,  les  systèmes  ubéliens  du 
second  ordre  seront  donnés  par  l'expression  générale 

"o  "i  'H  "., 
A„  Al  A3  Ao 
^/o     ,/,     <A,     r// 


SI  lî    I.KS 


cu\  viiiwTs  iioi  i!i.i:s  i)i:s  iuumi:s  wnaiuI'S. 


nullctin  tir  la  Socit-tr  l'Iiiluniatliitjiir  de  /'(iris,  <>'  strie.  I.  VIII:   iS-t. 


I.  (^1^si<l^•r()ns  un  système  composé  d'un  nombre  quelconque 
lie  formes  l»in;iirc.s  (ee  svstrme  pouvant  se  réduire  à  une  forme 
unique). 

Soit  U  un  covarianl  de  ce  système  de  formes.  On  désigne  sous 
le  nom  iVcmnnan/s  d<'  ce  covarianl  les  polynômes  contenus  dans 
les  expressions  suivantes  : 


-  pr-T?  H-  V  -  -       I 


I  -    d 


''  V'i 

(fr  / 


Je  représenterai  simplement  un  émanant  de  U  jiar  la  notation 
(U)/,  l'indice  /  indi(juant  le  degré  de  ce  poljnome  par  rapport  aux 
variables  ç  et  y,. 

Lorsque  l'un  identifie  les  variables  ;  et  y,  aux  variables  .r  et  j', 
cliaque  émanant  se  réduit  à  la  forme  U. 

î2.  On  sait  qu«>  les  émanants  de  U  sont  des  covariants  doubles 
du  svslème  de  formes  donné,  c"est-à-dire  qu'ils  se  transforment  en 
des  polvnomes  com|K)sés  d'une  façon  semblable,  lorsqu'on  assu- 
jettit les  deux  systèmes  de  variables  x,  y  et  ;,  y,  à  des  subshl  niions 
c(»grédienles. 

Tout  covariant  double  d  un  svslème  de  formes  se  conq)ose 
d'émanants  et  du  covariant  (xr^  — jKç),  que  je  représenterai  pour 
abréger  par  o). 

On  a,  en  eflcl,  la  j)i-oposilion  suivante  :  si  11  cb-signe  un  cova- 
riant  double  qneleoncpie  du   système  de  formes  donné,   on    peut 


slll    LKS    (  o\  Alll  ANTS    DorillKs    DKS    KmiMJS    BINArilKs.  jCkj 

tiii'tirt'  il  ^t»ii>  lit  foniM'  siiiv;intP.  /  (l(-sl<;n;iiil  le  <l<'t;r(''  de  ce  ikiK- 
iiiKMi-  |i.ti  i:i|>|Hiri  au\  nui'iuIjIcs  ^  cl  r,. 

1 1  =  rV  I,  —  to  (  H 1,    ,  -+-  fo*(  C.\,   .  -h  .  .  . . 
\.  I!.  <  ".  ■l.'^i-iMiil  (II--,  lovari.irils  ihi  Mslriiu"  (!(.'  loriiio  iluiinr. 

i{.  Cellf  itropuàiliuii  est  très  iililc  dans  une  foule  de  calculs 
alj;t''l)riqii('s.  Je  necilt'iai  ici  <jir'  (|nclqnos  exemples  1res  simples, 
mais  dont  I  applicalion  est  fr<'-»pifnte  dans  la  lliéorie  des  surfaces 
du  troisirme  cl  ijti  i|ii.iliii'inc  okIit,  ain-i  (pic  dans  l.i  llit'nrj»;  des 
courbes  du  (pialruMiir  ordre. 

Soil  K  un  polvnome  du  (pialrirmc  (l(';:i<-:  |>r(»p()S(Mi-.-iii.ii-  ,\i- 
calculer  lexprcssioii 


ilclir  expression  est  un  covarianl  double  de  F,  du  def;ré  3  par 
rapport  aux  coefficients  et  du  degré  (]  par  rapport  aux  variables  x 
cl  V,  ainsi  cpie  |)ar  ra|)port  aux  variables  ;  et  t,. 

De  plus.  L]  Lliani,M'  de  signe  (piand  on  échange  entre  elles  ces 
deux  svstémes  de  variables;  sou  développement  ne  doit  donc  con- 
tenir que  des  puissances  impaires  de  w  et  Ton  a 

il  =  (o(  A  ij  -;-  t.j'(  B  )3 -i-  w' ( C  ),  ; 

A  d('signe  un  covarianl  de  F,  du  degré  lo  par  rapport  aux  variables 
et  du  degré  3  par  rapj)ort  aux  coeflicients  ;  comme  un  tel  cova- 
rianl ne  peut  exister,  on  a  nécessaireinrnl 

A  =  o  : 

Ton  a  tir  même  C  =  o.  car  (]  ne  pourrait  être  ([niin  covarianl  de 
F  du  degrc-  a. 

li  est  un  covarianl  du  degri-  6  par  rajqxirl  aux  variables  cl  du 
degré  3,  par  rapport  aux  coefficients;  ce  ne  |)cut  cire  (jiic  le  co- 
varianl sexlique  de  F;  en  désignant  par  .1  ccco\arianL  on  a  donc, 
à  un  fadeur  minit'rupic  |»rc>.  la  foiimili- 

'"  ^-V-T—   •    *;*^,  -,-ï-,-   )- ^;t^' -; — ,- -t- T,^ -7— • 

'    f/t>  '     '  ffx'f/y  '  '    t/.rUiy         '    f/i  ' 


Ai.aKnitK. 

i.  ('onsiiliMons  rncoro  la  lonnc  l>i(|ii,i(liMli(|ii('  l*'  cl  son  liossion 
1 1  :  |Mi>ons 

Il  -  F(.r..>-)II(t.T.)  -  r(t.T.)n(.r..vV 

(  iclle  expression  esl  iiit  fovariaiil  cUiiihlc  de  V\  du  dr^ré  \  par 
ra|>p()rl  aiix  variahlos  ^  cl  t.,  du  dci;iv  .>  par  rapport  aux  coefli- 
cifiils;  de  |)ltiN,  1>  clianj^e  de  sij^nc  (piaiid  on  <■(  liani^c  ciilic  elles 
les  variables  :  on  penl  donc  jtoscr 

Li  =  to(  A  ).■,  ■+-  (ij-(  H  )|  ; 

lî,  ne  pon\anl  èlre  cpTun  eovarianl  «le  I'  dn  dej^ré  •.>.,  est  nul;  A. 
étant  nn  eovarianl  de  celte  forme,  dn  de^r(''  ()  par  rapport  anx 
\arial)les  et  dn  dei;ré  3  par  rapport  anx  coellieients.  est  le  eova- 
rianl scxliqne  de  .1. 

On  a  donc,  à  nn  laetenr  nnmérirpie  près,  ponr  0  la  même 
expression  qnc  dans  le  para;;raplie  prt'cédenl. 

a.  J'appliqnerai  ce  ipii  |iréeèdc  à  nne  (pieslion  relalive  anx 
eonrhes  de  quatrième  classe.  On  sail  que  Ton  penl  Ironver  divers 
SNSlèmcs  de  conicpics  qnadrnpIcMnent  lanj;enlesà  nne  lelh;  conrhc. 
Élanl  donni'  Tiin  de  ces  systèmes,  il  Ini  correspond,  dans  le  |ilan 
de  la  conrhe,  nne  cnbiqne  R  et  nn(,'  coni(pie  0;  lontc  droite  dn 
plan,  lang^ente  à  G,  a  pour  polaire,  relaiivemenl  à  K,  une  des  co- 
niques quadrnplemenl  lan<;enles  dn  système. 

J'ai  déni()nir('',  dans  mon  .)frnioirc  de  (iéoincli'ie  analylujue, 
insi'-ré  dans  Xit  Journal  de  Liomillc  (janvier  et  février  i8^'.>.),  la 
pro|»osilion  suivante  : 

«  lùanl  données  nne  courbe  de  la  quatrième  classe  et  une  co- 
nique, on  peut  construire  une  courbe  du  neuvième  ordre,  qui 
passe  par  les  vingt-huit  points  doubles  de  la  courbe  de  quatrième 
classe  et  les  vingt-huit  points  de  rencontre  des  huit  tangentes 
communes  anx  dcnix  courbes,  et  qui,  de  jilus,  louche  la  courbe  de 
(pialrième  classe  aux  points  où  elle  esl  touchée  par  la  conicpic.  » 

.J'ai  fait  voir,  de  plus,  (pie  si  la  coni(|ue  était  la  polaire  d'une 
droite  D  quelconque  du  plan  par  rappoil  à  K,  la  courbe  du  neu- 
vième ordre  se  décomposait  : 

i"  En  une  cidjique  (de  Sleinerj  j)assauL  |)ar  les  douze  j)oinls 
doubles  du  groupe;  celle  cubique  ne  dépend  jias  de  la  droite  D; 


Sfll    LKS    COVAIIIANÏS    DOt'ULKS    DKS    FOIIMKS    IIINAIIIKS.  1- 1 

■2°  Kn  uiM'  coiirhe  du  sixirine  ordre,  C^,  passant  |>.ir  les  seize 
points  doiihles  (|iii  n'appiirllennenl  pas  nu  •groupe. 

J'ai  donin'-  (sj.*)-  di-  mon  M«-ni()ire)  l\'-(|tialion  ilo  celle  coiirlx-, 
mais  sans  la  il('\  clopiier  el  sans  ineltrt;  en  t'vidcnce  hi  \;iii;d»I<' 
jnrelle  renicinie  ;    y  \<  ii\  rfvenir  ici  mit  celle  t|iies|i(iii. 

(I.    I'!n  conseivaiil  lc>  ixtlalioiis  du  Mi'iiKiire  dc)à  cili'o,  posons 

"o^o  —  f^l       —  .^I .  <'..«(.  -H  Ane„  —  ■)  Uq  h^  —  \, 

""Vo  —  ??,      -  M'.         <  'o««  -4-  A,.Yo—  ■>.  Bo  ?u  =  N'. 
"oVo—  e„f^,—  .'..  />o  ?n->-  i(A„C„—  Ml  )r=  I». 

I\I,  N,  M',  N'  et  P  s<»nl,   on   le  \oit,  des  invarianis  du   SNSlèine  de 

formes 

A„À2  -T-  7.  BoÀa  —  Gou-, 

«0  ^>*  -i-  ■■*  ^0  t-]^  -^   Cq  \lr, 

delà  posé,  l'écpialion  ijénéralc  des  coniipnjs  du  groujje,  fjiiadrii- 
plcnienl  langenlos  à  la  courbe  de  quatrième  classe,  est 

I'  -    M  À-  —  -J.  \  /.•<  ;JL  ^  l' À-  ;/-'  -H  >.  \'À;ji'  —  M' l'  -  o. 

1^  é(juation  \\v.  la  courhe  (^  rcialive  à  deux  de  ces  eonM|ues 
caractérisées  par  les  paramètres  A  :  u.  et  a'  :  a'  est,  en  désignant 
comme  précédemnienl  par  J  le  eovarianl  sextujue  de  la  loniie 
hiquadratitpie  F, 

,  ,  dH'       ,.,     ,   d'  V  , , ,    . .    r/»  I'  ,  d-^  V 

En  ilésign.iiil  par  11  le  liessien  de  F,  on  \(nl.  en  se  i('|»orlaiil  au 
§3,  tpie  ré(|uation  de  cette  courbe  peut  se   melire  aussi  sous    la 

forme 

l'i  À.  \i.  I  Il(  a',  iji')  —  Fi  À';jl'  )  II(  À.  'i.  )  =  o. 

on  sini|>leniciit 

V\\-  VW  =o. 

7.    !>  t'ipKilion  pié'cé'denle  |)eul   être  regai'dt'e  comme  le  ié»nllal 

de  réliminalioii  d  un  |Kiiamèlre  arbitraire  0  cnli'c  les  deux   ('«pia- 

liun- 

OF  -+   A\  =  «.         ri  'Il     T    'Il   =  o. 


O-t  ALOKBTtE. 

Hii  \(»i|  ici  s'iiilrotliiii'c  ^'^  coiiiltcs  ii'iiiiUt|ii;ilil<-<  ihi  (|iKi(i'irin(' 

ilogli".    «loilt    I   l(|ll.ll  l(»ll    t-il 

(M  ÛF  -4-  9.11  —  o. 

courbes  (|iio  je  désignerai  sous  le  luuii  de  courbes  (II). 

Si,  laissant  0  invariable,  on  l'ait  varier  ).  et  ;jl,  on  pciil  dt'ler- 
niiner  facilenienl  l'enveloppe  de  ces  courbes. 

Désignons  respectivement  par  S  cl  T  I  iii\aiianl  (piadralnpie  el 
rin\ariant  tnbiqne  de  l"'-,  on  sait  <pic  les  é(piations 

S  =  o         cl         T  =  t) 

représentent  les  courbes  du  (|iialnème  cl  du  mmciiic  oitirc,  (pu  se 
croisent  ati\  vingt-nualre  jiomis  du  rcbroiissemciil  Ai'  la  courbe 
de  quatrième  classe. 

Cela  posé,  l'enveloppe  i\('^  courbes  (II)  s'oblicnl  en  égalant  à 
zéro,  le  discriminant  de  I^'cpiation  (i);  d'après  une  l'onniile  de 
M.  C^ajlev,  l'équation  de  renvelo|)pe  sera  donc 

(   S'  —    i-  T2  )^0!«  —   0  s   —  2T  )-^   r-:  (,  ; 

elle  se  compose  donc  : 

i"  De  la  courbe  de  (piatrièmc  classe  elle-même; 

vî"  D'une  courbe  de  sixième  ordre,  dont  l'équation  est 

03__0S  — 9.T  =  (.. 

Les  courbes  de  sixième  ordre  eonlemics  dans  lécpialion  pn-eé- 
dente  se  rallachenl,  on  le  voit,  élroileincnl  aii\  points  (i<^  i(d)rous- 
semenl  de  la  courbe  fondamentab' ;  el  il  est  remarfjuablc  cpion  y 
soit  conduit  par  la  considération  de  courbes,  dont  la  d('finition  est 
tirée  de  l'élude  des  points  doubles. 

Je  m'arrêterai  ici  dans  celle  •'•iiidc,  ajanlxinilu  seulement,  dans 
cette  courte  Note,  indicjucr  la  voie  nouvelle  où  ion  étail  conduit, 
pour  l'étude  des  courbes  de  quatrième  classe,  par  la  considéralion 
de  la  forme  bi(piadrali(jue  F  et  de  ses  divers  covarianls  simples 
on  doubles. 


iii;n;i:sK\TATi()\  di:s  foiimks  HiiwiiiKs 


i>ANs  ir.  i'i.v>   II'   it\>s  I.  Ksi'ACi;, 


/iiillfliii   (h-  lit    Société  /'hilonint/iit/iie:    i><-i. 


On  ptMil  ifpifsciilt'r  ut)»'  li»riiic  Idiiiiirc  >uv  iiiic  li^iic  dioitc 
par  n  points  dr  cctlo  (Iroilc  correspondant  aux  racines  de  Téqua- 
lion  (|iit'  l'on  obtient  en  égalant  la  forme  à  zéro.  On  peut,  dans 
ce  but,  employer  aussi  une  courbe  ([iiclconque,  plane  ou  gauclie, 
de  genre  yato,  et  un  grand  nombre  de  pro|)riélés  du  système  de 
points  situés  sur  crile  courbe,  (|ue  |  appellcriii  coiirlx'  fnndti- 
mentdlc,  se  (b'rlniionl  ininii'diaicmiMi l  (\v  celles  des  formes  qu'ils 
représentent. 

La  courbe  fondamenlale  ('tant  clidisie,  on  pourra  aussi,  diine 
façon  plus  simple,  représenter  des  groupes  de  points  (ou  des 
formes)  par  un  certain  nombre  d'éléments  (points  ou  droites)  qui 
pourront  l(>s  déterminer:  ce  mode  de  représentation  variera  d'ail- 
leurs suiyanl  la  ii'.iture  de  la  courbe  cboisie. 

Ktant  données  deux  formes  de  même  degré/et  ci,  j'appellerai, 
pour  abréger,  faisceau  de  ces  formes  l'ensendjle  des  formes 
comprises  dans  l'expression  f-{-\'s\  un  faisceau  est  éyidem- 
ment  déterminé  (|(iaiiil  on  connaît  deux  des  formes  rpTil  con- 
tient. 

l^our  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  prenons  une  conique  H 
pour  courbe  fondamentale;  une  forme  quadratique  sera  déter- 
minée par  deux  |)oints  de  cette  conique,  ou  bien,  si  Ton  veut, 
par  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  C'est  ce  dernier  mode  de 
représentation  que  nous  emploierons  [ro/r,  à  ce  sujet,  un  remar- 
quable article  de  M.  Weyr,  sur  l'involulion  du  d('<^rr  suprrieur, 
{Crcllr,  t.  I.WII)].  (>ela  j)0sé,  on  yoit  (pie  toutes  les  formes  qua- 
dratiques d'un  faisceau  sont  représenl(''es  par  des  droites  concou- 
lanl  en    un    même  point    qui    lepr/scnlcra   ce  faisceau,  l^'où  l'on 
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}^.^  At.okBnE. 

(ItHliiil  iinim'clialoinonl  que  la  pniprirlt'  roiiiuie  île  rii«'\ai;one  l\c 
l*ascal  peut  stMiDiuer  algi-ltricpitMiionl  de  la  ra(;on  suivante  : 

«  Ëtanl  donnée  une  équalion  du  sixième  degré /(jc)  =  o  dont 
les  racines  soient  </,,  si  l'on  j)Ose,  pour  abréger, 

^hk  =  i^  —  "h){r  -  a*). 

on  pourra  dt-lerniiner  six  failcnrs  numériques  A,  u,  )/,  a',  )."  et  [x" 
de  telle  sorte  <|ue  Ton  ail  idenliiiiieineiil 

X.\,i-4-  jjiAvs  =  X'Aj5-(-  [x'Asc  =  X'Aji-i-  ;x'A,6.  » 

(^elte  piopriett-  de  >i\  pulnt^  d  une  didile  applupu'e  à  une 
conique  donne  le  ihéorème  de  Pascal;  ap[)liquée  à  une  cidiiciue, 
elle  fournit  à  la  fois  des  propriétés  de  six  points  quelconques  de 
celle  courbe  (et,  par  consé(juenl,  de  six  points  (pielconques  de 
l'espace)  el  des  propriétés  de  sept  point--  quelconques  silués  sur 
celle  cubique. 

Dans  ce  qui  suit,  je  considérerai  spécialement  une  cubique 
gauche  fondamentale  K.  Une  forme  quadratique  sera  déterminée 
par  deux  points  de  celle  courbe  et  représentée  par  la  sécante  qui 
joint  ces  deux  points.  Les  droites  représeutatives  d'un  faisceau  de 
formes  quadrati(jues  sont  les  g('néralriccs  (sécantes  de  la  cubique) 
d'une  quadratique  passant  par  K.;  une  telle  surface  représentera 
donc  un  faisceau  de  formes  quadratiques. 

Cela  posé,  la  propriété  que  je  viens  d'énoncer  relativement  aux 
racines  de  l'équation  du  sixième  degré  donnera  immédiatement  la 
proposition  suivante  : 

«  Etant  pris  par  sept  points  1 ,  12,  3,  i,  5,  G,  7,  sur  K,  il  y  existe 
une  droite  D  (sécante  de  la  cubique)  qui  rencontre  les  neuf  droites 
contenues  dans  les  deux  Tableaux  suivants  : 

j,  ^3(1^.)  ^54)        1(23)  (56)        2(34)  (i6) 

' <G(i2)(54')        4(23)  (56)        3(3',)  (i6) 

F -(i'>.)(54)        7(23)  (56)        7(34)  (i6) 

»  La  droite  D  rencontre  donc  les  six  droites  contenues  dans  le 
Tableau  E,  ce  qui  fournit  une  propriété  de  six  points  quelconques 
de  l'espace;  (cette  propriété  se  rattache  d'ailleurs  à  de  belles  pro- 
positions données  par  M.  I'.  Scrret  sur  les  cubiques  gauches). 


I 
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»  Le  Tahlciin  I*'  inoiitre  en  oiilic  qui',  la  droile  IJ  avanl  én* 
clélcrinint'c  au  iiu)^ en  des  points  1,  î2,  3,  i,  5  el  (»,  Iciiil  plan  sécant 
mené  par  D  rencontre  les  côtés  de  l'hexagone,  donl  ils  sont  les 
sommets,  en  m\  |iuiiits  silii<''>  deii\  à  deux  sur  liois  droites  coii- 
couranles. 

»  Le  [xtiiil  lie  coMCoiirs  (ItMiil,  iuisiiudri  l.iil  \arier  le  |»l;in,  la 
cubique  ganelie  dt-tei-rniiié-e  |)ar  les  six  points. 

»  Daiiseecpii  précède,  3  (i  :>,)  (j  j)  désigne  la  droite  qui,  passant 
par  le  point  3,  rencontre  les  droites  12  el  5^;  les  autres  notations 
ont  une  signification  analogue.    » 

On  peut  aussi  énoncer  ces  r(''sultals  de  la  ("acon  suivante  :  «  Un 
hexagone  étant  inscrit  dans  une  eid)i(pie,  |)ar  la  c(jurl)c  et  chaque 
couple  de  côtés  opposés  de  riie\ag(»ne,  on  peut  faire  passeï-  une 
quadri(pie:  les  trois  <|iiiidri(pies  ainsi  obtenues  ont  une  gémratrice 
commune  qui  est  une  S(''eanlc  île  la  eubiipie.  »  Une  forme  cubiipie 
est  déterminée  par  trois  points  de  K;  les  plans  osculaleurs  de  la 
courbe  en  ces  points  passent  par  un  point  p  situé,  comme  on  le 
sait  par  un  beau  llit''orème  de  M.  (Ihasles,  dans  le  |)lan  I'  ipii 
contient  les  trois  points.  Je  dirai  cpic  le  j)oint  p  el  le  plan  P  sont 
associés;  si  le  point  p  parcourt  une  droite,  le  plan  1*  tourne  autour 
d'une  autre  droiti,"  qui  est  associée  à  la  première.  Je  représenterai 
une  forme  cubique  |)ar  le  point  associé  au  plan  f[ui  contient  les 
trois  points  de  K  qui  la  déterminent. 

Une  forme  cubitpie  représentée  par  un  point  p  est  déleiininéc 
par  les  trois  points  de  contact  a,  /v,  c  des  j)lans  oscidatcurs  que 
l'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe.  Si  l'on  prend  les  conju- 
gu('s  harmoiii(|ues  de  cliaeun  tles  points  d,  b,  c  par  rapport  aux 
deux  autres,  on  ohlient  un  .lutre  système  de  trois  points  qui 
détermine  le  covarianl  cubique  de  la  forme;  les  plans  osculateurs 
en  ces  points  se  coupent  en  un  point  ^'représentatif  du  covariant. 

Cela  posé,  les  deux  points  p  et  />'  sont  situés  sur  une  même 
sécante  de  la  eubitpie  et  parlaient  lKirMioni(|iienienl  le  segment 
intercept»'"  j)ar  la  courbe  sur  cette  séeanle.  Je  dirai  que  les  deux 
points  se  correspondent  |)ar  rapport  à  la  cubi(jtie. 

Le  faisceau  de  la  forme  représentée  par  le  point y>  est  re[)ié- 
sentc  par  la  sécante  qui  passe  par  ce  point. 

.l'ajouterai  la  remarque  suivante  : 

Le    plan    polaire   d'un    point  donné  relativement  à  la  surface 
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développable  S,  doiil  K  est  rarclc  île  rcltroiisscmonl,  «^sl  le  plan 
associt'  au  point  correspondanl.   » 

Klanl  ilonn«''i'S  deux  fornirs  culiMpics  rc|)r('srnl(''('s  par  les  points 
/'  cl  y,  les  dillVrcntos  formes  ronlcnucs  dans  \c  laiscfaii  «pi  elles 
d«''tiTniinenl  sont  rcprc'senlées  par  les  ililIV-rcnts  points  de  la 
droite  p*/.  Une  droite,  dans  l'espace,  représentera  donc  nn 
faisceau  de  formes  cnl)i(|nes. 

Si  une  droite  renconlie  nue  i;<'iiéralrice  de  S,  leur  pdinl  de  ren- 
contre représente  une  forme  cnltKpie  avant  nn  laeleni'  carré.  D'où 
celle  consétpience  : 

«<  Une  droile  (représentant  nn  faisceau)  rencontre  (pialre  «géné- 
ratrices de  S;  les  (piatre  points  on  ces  droites  IoiicIkmiI  K  repré- 
senlcnl  le  Jacohien  dn  réseau.   » 

Etant  donnée  une  forme  hiquadralicpic  I"'  re|)résentée  par  quatre 
points  (le  K.  n)enons  les  tanj^cntes  en  ces  j>oiiils.  (les  quatre 
droites  n  étant  jamais  sur  une  même  (pia(lri(pie.  \\  n'y  a  (jue  deux 
droites  D  el  D'  <pii  les  rencontrent  tontes. 

iJonc  F  est  le  Jacol)ien  des  deux  faisceaux  de  formes  cubiques, 
lesquels  sont  représentés  par  les  droites  D  et  D'. 

Ces  deux  droites  sont  associées  par  rapport  à  la  cubique.  Je 
représenterai  la  forme  F  par  ces  deux  droites  ou  simjdement 
par  lune  d'entre  elles,  puistpic  par  là  même  l'autre  sera  déter- 
minée. 


SI  11  i/.\riM{n\iM\'n<>\ 

loxcTioxs  I)  i\m:  vaiuahle 

Al   >IO\E\   l)H   KRACnONS   niTlDWELLES  : 


llnlU'Iiii  de  In  Société  matlirnintiqiic:  1^77. 


La  inélliodL'  (juc  je  développe  daiis  cette  Note,  pour  les  cas  les 
plus  simples,  s'applique  sans  difficullé  aux  fonctions  de  la  forme 
e"" ,  où  W  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x,  et 
aux  fonctions  de  la  forme 

{ax  -r-  6)«(  a  X  -^  b'  )'^' . .  .. 

où  a,  a',  ...  désignent  des  quantités  arbitraires  quelconques. 
Le  principe  que  j'ai  mis  en  usage  est  le  suivant  :  F(jr)  étant 

une  fonction  donnée  et  %- —  la  fraction  rationnelle  dont  le  déno- 

minatcur  est  d  un  degré  donné  et  qui  se  rapproche  le  plus  de  la 
valeur  de  la  fonction,  je  cherche  à  établir  entre  o{x),  f{x)  et 
leurs  dérivées  du  premier  ordre  une  relation  algébrique  qui  soit 
linéaire  par  rapport  à  l'une  de  ces  fonctions,  '^{x)  par  exemple, 
et  par  rapport  à  sa  dérivée. 

Gela  posé,  en  considérant  pour  un  instanty(:r)  comme  connue, 
et  o{x)  comme  une  fonction  inconnue,  on  aura  une  équation 
linéaire  du  premier  ordre  que  l'on  saura  intégrer  au  moven  d'une 
quadrature.  Comme  le  résultat  de  l'intégration  est  connu  d'avance, 
il  suffira  de  déterminer  à  «pielles  conditions  doit  satisfaire y*(x) 
pour  (pie  ce  résultat  soit  de  la  forme  voulue. 

On  déterminera  généralement  ainsi  une  équation  linéaire  et  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfera  le  j>olvnome  /(.r);  cette  équaticin 
admet  une  seconde  solution  qui  s'exprime  facilement  au  moven 
du  polynôme  'f  (vT),  ou  encore,  si  l'on  pose 


j-s  Ai.GÎ.nnv.. 

au  moveii  (!«'  H.   ttunnu'   l'a   fail  viiir   M.    (lin  islolVcl  (  '  )   rolalive- 
inrnl  aux  poKnoiiK-s  dr  l.c^ondrt'. 


Développement  <U 


\.    Soil 


y/7 


oii/(x)  clo(x)  désignent  respectivement  des  polynômes  du  degrd  // 
et  du  degré  (n  —  i). 
On   en  d»'duil 

lo;,'  -^^    =   log  ^(T)  -  lop/(T)  +  (^,), 

parce    que  -4 — -  est  du   degré  ( — i)  en  ./•;   puis,   on   prenant  les 
di'-rivées  des  deux  nombres. 

.r*  —  I  ~    ç  (  i-  )       /(  -r  ) 
et 


Va-ï"-^'/ 


(i)  xo(a-)/(r)-f-(a-î— i)[/(^)©'(j-)  — c?(x)/'(x)]  =  A, 

A  désignant  une  constante. 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  f{x)  comme  connue,  on  a, 
pour  déterminer  '^{jc),  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre; 
en  l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  sera 
conduit  à  poser 

(a)  ^<-)  =  -^"'     ' 


si  x^ —  I 


(')  Ueber  die  Gaussische  Quadrntur  nnd  eine  \'erallgemeincrung  derselhen 
(Journal  de  C  relie,  t.  LV  ). 

(')  Pour  abréger,  je  désignerai  dans  tout  rc  qui  suit  par  (—;;;)  une  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un  terme  en  — ,  cl 

par  (  X""  )  une  série  ordonnée  suivant  If*  puissances  croissantes  de  x  et  commen- 
çant par  un  terme  en  x"". 
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:;  l'Iaiil   ilt-lcriiiiiir  |i.ir    I  ('•(|ii.il  imi  dillc'icnl  irlle 


j-ij 


(I  où 
(3) 


J  s'.'--\p 


tir. 


OU  encore,  si  l'on  dt'si^Mie  par  a,  [j,   .  .  .  les  racines  de   rcqnalioii 
f[j-)  =  o,  cl  si  l'on  pose,  pour  abréj^er, 


f 


*(.r)       ^{x  —  ay       Adx  —  t 


\'.r-—\{A a  )2        \J: 


^ 1 


r/r, 


OU  encore,  en  enVcluanl  une  inlc^^ralion  |)ar  parlies, 


(t  —  a)  {x- 


-1 


dx  I 


-^1        (  ./■  —  a  )  /r2  —  I 

"*"   /    |(^_a)/^^i 

On  déduil   de   là  facilenicnl  que  z  se  compose  d'une  parlle  algé- 
I)ri([U('.  d'une  expression  de  la  forme 


J   (x^—i)^ 


dx 


el  de  termes  de  la  forme 


./    (•r-a)(. 


—  0— /)a 


rfx. 


_  ,W.r-2—  iV.2 


J"2—  !)•■' 


Chacun   de   c<'s   icrines  doit  évidemment  être   nul;   ov  un   calcul 
facile  donne 

P       -      1     . 


-./'(«)    y"(«)' 


on  a  iloni'  la  relation 


(aï—  iiy(a)  -+-  nf'it)  =  o, 


aN)  AI.UKDIIK. 

ijiM  doit  aNDir  luMi  polir  Imilo  r;uii)t'  tic  I  i''<|ii;iliuii  /'(o')  =  o;  tl  où 
il  snil  tjuc  /*(j")  salisfail  ;"i  une  ('•(jii.ilion  dillcn'iil  icllc  du  second 
ordre  do  la  forme 

{ .!•' —  I  )>•'-+-  Ty' -\-  Vv  —  o. 

La  valeur  Ac  V  >"ol)lieiil  immedialeiiieiil  on  •'■erivaiil  (|ne  le  coel- 
fîcient  de  .r".  dans  le  premier  memhic,  osl  égal  ù  zéro.  On  ohlienl 
ainsi  ré<|uation  bien  connue 

(4)  (x'—\)y-^xy  —  n*y  =  o. 

ti.  l'iii^(pie  le  polviu)mey(.70  esl  une  solulion  de  ré(|ualion  (4), 
«m  ohtiemira  une  seconde  solution  de  celle  ('-qualion  en  Mo<;anf, 

ou  bien,   en  \(mIu  de  léfpialion  (3), 

y=f{x)z, 
et.  en  verui  de  It^ipiation  (2), 

y  =  ^(x)^x* —  I. 
J.  intégrale  générale  de  l'équation  (4)  est  donc 


\/(x)  -+-  Bo(x)\/x^ —  I. 

3.  Supposons  maintenant  (pie,  dans  l'équation  (i),    'f  (x)  soit  re- 
gardée comme  connue;  pour  intégrer  cette  équation,  nous  posons 

/(x)  =^x^ —  1  o(x)t, 

t  ('-lanl  d«''lermin('e  j)ar  Téqualion   difTérentielle 

rit  ^ 

—   (>2  _  ,)î  o1{x)  =  A, 

(I.C 


'=    /  r 


\d.7 

o^(x) 
Kn  posant,  pour  abréger, 
A 


*(n       ^(x  — 


ç*(ri       .^  <  X  —  Cl)-        { .r  —  a) 


I 
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a,  [j,  V,  ...  <l(''si<;ii;iiil  1rs  racines  de  r('(|iial  Ion  'c>(x)  =  o,  un 
calcul  (Mjlicroincnt  iinalof^iic  à  celui  (jiie  j'ai  (lévfl<)[>[)('  plus  liant 
iiKinlrc   (|ne   l'on  <.loil    a\(iir  pour  rliaciinc  des  racines 

1/  (a-  —  i  )  —  ij>  a        (» 
et,  par  suite, 

(a'  —  I ) (f " C X )  -f-  3 a (p'( a ) ; 

d'où  1  on  coiiclul  ipio  '-3(.Z')  csl  une  solullon  de  r(''(pialioii  dillV-- 
renlielle  du  second  onjic 

(  5  )  (\r*  —  I  )  k'  -+-  3 xu'  -h(i  —  n-)u  —  o. 

Si  l'on  ieinar<pie  maintenant  cpie  cette  t'Cjuatloii  n'est  autre  que  la 
dérivée  de  ré(|uation  (  {),  dans  lacpieiie  on  aurait  remplacé  y'  par  w, 
on  en  conclut   (pi'à   un   lacleiii-  niiiiiéri(pie  près  '■^(x)  est  ('|^al   à 

Il  est  clair  dn  reste,  ce  (pii  est  facile  à  vérilier,  rpie  l'équation  (5) 
se  déduit  aussi  de  l'équation  (.\)  par  la  substitution 


^  =  u  ^x^  —  I  , 


Déveluppcmciil  de  i 


X  ^-  b 


•i.   Soit  1)1  une  (piaiiiili'' (pielconque ;  posons 

o( x)        l      I 


/  X  -^a\' 


f(x)        \a'*''+>/' 


»(vC)  ci  f{x)  désignaiil  des  |»ol  viit)ines  (MJtiers  du  degré  n. 
On  en  dé-diiil 

'"'•'"i^  ^'"s?('^^-'''s/(-r.)+  (^); 

puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

m(h  —  n)       _(f'(T)       f'(x)        l      I      \ 
(jr -f- a)(  j: -^  6)  ~  C5(  .r  »        /(  /m     '     ',,^«^2/' 


d'où 


(G)  m(l>  —  n)z( .r)/(.r)  -^  {.r  -^-  n){x  ~  b)[9(T)/'(.r)  - /(T)<f'(T)]  =  A, 

A  il<''sij;naiil  imo  conslanlr. 

SI  dans  ccHc  c(|iia!ion  <iii  rcgardr /"(^.r)  cominr  connue,  on  a, 
|>our  di'torniinor  'f(j'),  une  équation  linrairc  cl  «In  premier 
ordre;  en  l'intéîjrant  et  néi^lif^eant  d'aliord  le  second  iiuMnhre  on 
posera 

(7)  or.)./(x,(^)'%, 

;  étant  dt''terniin(''e  par  la  relation 


(8)  -^=f 


A(.r-i-/0"'-' 


dx. 


On  doit  clierclier  (piellc  forme  doit  'A\o'\r  f{x)  ])our  que  :;  ait  une 
expression  de  la  forme  donnée  par  la  relation  (-);  m  étant  quel- 
conque, on  V  j>ar\iendrait  aisément  en  suivant  une  marclie  ana- 
logue à  celle  que  j'ai  suivie  dans  le  paragraj)lic  précédent;  mais 
on  parviendra  plus  vile  à  l'équation  du  second  ordre  à  lac|uelle 
satisfait y(«r)  en  supposant  que  m  est  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  je  ferai  remarquer  d'abord  qu'en  vertu  de  l'équa- 
lion  (6),  f{x)  ne  peut  être  divisibh^  par(x  +  rt),  car  autrement 
ce  binôme  diviserait  la  constante  A  f|ui  n'est  pas  nulle;  il  est  clair 
également  quey(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  distinctes.  En  appe- 
lant donc  a,  [i,  ...  les  racines  de  celle  équation,  on  aura  un 
développement  de  la  forme 


A(j:  — i)"'-» 


<^x  — 


(x-i- a>"«+*/*(x)        ^(.r  — ajî       ^x  —  a 

A/n  A,„_|  An 


(.r-f-a)"'+'       (jr-t-aj"'  x ->r  a 

el,  pour  que  :;  ait  la  forme  donnée  par  la  relation  (^),  il  faut  fpie 
Ao=  o,  et  ensuite  que  q  =^  o  pour  toutes  les  racines  de  Téquation 
f{x)  =  o.  En  tenant  compte  seulement  de  cette  dernière  condi- 
tion, le  calcul  de  q  montre  facilement  que,  pour  toutes  les  racines 
de  l'équalion  f{x)  =  o,  on  doit  avoir 

(i  -i-  a  )(7.-r-  b)f'{%)  —  I  ■/  a  —  in(  Il  —  b)  —  a  -^  h^f'i'X)  =  o; 
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d'où  I  nii   \(iit  (|iic  /*(j")  sallshiit  à  rt'(Hi;it loii  du  x'coiid  (ir<lri' 
ff))    (X  -4-  «)(j-  -i-  fj)  y'  -i    \j..r  —  niifi  —  h)  -*   u  -+-  h\y'     m  n  -h  \)y  =  o. 

*).    ('(■Il<'  <(|ii.ili(iii  |t(>ii\;iiil  se  mcllrc  sous  la  fornir 

(i   I    (j- -4- «)'"♦'       ,1        „ 

—  I V   I  ---  I  V  ^^  o . 

^/.r  I  A  (.r -+-/>)'" -'-^^    J  "^ 

on    voit    (|in'    le    |)olviiomc  /{■'')  <t:iiil    mic  de  ses  soliilious,    iiik; 
autre  sera  donnée  par  la  formule 

y  —  fi  .r)   I   -77— — -  ffx , 

.1    (x-^-a  i"'-^'/2(j") 

ou,  011  verlti  des  •■•(|iialions  (S)  cl  (7), 

/  x-^h\"' 

K=  — ç(a-)     )    . 

^  X  -^  a  / 

Si  Ton  pose,  |)Our  abréger, 

une  seconde  solulion  sera  également  donnée  par  l'équation 

0.  L'équation  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  'f  (j?)  s'obtiendrait 
par  la  même  métliode;  mais  on  volt  immédiatement  qu'elle  se 
déduit  de  la  première  en  changeant  m  en  —  ni;  cette  écpiation  est 
donc 

{x  -^-  a){x  -\-  b)u' -i-[ix  —  inia  —  h)  -^  a  -^  f)\u'  —  n{n  -~  \)  u  =  o. 

Elle  se  déduit  évulenuneiil  de  l'équation  (q),  et  il  devient  facile  de 
le  constater,  par  la  subsliinlion 


/x-^h\ 
\x  -i-a  / 


7.    Pour  obtenir  sous   forme  explicite  les    polynômes  /(.r)   et 
'i(j:),  je  remarque  (pi"<Mi  posant 

j-  -  (,t  —  {,)i  ..  (, 
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l'équalion  (9)  »lt'\  itnl 

celle   t^qualioii   esl  un  cas  p.iiliciilicr  de   telle   (|iii  (Iriinil  la  S(  rie 
li\|)t'rgéoni(''lrlque  F(a,  j3,  y,  ^), 

on  a 

Y  =«»-<-  I ,     a  =  —  /i     cl     p  =  /i  -H  I . 

Le  polynoniey(u')  sera  doue  donné  par  la  foinuile 

_  />(^/i-t-i)/jr-+-a\        (n  —  i)n(  n -^  i)  (  n  ~- ").)  /  x -^  a\^ 

*^    "     ~  m  -h  i      \a  —  b  j  ~^       i.2.(m-i-i)(m-4-v.)      \a  —  b  ) 

(/i-»-i)(n-+-9i)...9.  n  /ar-J-aX" 


(  »l  -f-   I  )  (  «l  -+-  J!  )  —  (  «l  -H 


-f- 


Lf  polvnoMie  '^{j")  s'ohliendrail.  à  nn  faclournumérique  près,  en 
cliangoanl  le  signe  de  ni  dans  la  formule  précédenle. 

8.   Conmio  application,   siijiposons  c/ =  i  el  A  ^=  —  1,   on  aura 
alors 

m  -h  i     \     9,     / 

(  n  —  \)n(  n  -h  i)(  n  -h  9.) 


I  .'i.{m  -+-  i;(/n-(-  -2) 


c^^y 


et 


t;     V     2     / 


C  rt  —  I  )  /i  (  n  -4-  I  )  (  /i  -f-  ■>.  )  /  1  -f-  .r 


(1  —  m  )  f  9.  —  m). .  .{n  — 


(  I  -H  «<  ;  (  '2  -i-  //l  ) . 

Comme  (  -        -  j    se  change  en  son  inverse  quand  on  change  x  en 

—  X,  on  en  conclut  que  les  polynômes yfj")  et  '-^{-r),  donnés  par 
les  formules  précédenlf;.  sf»nt  liés  par  la  relation 


'il,/  )  ^  J  \    - .1  \. 


1 
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Faisons,   par  «'\(Mn|ilc.  ///  cl  //         !,  il  vicii(li;i 
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/f  J-)  —  I  -4-  {(I  —  .r)-i-4(i-+- jr)»— -  (I  -T- J-)' 


n 


o(t)  ^  —  ;  |t  —  17.(1 -+-  X)  -+-  7.0(1  -h  j-)'—H(i  -I- j:)»J, 

ou,  <*ii  rcciiii.Naiit, 

f{x)  =  ^  (—14- 4^- H-  4^-2—  8j-3> 


el 


?(^)  =  z  (--•—  i-r-t-  i^2-^  '^r^). 


Si  ron  (Jôsigiie  par  S/i  la  somiiic  des  /i"""*  puissances  dos  racines 
de  l'équation  f{x)  =80:' —  .\x-  —  /\x  -\~  \  =  0,  on  doit  avoir 

S,  =  83  ^85=-     (•). 

C'esl  ce  (pTil  est  facile  <le  vériller  au  movcn  des  formules  de  New- 
Ion. 


(t:^^)'"-']'^^"^^* 


t).    Si  l'on  considère  l'expression  — 

^  m 

loppeinenl  en  fraction  continue  donnera  des  réduites  dont  le  dé- 

noniinaleur  y(./')  sera  le  niènie  que  celui  des  réduites  auxquelles 

/  X  -f-  I  \  '" 

conduit  le  dévelopj)emeiil  de  (  ■ 1    • 

l^u  faisant,   dans  l'équation  (9),  h  r=z — 1    et   r/ := -h  i ,   on  voit 
doue  ([tK-  ce  dc-noniinateur  satisfait  à  l'ecpialion  dillérenlielle 

(\))'  (  jr-  —  I  )  >•'  -\-  ■?.{x  —  ni  )y'  —  ni  n  ^  \)y  =^  o\ 

et.  de  ce  (pie  j'ai  dil  plus  liaiil ,  il  ii'siille  (|u  eu  |)osaul 

f(x){ =o(.r)-^H 

\x  —  I  / 

r<'-quation  (())'  a  encore  pour  snliilioii  ]{ 


(  '  )  Voir  ma  Noir  Sur  un  problème  d'Ali^cbre  {Bulletin  de  la  Sorielc  niatln- 
nialiqiie,  t.  V  ). 

Je  saisis  retlc  ocrasion  pour  rlrrlariT  que  M.  Uorcliaidt  rliiil  flijà  parvenu  an- 
l'-iieurcnicnt  aux  résultais  renfermes  dan»  nw,-  \,,\r 
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Si  nous  siinixisons   ni.iiiitcti.uit   (iiic    ///    Icndc  vers  Z(''rc). 

a  pour  Iliiiih' Iojî( — — );   Tôcjualion  (())' tli'vii'iil    l'équalioii    l»i<Mi 

coniUH'  (|ni  tlrlinil  les  |)olviionios  ilc  Lo};riulrr  ri  Ton  voil,  cttinmc 
l'a  fait  \(>ir  M.  (  ".lirisloncl.  (jm-  Il  en  est  une  soliilion. 

1(>.    t  !on>itl<Toiis  inaiiilrnaiil  I  cxiircssioii 

I  a  — ^j-     ]'"  _  [  (mo  4- ^)^ -4-wJY -4- a"|" 

L         //»  (  V  -t-  0  ./•  )  I  L  '"  '[  -h  niox  J 

my  -^  a\  "» 

_   /  m  r.  -1-  'li    "I  I  ■'  "^  7nT-^ 
~   \      mo      ) 


iiniir  a\  (tir  M»ii  (1('\  tl(i|>|)cmciil  (Il  fi  ail  ion  coiil  iniic.  nous  poserons 

m  y  -h  d  V        , 

-  i-  -     =a     cl     j  =h; 

le  dénominalciir  de  de};r<''   n   de   la  fraction  satisfera  à  réqualion 
suivante,  (|iic  Ton  d('-duit  ininiédialcniciit  de  ré(|iialion  ((j)  : 


/  fil  V  -^  2   V    /  V  \ 

r  m  (  ao  —  Pv  )        fn'(  -h  a       ■; 

I  c  I  m  0  -i-  p  )         //i  0  H-  p        0 


—  /*(«-+-  i)  K  =  o. 


Faisons  maintenant  croître  ind<'lininietil   le    nombre  m,  la  fonc- 

a  — 3x      I'" 


lion     I 


r         a  -^  3x1'"  — ^ — 

I  -I — î-^ —       aura  iioiii-  liniit(!  e^"^^"*',   et  I  ('•(ination   pré- 

cédenlc  deviendra 

(il)     (Y-+-oj-)îy^-  [-iZi-f-r-  r,j-)  —  (:i?j  —  P'()]y  —  n(  n  -^  i)oiy  =  o. 
Telle  est  l'équalion  difTérentiellc  à  la(|nrllc  satisfait  le  dt^iomina- 
teury  (o";  d  tiin'  r.'dinlc  de  la  fonction  e"!^  "*"*'';  en  j)osant 


I 
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C5(a*)  (Irsi^'ruiiil  li"  iiiiinrralt'iir  (l(,'  la  r«'(liillr,  iiiic  deiixii'-mr  solu- 
tion (le  ct'llf  «•i|iKitioiJ    sera  (loiiiu-f  j).ir  la  (oriuulc 


ou  encore  par  celle-ci 


De  ce  (|iie  j'ai  dil  |ilii>  liaiil.    il    ri'Millr  au>>i  (|ue   '^{j^)  >ali>lail 
à  r('(|ii.il  iiiii  (liili'i'i'iil  iclle 

et  celle  é(jualion  se  dt'cluil  tie  rt'Mjualiou   (i  i)  par  la  substiUiliun 


y  =  "<; 


ni. 

Développe  ment  de  e'^'-'*. 

II.  Pour  traiter  nn  cas  un  peu  plus  général,  considérons  la 
fonction  f "^  '  ,  où  F(.c)  désigne"  nn  j>olvnome  quelconque  de 
degré  m  et  posons 

'■3(.r)  eiy(.r)  d<''signanl  des  polynômes  du  degré  /?. 
On  en  déduit 

F(j-)  =  log3»(j"^  — Iojr/(\r)-ï-(j'2"+") 

cl.  en  prenant  les  df'rivées  des  deux  membres, 

puis 

(12)  ¥'{.r)'i(T)f{.r)  —  o'(T)fiT)^o{.r)f'iT)  =x»"e(j), 

H(.r)  désignant  un  pulyiiome  du  degrt'-  ///  — ^  i. 

Si  dans  celle  équation  on  considère  y*(.r)  comm»-  ((uinii.  on  a 
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une  «'(|iialion  linéaire  el  du  premier  ordre  par  rapport  à  '■p(.r). 
On  rinléj;rera  en  eonsid«'Tnnt  d'alxud  le  second  nuMulirc  rommc 
égal  à  zéro,  et  posant 

(i3)  5(r)  =  «rF<"/(x)5, 

Z  étant  d(  leriuini-  par  la  relation 


(«n 


En   désignant   par    a,    Z.    ...    les   diverses  racines  de  l'équation 
f{x)  =  o,  on  pourrn  poser 

f:'"®!^^  _  p     Y       p  Y     ^ 

P  désij;nanl  un  polvnonio  du  degré  {^ni  —  i)  eu  x^  d'où 

ou  eneore,  en  intégrant  par  parties  le  second  ternie  de  la   relation 
précédcnle, 


ou  encore 


»-F(x) 


^  V    /%-F..n  l^Zimi  dr. 

Si  l'on  examine  cette  expression  de  :;,  on  voit  que,  pour  qu'elle 
ait  la  valeur  assignée  par  la  relation  (i3),  on  doit  avoir,  pour 
toutes  les  racines  de  l'équation  f{x)  =  o, 


«7  — /)F'(a)  =  o. 


Or  un  calcul  facile  donne 
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on  aura  dniic.   |)niir  loiilcs  les  racine'^  ilr  r('-(|iialion  f{x)  =  o, 


La  H( a  )  )  • 


2  )  —  o: 


d'où  il  suit  <jucy\x)  salislait  à  iiiic  «'ritMlniii  liiiraiiv  «1  du  scconij 
ordre  de  la  lormc 


(.5)       y-^y^^-^----^. 


r    -    Il  I  r)y  =  o. 


Ctllr  ('(iiialiiiii  |ioiil  •<(•  lurilrc  soiis  la  foriiu' 

on  en  conelut  (jnime  seconde  solution  est  tlonnée  |)ar  la  lorimilc 


y 


^/u>f 


C-P'-'It-"B(t) 


dx. 


ou,  en  vertu  des  é([uations  (i3)  et  (i4)i 

y  =  ^  (.r  j^-f'»"'. 

lii.  On  déterminerait  de  même  ri-cjuation  du  second  ordre  à 
laquelle  satisfait '^(j-);  sans  refaire  tous  les  calculs  précédents,  on 
voit  immédiatement  que  cette  équation  est  de  la  forme 


(iG) 


F—  2/J         B'(jr)"|    , 

c'e>it  du  reste  la  Iransfornu'c  de  Téqualion  (i5)  quand  on  pose 

y  =  iie-^'  ". 
l'jrcctiianl  cette  Iranslormalion   sur  ré(juation  (i.^),  il  vient 

X         ii(x)\ 

6(3") 


M(x)-h  ^  F'(j-)-+-  ^A^^F'(J')-F"'(r)l  »-o. 


.r 


13.  Nous  ;i\()us  encore,  pour  former  l'érpiation  tlifFércntiell»'  du 
second  ordre  à  laf|uell<'  satisfait  y\./'),    à  déterminei'  le   polynôme 
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B(x)  el  la  fraclion  ralionnclli'  ll(./V  t|iii  osl  ili"  li  rormc 

K(x) 
.rH(.r)' 

K^^.r)  (li'Mj;n;«m  un  |>(»l viioiiu^  du  dcg;n*  (u  ///  —  •>).  A  col  l'IlVl,  si 
nous  |H)>oiis 

/■( t)  =  «0-''"-+-  «i-r"-  '  -H  aj.r"-*-(-.  . . 

et 

c  f  ./•  "1  =  f>„  T"  -h  II  I  .r"    '  -t-  A,  .r"    »  -r- .  . . , 

cl  M  i\'ni>  ilcMi;ii(ni>  |i.u'  a,  |j,  y,  .  .  .  les  coeflicicnts  inconnus 
des  polvnonics  H  cl  K,  les  é(|ualions  (i())  cl  (  i -)  pcrmcllronl 
irc\|)riincr.    ;iii    njoyen   de   a,   |j,   y,    ...    les  coefficients   r/,,?    "i, 

(tî />o^  '^>  /'* 

13'ailleurs,  IV-qualion  (12)  donne  éj,^alcnicnl  des  relalions  outre 
ces  coeflicients  et  les  coefficienls  inconnus  de  0;  de  ces  relalions 
on  déduira  facilement  les  quantités  a,  ji,  *',  .... 

Dans  une  prochaine  Nolo,  je  comnuini(|uorai  à  la  Société  le 
résultat  de  mes  recliorclics  sur  le  dével()p|)ement  de  la  fonction 
^.ajH-6x«  (.,  ,1,.  I;,  fonction  <'«-i'+*-r\ 


■  «n  ^ 


su  H  m; 

uÉvi;i,t)iMM:Mi:NT  en  iraction  continuk 

.lie  IniiB  (  -  ) 


JSttllftin  de  1(1  Société  inathemalit/nc;   ^>^''- 


1 .    Posons 


arc  IniiK  (  -  ) 


f(x)       V-r*"^"/ 

5(.r)  clf{x)  clésignanl  dos  polviioines  du  dcj^rô  //  el  i  .^^^^^  \  uno 
série  d('velo[)pëe  siiivanl  les  puissances  décroissantes  de  -  el  coni- 
mentiiiil   par  un   lernie  de  la  forme —r — :• 

,,  .irilanB(-)  . 

Lomine  c  '     se  elianj^e  en  son  inxerse  c|uana  on  cliange  x 

en  —  ./*,    il    en    résulte   qu'à  un   facteur  nuniéri([ue  près  o[x)  csl 

éf^al  à  /'( —  x)\  d'ailleurs  pour  x  =  di  x,  le  rdj)port  -Tq—\ se  réduit 
à  l'unité  ;  on  a  donc 

En  employant  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  une  Note  pré- 
cédente (  M,  on  obtient  facilement  l'équation  difTérenticllc  sui- 
vante, à  la(juelle  satisfait  le  poljnomey(u:), 

(  I  )  (  I  -f-  JT* \y' -i-  ( 7.x  —  I  )  v'  —  n(n  -h  i)y  =  o. 

Le  poljnoine  'j(.'r')  satisfait  à  récjuatioii 

(i  -f-  2-' ) «' -+-  ( 7. .r  -t-  Du'  —  n( n  h-  i ) «<  =  o, 

('•qiialioii  f|ui  se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 

—arc  lanj  (  —  ) 


(')  Sur  l'approximation  d'une  /onction  d'une  variable  au  moyen  de  frac- 
tions rationnelles  (page  277). 
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ou  encore 

On  on  concliil  (jtic  riiil»';;r.ilf  i^énérnlc  de  r<'(|ii;ili(»ii  (i)rsl  donn/'o 
|);ir  la  fonniiK" 

A  cl  n  (h'sif^nanl  doux  (•onslanlcs  arhilraiics. 

2.    Posons 

T  =  i(i  —  ?.s), 
(i  on 

I  -♦-  ix 


l'i-ijualion  (i)  deviendra 

(z  —  Ci  )y' -H  (  I  H y.  z]y  -i-  ni  n  -h  \ )  r  —  o, 

éqnalion   (|ui   délinit   une   série  liypcr<|^éoni('lri<]iic    F(a,  [i,  y,-), 
pour  laquelle  on  a 

/  ,^ 

•'  =  I  -4-  -  j      a  =  —  /<      <•!      p  —  /<  -T-  I . 

Celle  série  est  évidemmenl  un  polynon)e  du  dc},^ré  n  en  c;  on  a 
par  suite,  en  désiijnanl  par  K  nn  fadeur  indépendant  de  x, 

/(  j")  =  K  F  (  —  «  ,  /?  -h  I ,  Y,  Lilf"  \  . 

Convenons  de  d(''lerniin(*r  le  polvnome  f{oc)  par  la   condition 
quc"^ — ^  soil,  jx'iir    /•       -f-  Gc  ,  égal  à 


•2'».  I  .9.3.  .  ,rt 


en  divisant  les  deux  membres  de  la  relation   j)réc(''dentc  j)ar  j"  et 
en  faisant  eroîlre  indéfiniment  x,  il  viendra 


\^-  K 


7(7-+-  \).  .  .(•(  ~  n  —  I) 
d'où 

I-  (—  /»•    Il  ~  \,  •',   Z)  =  — ; :  < 
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Si,  pour  |»liis  (Je  rlarlr,  nous  rr|»ri'sfiitoiis  fi .r)  |»;ir  \  „,  ci  si  nous 
nosiui».  pour  al)r(''j;rr, 

l'"(       //.  /(  -»-  I .  Y-  ~  I    "-  l'i —  "  1. 
on  tlt'duil  (ir  Li 


F(  —  n)  F(-rt-f-i) 


F(  — «  — 


V« 


V„-i  V„^,(Y-H /i)(v-i- /,  —  1 


Y  -4-  /l  —  I 


'.i.    (>cla  pose,  (Il  tli''sii;nanl  ropcci  i\  t  uinil    |i.ii   •!',  <I>,   il    'I',   li  - 
Irois  fonctions 

F(a.  3.  v-  ->.     F{a  —  I,  ^-+- I.  Y,  -)     «-t     F(a -i- i ,  ;i  —  i.  y,  -  i, 

ondt'-duil  tacilcniout.  des  relations  donnct's  par  Gauss  f  '  ),  la  rela- 
tion sui\  aiitr  : 


(i) 


~  }.2    —  {  i  2)Z 


a(Y  — *  — >)        (Y  — a)(a  — i) 


'^  —  a  —  I 

3  (  V  -  a) 


3  —  a  -f- 1 


i» 


*,  —  7,—! ^    'l'2  =  O. 

a  —  a  -f-  I  p  —  a  —  i 


Si  dans  celle  relation  on  fait 

I  —  i.r  -,  /■ 

z  =  a  =  —  rt ,         p  =  «  H-  I ,        et        Y  =  '  -i —  ' 

•I».  <I>,  et  <I>j    deviennent  respectivement  F( — /i),   F(  —  /i — i), 
F( —  //  -h  i),  et  Ton  oUtient  l'équation 

—  /(  j/i  -+-  i)xV( —  /n  —  (  Y  —  '0F(—  «  —  I  )  -H  (  Y—  /'  —  I)  F( —  n  -t-i  i  =  o. 

Keuiplaeoiis  ,  dans  celle  (-(juation,  F( — n  ) ,  F( — // -h  i  )  et 
F( — n  —  i)  par  les  valeurs  proportionnelles  déduites  des  rela- 
tions (2)  et  *'  j)ar  sa  \aleur  i  H — ,  il  viendra 


<  ») 


V„^,   =-(■! 


n  -I-  I  ).r  \'„  -^  (  «2 -r-  7  j  V„. 


'1.    hi'-duisons  de  (4)  les  valeurs  de  V'„^,,  V),,.,  et  \,^.,    et  |)or- 
tons-les  dans  l'identih- 

V;,-n-H  (aa:-^-l)V;,^.,  —  (/t-4-t)(rt-i-  2)V„+t  =  o; 


')  Disquiaitiones  générales  circa  seiicm  {Gauss  Werke,  l.  III,  |i.  i3o). 
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il  vioiuira.  lonlrs  rrdmlioiis  l;iil(*';, 

(5)  a(i  -»-  T*)\"^  —  (a/i.r  —  i)N  „^  »  /  „j_h  -  |  \„_f  =  o. 

ri.    Des   formules  pri^cëdenles  on  dt'dnil   les  valeurs  suivantes 
des  poKnomes  \  „  : 

V„-l.      V,  ^!-.r.      V,  =  ^-  -.r+  {.rî 

Si   I  ou  désigne,  en  gi-ntrai,  par  S„,  la  somme  des  /;/"""'  puis- 
sane»'^  '\>'^  r.irinc-;  (]>•  r<'.|ii,iiH>n  \  ,        ...  i|  est  clair  que  l'on  aura 


cl 


Si  =  S»  =  Si  =  . . .  =  - 


Sj  =  St  =  Se  =: .  .  .  = 1 

■Â 


élanl  au  plus  éyal  à  in  — 


0.   De   la   relation    (4)    résulte    le   développcmenl    suivant   de 
fraction  c 


•rcun(t(-|;) 

?  'en  Iraclion  continue  : 


arc  tin 
e 


('-]) 


I 

jr  -{ ■ 

-4 


3.r 


yx 


dont  la  loi  est  évidente. 


7.    Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent ,    sans  aiicun 

j  \    ,  quelles 

que  soient  les  quantités  r/,  h  cl  m. 

Du  reste,    cette  expression    donne   en    particulier  la   ("onction 

»rr  l»nF(—  ) 


'     quand  on  v  fait  a  =  i,  h  ^^  —  /  et 


m 


M  I!  i.i; 


I)i:vi:ij)imm:mi:m  d'ine  foxction 


SriVAM     I.KS    ITISSANCES    I)  l  N    l'OI.YXIMK. 


Comptes   rrnt/ii.t   ilrx   srancrs   de  l'Académie  des   Sciences, 
t.   lAWM;   iH-s. 


1.  Kliinl  (loiitK'  III)  |)olvin>iin'  !''(:;)  de  degrt'-  ///,  on  j)ciil  <l(-vo- 
lopj)orime  fonction  (jUf>lcon(juo  de  :;  suivanl  les  puissances  crois- 
santes de  ce  pol  vnonu',  les  coefficients  étant  des  polynômes  en  :;  du 
dej^ré  {m  —  i),  et  Jacohi  a  donné  ('  )  le  moyen  d'obtenir  ces  coef- 
ficients. 

Celle  sorte  de  développement  a  une  importance  parliciilicre 
lorsqu'il  s'agil  d'évaluer  des  intégrales  di'finies  de  la  (orme 
ff{xz)¥{z)dzQH\c  I;.  roniie//(c  — .r)F(:;)r/.-,  les  limites  de 
l'intégrale  étant  deux  racines  de  l'équation  F(c)  =  o. 

En  m'occupant,  à  ce  point  de  vue,  du  développement  de  e^=, 
de  {z  —  .r  Y"  et  de  log(:;  —  .r),  j'ai  (-té  assez  heureux  pour  ren- 
conlrer  (nielipies-uns  des  résiillats  iinporlanis  donnés  récem- 
ment par  M.  Hcrmilc,  relativement  à  l'ajjproxiination  des  fonc- 
tions transcendantes  par  des  fonctions  rationnelles,  notamment 
dans  sa  Lettre  à  M.  Fuchs  Sur  quelques  équations  di()'éren- 
tielles,  et  dans  son  mémorable  Mémoire  Sit/-  ht  fottclion  exjut- 
nentiellr. 

2.  Kn  m'en  tenant  ici  à  ce  qui  concerne  In  fonction  exponen- 
tielle, soit 

I .  VI ...  n 
en   désignant    par  a.  h /  les   diverses   racines   de  l'équation 


(')  Kntwickeliinf^rn   nnrli  dcr  l'uli-nzi'ii  rincs  /'nfynnmx  {Jniirnnl  de  /loi 
chardt,  t.  LUI.  p.  lo)  ). 


F(5)  =  0.  on  \oil  l.iiilrmciil  (|iic  \\  ,,   est  i\v   l.i  lormc 
M  ,<•«•'  H-  .M,  r''-'  -H . . .  -f-  iM  „,  c'-f, 

M , .  M; M,„  «'•lanl  »li'>  j)iil\  iioincs  en  ./'  tlii  (lt'i;r('  n . 

D  ailliMirs  Li  nu'-llioiic  de  JacoM  inonlr<'  (jiir  W  „  est  do  l'ordr»' 
de  .r*"""^""'  ;  il  on  n'-sullo  (nic  les  polviioincs  M,,  M^,  .  . . ,  M,,,  ont 
précisémcnl  los  valeurs  pour  lesquelles  rexpression  précédente 
csl  de  l'ordr»'  le  plus  élevé  possible;  chaenii  de  ces  j)olvnônics, 
renfcrinniil  en  cilel  (/«  -h  i)  constantes  arbitraires,  les  (m  -h  i)// 
constantes  dont  on  dispose  ne  permettent  d'annuler  dans  cette 
expression  que  les  coefficients  de  .r",  ./',  .r-,   .  .  .,  jc""'^"~'-. 

Ce  point  établi,  en  é<;alant  les  dérivées  prises  par  rapport  à  z 
des  deux  membres  de  Téqualion  (i"),  on  obtiendra  lacilemenl  les 
relations  (pii  piTMiellenl  d'oblenir  |)ar  voie  récurrente  les  diverses 
fonctions  \\  „. 

En  égalant  de  même  les  dérivées  prises  par  rapport  à  j:,  on  ob- 
tiendra l'équation  diiré-rcntielle  suivante,  à  la(juelle  satisfait  la 
fonction  \\  „  et  où  j'ai  posé 

¥(x^  =  T"i  ■+-  A.r"'-«-4-. .  .H-  K.r  -!-  I., 
d'"j'  d"'-\y  rfy 


T 


/  a-"  y        ^  a'"-'  y  .^rty  \ 

\  dx'x  dj:'"-^  (Ix         •' 


—  n  (  m  —, V  -r-  (  /«  —  I  )  A  — =v  -H ...  H-  K  V     =  o . 

I/intégrale  i^énérale  de  celte  étpiation  est  évidemnicnl  (>,,(v^,  ..., 
C„,  désignant  des  constantes  arbitraires, 

C,  M ,  ,"^1  -^  Cî \\r<i'^ -T- . . . -^  C,„  M ,„ e'^. 

Celte  écpialion,  du   reste,   j)eut  s'intégrer  dircclemenl.    Il   suflil, 
en  <'ITcl.  rrinl«'';:r('r  l'/fjoalion  adjointe  de  I.ai^'^range 


m-l 


d'"                  d'"    '                                        d" 
— —  xu î (  A  X    -  nni  )  n  ->. — ; [  F!  .r  —  n  (  m  —  \)  \]  ii  -\-...=  o, 

ou.  en  dévelo|)pant. 

/</'"«/  .     r/"'-!  Il  ,      ,        N 

[d">-^  Il                          .   d">    -Il  ,,1 

m  — ,    —(//*  —  I  I  A  —, — .  . .  zp  K  r/     —  o, 


SLl»    I.K    DKVKLiil'l'KMKNT    H'UNK    KuNCTION.  nj-J 

l'I  la  nit'tlKxlc    (le  Lapl.HC   doiiiic   i  tiimt'dialciiicn  I    l('->  ///   iiiléj^ialfs 
il*'  ccllf  r(|iiali()ii 


On  sr  iKiiisf  ainsi  ramoiK'  à  la  consich'-ralion  des  inl(''j;ralcs  d('- 
liiiit'S  i|iii  onl  servi  de  pt^int  d<'  ilépail  à  M.  Ilcrniilc  dans  son 
Mciniiiif  Sttr  ht  foiiiliitn  cxjmncnlicUi'. 

iî.    l'oni'  consid»'!'»'!"  le  cas  le  plus  >inn)le,  soient 

Z"(Z  —  I  )" 

r(cl  r^  c(;  — I)         01  e:-f=  X(  U„-f- -V„)— ^ '-• 

\.-i. .  .n 

(  )ii  IroMNcia  >.ins  ilil Ile  iilh'-   les  iclalions  sui\antcs  : 

Lj  /«  — j 

2 

V„+,-H  -2(2/1-1-  i)V„—  x2V„_,  =  o, 

dOii  1(111  coiicliil  sans  peine 

•  0 
et,  SI  11  m  pose 

V„=  Yn{x)e-^—^n{jC). 

on  voil  (lue  les  fraclions  v=iA — -  sont  les  rtiduiles  résnllanl  du  dé- 
veloppemcnt  de  c'"  en  fraction  conlinue. 

i.  Je  nienlionncrai  encore,  à  cause  de  leur  ulililé  dans  diverses 
applications,  et  notainnienl  dans  la  théorie  des  transcendantes  de 
liessel,  les  développemenis  de  <?=-^,  coscj;  et  sin:;x,  s-nivant  les 
puissances  de  (:;*4-i)  el  sui\aut  les  puissances  de  (c--(-i).  On 
les  obtiendra  laoilcinenl  en  sui\anl  la  iiiétliode  (|iie  j'ai  iii(li(|U('e 
plus  liaul. 


SI  i;  i.K 


DKVEI.OPPKMKM    D'UNE   FONCTION 


SIIVA.NT    LKS    lUISSANCES    CHOISSANTES    11  l  .\    l'oLYNOMi:. 


Extrait  du  Journal  de  ,\fatltématiques  de  Cre/lr,  l    I.WW  III;  i8So. 


I. 

CONSinKUVTIONS     PnKI.I.MINAinKP. 


1.  Élanl  donnée  une  fonction  /*(;),  dévcloppahlo  suivant  les 
puissances  croissantes  de  z,  et  l'(r)  désignant  un  polvnoinc  en  ;; 
du  degré  m,  ou  |)eul  développer  /(z)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  1'  (-)  et  poser 

(  1 1  /(z)  =  Ao+  A,  F(-)  +  . . .  -h  A„F"(-)  -^  .... 

les  cocfficienls  Aq,  A|,  ....  A„.  .  .  .  (Hant  des  polynômes  en  ;;  du 
degré  m  —  i.  Jacobi  a  donné  la  méthode  qui  suit  pour  obtenir 
ces  coefficients  (').  On  déduit  de  Téquallon  (i) 

A|  A„_i  A„ 


-^  A„^t-^  X„^iF(z)-h 


l'-"(z)  ■        Fï(5)        F(-; 

imaginons  que  toutes  les  fractions  contenues  dans  cette  équation 
soient  développées  suivant  les  j)ulssanccs  dc'croissantes  de  z,  on 

voit  que,  d.ins  le   second   membre,   les   termes  de  Tordre   de  -, 

—  »  •  •  •  •  —  ne  proviennent  que  du  développement  r—-'  Si  donc 
z  z'"  *'(■-) 


on  désigne 


•5, 


(')  Entwickelung  nach  den  Polenzen  eines  ganzen  f'olvnoms  {Journal  de 
Crelle,  t.   LUI.  p.  io.5). 


srn    LE   DKVKIdfrEMENT   D'CNE   FONCTION.  Jyg 

lii  jjiiilii'  (Iti   <l('\  floppciiMiil   «II-    -^-^^-^^  fjiii  I  rrilii  tiir  lis  j)iiissanr«'S 

négatives  de  z  inférieures  en  valeur  absolue  à  m  -     \.  il  en  résulte 
(|ue  A„  est  éj;iil  à  la  partie  entière  du  produit 


\    «>  "i  -ni 


t2.    Soit,  en   f;énéral,    à    dc'-veiopper  la   loiietion  y\^c,  .r j  stii\aiil 
les  puissances  croissantes  du  polynôme  F(-). 
I^osons 

/(  j.  j"  )=  «0-1-  '/i  •:  j-  -t-  fTjj' j"*  -I-  . . .  -+-  rt,c'\r'-f- . . . , 

I  bo  h\  bi 

=  -f-  -)-         -I 

F""'''(w)  -mii-*-m  -•titi-t-iii -rX  ■■  ~niii-t-m-t-l 

el 

fizx)  --  i:(  b„c"'-i-+-  i:„,,c"'   2-^...  — L„,,„   ,  ,K"(-l. 

On  voit  aisément  que  les  coefficienls  H),  B^ B,,,  sont  res- 
pectivement de  Tordre  mn  —-  m  —  i ,  nui  -i-  /n  —  >,  ....  m  n  par 
rapport  à  la  lettre  x,  et,  de  la  méthode  donnée  par  Jacobi,  il  ré- 
sulte immédiatement  que  ces  nombres  désignent  aussi  l'ordre  des 
fonctions 

'-' n )    ^  « . I  •   ■  •  •  •    I    ri.»i—\- 

II. 
nKVKI.OI'l'KMKNT    DK    f--^   SlIVANT    I.KS    l'IlSSANeKS    DIN    POI.VNOMi:    ViZi. 

3.  Soient  c,.  Cj.  .  .  . ,  z,„  les  m  racines  de  l'équation  F(c)  =  o; 
je  supposerai  quelles  soient  toutes  inéf^ales  et  poserai 

F"(-) 

(■>.)    e-^=  K  U,„-"'-'-i-  L:,;.,-"'-îH-...-f-L„.,„-2c-r-  L„,,„_,) 

I .  >. .  i . . .  /t 

En  é-galaiit  entre  elles  les  dc'rivées  par  rapport  à  z  des  deu\ 
membres  de  cette  écpiatinn.  il  vient 

,ni-\l 


=  N^  |(  w  —  I  )  I  „z">'  --^-[/n  —  1)  l„.,c"'---i-.  .  .—  l„,m-2\ 


\  .  j .  i.  .  .  n 

F"(  z) 


i  .•?..  i. . .  n 


v-<  F"-'(c) 


1./.   $...(«—  I   )' 


Soo  aloIbre. 

ou  encore,  on  posant 

=  i,A,5«-«-HB,5'— »-+-...-+- H, 5-+- K„)F( 5) 


'•^    (  U.C"     '  -r-  L„.i -'■  -  t'n.„j_,-  -r-  L«.„,_i) 


I  .  -2 . 3 . . .  /t 


I  .-2.3.  .  .  /l 


I .2.3. . . n 

F^-Wc» 


I .  -2 . 3 . . .  (  /»  —  I  ;  ' 
<roù  les  relations  suivantes  : 

■'"Un./rt-i  =      L«,,„_i -!- /i  K„ -^ /„+.|, 

a^Un.iM-J  =  2U„,//i-i  -r-  /l  H„  -H  X„^.,, 

^5)  {    

I  -rt'/,.,  =  (m  —  i)LI„-T-nA„-i-  P"-», 

Comme  les  quantités  a,,^,,  ^«+1,  ....  À/,+.»  s'expriment  linéaire- 
ment en  fonction  de  U,,^.,,  U,,^,., L  „^i.  m-t-,  on  voit  que  ces 

coefficients  sont  de  la  forme 

M  -  .\\r, 

M  cl  N  cliint  des  fonctions  linéaires  de  L„,  L/,,i,  .  .  .,  lJ„^m-t' 

Si  d'ailleurs,  dans  l'équation  (2),  on  fait  successivement  c=:  r,. 
z  ^    :      ...  et  r  =  r^,  on  a  les  relations 

e--.-r  =  Uo-;"-'  -^  Uo,i  -y-*^.  .  .-^  l  «.,„-î-i  -4-  Uo,/,,-i, 
e^  =  Uo-;"-'  -t-  U«.,  -?-  *  +.  .  .-r-  l  o,m-I-î  -^  Uo.^-i. 
• • ...., 

e--.^  =  Uo-,'^-«  -+-  Uo,i  z^r*  -^-. .  .^  L'o.m-j-,«^  Uo.,„-i  ; 

d'où  l'on  conclut  que  Uq,  Uo,i,   •..,  i^o.m-i  sont  des  fonctions 
linéaires  de  e-'^,  e'-^,  .  .  .,  e-m-^  et  à  coefficients  constants. 

Par   suite,    L,,^.,,    L«^,., V„^,^„,_,    sont   des   fonctions 

linéaires  de  ces  mêmes  quantités,  les  coefficients  étant  des  poly- 
nômes entiers  en  x  du  degré  «  -f-  1. 


•m  u  MCTUjomvcn  »'m  roacTMx.  Soi 

4     II  r  -ulie  de  ces  eoDsidéralions  qii 

les  coefficients  M..  M; M.  élant  des  poUnomes  entiers  en  or 

<}u  ■!'  «'ré  n. 

h  !  près  ce  qtir  j  .n  «lit  plus  haut  (n    'J.  .  ••!. 
I>>|.p  nient  de  L*.  suivant  les  puissances  crois- 
mence  par  un  terme  de  l'ordre  de  jr****~*;  d'où  cette  proposi- 
tion ini 

Les  /  -^5  M,.  M^ M^  ont  /  /</'<>  ru,  nf  tes  valeurs 

pour  lesquelles  l'expression  précrden  '  i  tire  te  plus 

>  It'vé  possible. 

En  effet,  ces  divers  polvnomr-   <  i-mL  -m  «i»-^r.- 
seulement   nu  n  —  ii  coefficients  arbitraires  et,  en 
ces  coefficients,  on  ne  peut  annuler  dans  le  développement  de  la 
r«>nrtion  que   le  terme  constant  et   les  termes  en  x,  x-.  ...  et 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

o.    Les  formule*  <  3  »  permellenl  de  calculer  par  voie  récurr.  i  i 
les  di\erse5  fonctions  L,;  il  est  facile  d'obtenir  rôqualion  .!;;■- 
reolielle  linéaire  du  n'*^*  ordre  à  laquelle  satisfait  L  ,. . 

A  cet  effet,  et  pour  simplifier  les  calculs,  je  supposerai  d'abord 
que  le  polvnome  F(  j)  est  divisible  par  ^.  En  égalant  entre  elles 
les  dérivées  par  rapport  à  j;-  de  réquati^n  '■>"♦.  il  vient 

V'^^'-,-.    ^^--■,-.  -  --      '  ■    -     •    '•' 

.«M      '/jT  (ijr  t/jT  dr      /I.J.3 n 

<>r.  *!  l'on  poif 
on  trouve  aisément 


3oj  VLOKBnK. 

Porhml  itilc  valeur  (lan>  la  rdalion  prôcédoiilf.  on  a 

'2<— ■'^',...3...(V^.. 

.V|(ll„,       „r     .-"'    '--r,,_.-/;l  „);"<    »-4-...-4-(LI„.,„-,-  /l'„)-|  ^   J".^"^  ^^ 
tl'oii  les  relalions 


I 


itr 
"^  n,m-i 


=  nUn-t, 


dl.^  Il ,  '/i  - 1 


i|iic  l'on  pciil  inctlrc  sous  la  forme  suivante 


<'0 


I 


U„.,  =  -^  -x-r/U,,. 


rf"'-'U„  rf"'-îU„  ... 

dVn.in-\  ,, 


0.    IJ  après  la  première  des  relalions  (3),  on  a 
(5)  -^U/j./w-i  =  LI„,,„_î -f- n  K„ -h  X„H.|  ; 

calculons  les  valeurs  de  K„  el  de  ).//+i,,„_(. 

L'équation  {2  bis)  donne  d'abord,   parce   que   V{z)   est    divi- 
silile  jKîr  :;, 

X/i+i  =  '  tJ„-j-i,,„_|. 


SLH    I.K    OKVELOI'PKMENT  D'UNE    FONCTION.  3o3 

()ii  (It-diitl   (Ir  la  iiH'inc  <'-(|iia(i(iii 

.\„z'"t-^  I{„-"'-3-f-...-4-K„ 

__  «„j^"-'-t-p„j"'-»H-...-^X,. 

-+-  (  V„  -"-«  +  U„,,  -"-î  ^  . . .  +  U„,„,_,  -^  U„,„,-,  )  Çiii; 

d'où    I Dn  voit  (|ii('   K„   est   lo  terme;  eonstanl   <laiis  \c  cJcveloppe- 

mt'iit  (If 

F'(  -  ) 
(U„-"'-'-+-U„.,c"'-ï -+-... -^  V  „,„,-.  z-h  U„,,„_,)  -pT— » 

b{z) 

ou  encore,  si  l'on  désigne  généralement  |)ar  S^  la  somme  des 
^uii.is  puissances  des  racines  de  ré(|uation  1'  (-)  =  <>,  dans  le  déve- 
loppement de 

II  .       ■!  ^  .-  ///j        S|        S« 

«J  n  -  -I-  »J  /i .  1  -  -+-  .  .  .  -t-    »„|  „  _  /„  _  I   I    —    -<-   —   -I-   —  -T-  . 


On  en  déduit 

K,!  ^^   ^/»;-2  U/i  -f-  O/H-3  U/,,1  -f-  .  .  .  -i-  ni  U/i,/;i_ï 

et,  en  scilii  de  I  i(|iiation  (5) 
■rlJn.m'\  —  ^ '>i /i    +-  l)b„.„,_.. 

Prenons  les  dérivées  des  deux   membres  de  celte  égalité;  en 
avant  égard  aux  relations  ( /J),  il  viendra 


d'"V„  rf"'-'Li„ 


/rf"'L„ 

\   f/.r'" 


dVn\ 
dx  ) 


dr"'~^ 
d.r'"-^  d.r"'-2 


-■h  {  ni  À  --  S  1  //  -H  .  .  .  -r 


(^^  Il       / 1 

«S„,-.,-i-.V„,_2)  —j r/U„ 

r/.r 


On    a  «laillenrs,  en    verlii    de   relations  l)ien   connues  et  dues  à 
NowliMi. 


Si  -+-  «7  =  o. 


rtS„_3-+-. .  ,-+-(m  —  a)  K  =  o; 


io\  Aiaàniu. 

au  moyen  de  ces  rolalions.  l\'(]u:Ui(»n  pircédenlc  dcvifnl 


1        /ir"*-»  f/x'"-*  dx  J 

7.    Il  est  facile  de  passer,  on  faisant  un  changenienl  de  variable, 
du  cas  où  F(5)  est  divisildr  jiar  r,  an  cas  j;énéral. 
On  ohlicndra  sans  poine  la  proposition  suivante  ■ 
Si  l'on  pose 

F ( 5)  =  j"»-(-  «-'"-'-(-  bz'"-'^^...-^  kz  -V-  /, 
la  fonction  U„  satisfait  à  rrcpialioii  linc'";iiro  An  ///"""'  ordre 


(6) 


1  \  dr"\  d.r"'  -  '  dx         -^  / 

i  r      ^'"-'V  d'"-iy  ,     1 

l  dx'"-*  '       dx'--* 


U„  étant  une  solution  de  celle  écpialion,  il  est  cl.nr  (pic  lii  solu- 
tion la  plus  générale  sera  donnée  par  Texpression 

y  =  C,  ^],e-.r  ^  C,  ^],e--^^-^.  .  .-  (:„,  M„,  r-n.-, 
où  C,.  (yj.  ...  cl  (J,„  désignant  des  constantes  arbilriiires. 


m. 

8.  l'our  inté^'rer  rerjualion  précédente  et  en  déduire  l'expres- 
sion de  la  fonction  V,,,  je  ra|)pellerai  d'abord  rpielques  résultais 
importants  dus  à  Lafjrange  (  '  ). 

A  toute  érpiation  dinV-renliclle  linf'aiie  du  m"'"''  ordre 

ffm  y  (fm  - 1  Y  dv 

(7)  A?—  --f'^^i /-^...-+-K^-(-Lj  =  o 

w/  ^^,„  /-/r'"-'  dx  "^ 


C)  Solution  de  dijférents  problèmes  de  Calcul  intégral   (Œuvres  de  La- 
grange,  t.   I.  p.   !i~2). 


srn  LK  DKVELOPPF.MENT  I)  f\K  FONCTION 

se  ratlaclio  iiiu'  niitir  <'(|iialnm  iln  mi"-!)!!'  ordr*' 

,1 


3o5 


,ltn  ({m  - 1 

«S'>  -, (Ahi -, -(\\ll 

^  f/T'"  </r"'-' 


,/j 


(  K  //  ;  z^  L  //  —  ()  : 


c'est  Trcjualion  adjointe  (U'.  la  première,  et,  quand  on  en  a  l'inté- 
grale conipU'le,  on  pent  inlf'^rer  IN^pialion  proposée. 

Kndésij^nanl  en  ellcl  |)ai-  //,.//_.,  .  .  .,  //„,  m  inléj^rales  distinctes 
de  {'('(piation  (S),  on  sait  (|iif  Jinh-f^rale  j^t'-nérale  dr  ré(|ualion  (  ^) 
est  (loiiinr  par  la    foriniiN; 

</'"    -  lit  tlii , 


y  -  A '"-If     •'  '^ 


fi"'-*u, 
t/j'"-- 


ax 


r  "i 


tlii,, 


où  a.  [j,  .  .  .,  A  désij;nenl  des  eonstanles  arbitraires. 

i).    Relativement   à  réqnation   (G),   l'équation  adjointe  de  La 
sranîre  est 


fin 


■i-rii) 


(ar  —  n/n  )  u  h , {bx  —  n( m  —  i)n]u  -^.  .  .=  o, 


(/x'"    '  dx'"-^  dx'"-^ 

équation  cpii  pont  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


d'"  Il  //">-Ui       ,  (("'   "^u 

—  n   —, :  -i-  t>      . r  —  .  .  .'.~  lu 


dr 


dx'"    '  dx'"-- 


[       d'"    Ut        ,                    d"''^i/  .     1 

—  (//  —  II///     , —  (  /«  —  I  )  a  — H  . .  .  nr  A-H     —  n , 

et  la  méthode  de  Laplace  en  dctnne   ininiédlalement  ///   inléi^rale 
distinctes,  à  savoir  : 


,„=r 


f"     '-rF"(  /  )'//. 


».,  —   /        r    '■rV"(t)d/, 


l)ans  ces  intéj^rales,   le  sij^ne  de  la  limite  sii|)('rieiirc  doit  être 
choisi  lie  telle  sorte  que  pour  celle  limite  f"'-""  s'évanouisse. 
L.  2o 


Ar.OKHRF. 

Si  niainlonnnt  1  On  r<'iii.ii-(|tic  (|ii('.  poiii   l'ciiiiation  [ù),  on  a 


cL  par  siiilo. 


A  =  J-         rt  H  —  ax  —  uni, 

f    J    A        -—  ^mn  p—ax 


on  voii  (jno  linlégrale  générale  de  l'équalion  (fi)  csl  donnée  par 
la  formule 


y  =  J"'""  '-''<  — I  g-ax 


1        I        e-'-'"  F"  (/)/'"-*<//      ...        /        r-'^V"(t)dt 
P        r       c-i^V''{t)t"'-'i(it      ...       I         c-t^V>>{t)dt 


X       C       e-'^F'>{t)t'"    iflt      ...       f 


c-i-f\-"(()dt 


A  = 


10.  Il  faut  encore  déterminer  les  constantes  arbitraires  a, 
|ii,  . . .,  A  de  telle  façon  que  l'expression  |)r(''cédenle  donne  la  va- 
leur de  la  fonction  U„.  Or,  une  propriété  caracléristique  de  cette 
fonction  consiste  en  ce  que  son  développemenl  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  commence  par  un  terme  de  l'ordre  de 
j.mn+m-i  •  j|  suffit  donc  de  déterminer  les  constantes  de  telle  sorte 
que  le  développement  du  déterminant,  contenu  dans  la  formule 
précédente,  ne  renferme  pas  de  puissances  négatives  de  x. 

C'est  ce  qui  aura  lieu  si  Ton  fait 

par  une  transformation  facile,  on  peut  mettre  alors  le  déterminant 
>oiis  la  forme  suivante  : 

Ç     e-"F"(/j/"'-V//       i      c-t-rF"(()("'^dt     ...       I       f-'^r"(f)dt 

j       e-''F''(t)t"'-^df       I        e'^?"(l)t"'-^dt     ...        l       e-'^V"{  t)dt 


r      e-"^F"(t  )t"'-^dt       I      f-'-^F"{t  )t"i-^dt     ...       j        e-'^F"(t)dt 


SUn    I.K    ItKVELOPI'RMKNT    I)  L'NE    FONCTION. 


30-: 


el,  comme  cliacimc  «les  inlégralcs  (]iii  consliliniil    les  l'Ii-mcnl^  île 

ce  (l('t('rmiiiiiiil   ;i    un  (Icvcloppcnu'iil  (\c  la  (ornif  a -f- [j-*^ -h  vj"'-, 

il   csl   clair  (jiic    le  (lcvcli)|)|)Ciiicnl    du   dt-lrriniiiaul   lui-mùmo  ne 

renferme  aucune  puissance  négative  i\f  .r. 

(  )ii  ,(  (lune 

l'„  —  ./•'""-^'"-i  /•-"■"■A; 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 


£ 


où  0/^A  esl  une  fonclion  rationnelle  de  .r,  donl  le  dt-nornitinteur 
csl  une  puissance  entière  de  x,  il  vient 


y.     —  ^mn-^m  —  i  p—ù 


I       r-^-M-^H, 


ou  encore,  en   faisant  passer  e  "-^  dans  le  délcnnlnant  et  en  re- 
marquant (pie 


»— nx  ^:;  p(i,-v;,-t-. ..-»-:„) 


•2-, 


[_]     ^^  j-inn-*-m—\ 


*^l,//;-î 


«2,0 


On  en  déduit 


M,  =  x"*"-" 


H., 


.-.     H, 


el  des  formules  analogues  donneraient  les  valeurs  des  coefficients 
M2,  Mn.  •  • .  ,  M,«.  Il  sérail  facile  d'exprimer  A  au  moyen  d'une  inté- 
grale multiple,  mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet  ('). 


(')    Voir,  sur  crltc   question,   une    Lettre    de  M.    Ilermili'   a    M.    /lurc/iuult, 
insérée  dans  le  loiiie  L\\\  I  tic  a-  Jotirniil. 


3o8 


IV. 

DKVRLOPPEMENT   DE   <-•»■  SI  IVANT    LKS    PUISSANCES    DE    Z(Z  —  \). 

11.  Soii 

en  j)rcnanl  la  dérivée  de  cette  ('(juation  |)ar  rapport  à  x,  on  a  la 
rclalion 

.(v;  ^  =1.;) £;lf^  =  ï<  =  v„*=u.,,  î^li^^" 

ou  bien,  comme  l'on  a  identiquement 

z\„-+-zn'n=z{z-i)V„-\-z{V„-^\n), 

Z"(Z  —  I^"  Z'^-*-^(z  1^1+ • 

^    "  "'     i.a...n  ^  '        i. ■?....  n(n-^\) 

~n(  -  ,  V 

d'où 

v;  =  «u„_„ 


En  prenant  la   dérivée  de  l'équation    (-)    par    rapport   à  :;,   il 
vient 

X^         z''(z  —  1)"       v^      .  .,  z'^-Uz  —  i)"-' 

.^  \ .}....  n         Ài^  i.2...(«  —  n 

<iu  l)icn.  comme  l'on  a  identiquement 

(  V„  -,-iU„)(2^  — l)  =  2U„-(C  — I)  -f-(lJ„  -f-  9.V„)C  —  V„, 

^^  s"  Ci  —  i)" 

^y(,„_,,,;„r:ii.^o:'^y|,u.+.Y„).-v„i^-'V'""- 

^  \  .->  .  .  .n        ^^  '  1 .2.. .  .(  n  —  I  ) 

On  en  déduit 

(  x\n=  {in  H-I)U„  — Vrt+i, 


SLU    LE    DIVKLOITEMENT    d'I'NK    FONCTION.  3<K» 

il'oii,  m  t'Iimiii.iiil  \  ,;  cl  V//^i , 

(li)  U„  +  i  H- -ii-i/J  -i- l)U„_,  =  o. 

Il  Miil,  <iii  rosie,  dr>  considérations  {^('iiérales  dc-vcloppi-cs  j)ré- 
cédcmiueiil  (jue  U„  salisfail  à  r('(|ualii)ii  dillcrcnlielle  linéaire  du 
second  ordre 

</*  K      ,  dy 

tlx^  dx         -^ 

VI.    De  l'équalioii  (9)  résulte  iuiniédiateineut  (|ue  Ion  a 

Vo  =  1         '•!         L'o  =  t'-^  —  I  ; 

des  formules  (1  1)  on  lire  U,  =  t'-^(j:  —  -i)  -^  x  -\-  'X  et  la  formule 
(12)  |)ermel  de  calculer  de  proche  en  proche  les  valeurs  des  di- 
verses fonctions  U«, 

L'î  =  e-^(  j:*  —  Ga'-H  iv.)  —  \x-  ->r  ^x  -r-  vi), 

U3  =  e-r( j-3  —  12  7"-  -(-  Coj"  —  120)  -+-  t'  -I-  I2.r-  -r-  Coj"  -t-  120, 

En  général,  si  Ion  pose 

F(  x)  =  X"  —  n(n  -1-  i)j-"-'  h («  h-  i)(  «  h-  2)a:"-2  __  . .  . 

rb  (rt  -4-  I  )(n  H-  2).  .  .(2«  —  ij  2/J 
Cl 

*(.r)  =  F( — x), 
OD  a 

\}n=e^?ix)  —  <\y(x)-\-     •^""^'       f   c^'i-^'z"{i  —  z)"dz    '), 
1.7...  «  ,/^ 

puis,  en  vertu  des  formules  (10), 

V„  --   I .  V,  =  («^  —  (.r -H  i),         ^'2  =  ^'■^(2.^  —  G  ) -H  .r' -i-  i  r -f- G, 

cl,  en  général, 

V„  =  <?•*■  F'(  J-)  -+-  '!•(•'")  —  '!»'(  j-  ). 


(')  Sur  les  fonrlions  l\,  l'o//    le  Mirnoirr  de  M.  llriniiTr.  Sur  la  /onction  ex- 
ponentielle, I».  !{. 


.^lO  AI.GKBRE. 


DKVELOI'PKNKNT    DK  /  (  /  ^  ^- )   SlIVANT   I.K8    PllSSANCES    DK    z(  Z  —  l). 

\'-\.    l/t'qualion  (9)   peut  s'«''crirc  de  l.i  farmi  siii\;inle 

5*  z"  v^  z''(s  —  iV' 

.ro  -t-  .r«  j  -+-  j-> h ...  -H  j-"  =  >  (  V„  -hzV„)  — î^ ; 

1.7  I  . 7. .  .  .  /(       J^  \  .-i..  . .  n 

si  l'on  onlonnc,  suivant  les  puissances  crois;.aulcs  de  x,  les  cocfli- 
cienls  \ „  el  L„  qui  entrcnl  dans  le  second  membre,  celle  équation 
sera  salisfaile  idcnlicpicmcnt  et.  par  consé(pMMil,  >nbsislera  si  Ton 
rcnijdacc  .r' par  .r,.  quelle  (jue  soit  d'ailleurs  la  \aleur  allribuce  à 
cette  (|uanlilt''. 

Posons,  en  dt-notant  les  dérivées  à  la  manière  de  Lagrange, 
Xi=  jr'/^'^{t),  .r  el  /  désignant  deux  variables  arbitraires;  l'ex- 
pression symbolique  e=^  aura  j)our  valeur y(/  ■+■  jcz);  nous  aurons 
donc  le  dévelo|)pement  suivant 

—  D" 


/(  l  -i-rz)  =z^{i-„^  zii„) 

OÙ  i'„  el  i/„  désignent  ce  que  deviennent  respeclivemenl  V«  el  U« 
quand,  aj)rès  avoir  développé  ces  expressions  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x,  on  y  remplace  x'  par  x'/^'^(t). 

Par  celte  substitution,  e^  se  transforme  en  /(t-^x)^  xe^  en 
xf  {t  -4-  x)  el,  généralement,  x'e^  en  x'/^'^  [t  -h  ^^c);  on  obtiendra 
donc  facilement  les  valeurs  de  «„  et  de  v„,  et,  en  particulier,  on 
aura 

«n  =  (—  I  )"  9. rt  C2 n  —  i). .  .(  n  -h  ■?.}(  n  -*-  i) 

X  \  \f(t-T-T)  —  nx  •- H x^  ■^!—, .  .  . 

/L  in  i.5>.  -in(in  —  \)  J 

■_Uo-„../:i£j.."'"-"_pii — ...]|. 

1"  m  1 .1        >.n(in  —  1  )  j  ^ 

I  i.   On  déduit  de  là 

_      f{l-^x)  -*-/'(  l)  n{n  —  \)j--/'{t-\-x)  —  /'{t) 
(|3)    I       ~                     2  \  .t  in{ïn — I) 

I  n{n-i){n--,.)x^  f'\t  ^  x)-^/'"  i  t  )  ^^    ^^ 

I.V..3  2/i(>>./i  —  i){'in  —  7.) 
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OÙ,     si     l\)ii     iiili»|)if    Li     iiotLilioli     (le     Gauss,    el    ï<i    l'on     pose 
II(/j)  =  1 .  i  .  .  .  //. 

|{  -  — //„. 

1 1  I  7.  /<   I 

Comiiu' jr  l'ai  lait  reiuar(|iicr  |)liis  iiaul  (n"!2),  le  (l»''Vt'lo|)|)e- 
menl  de  //,.,  suivant  les  puissances  eroissanles  deu*,  commence  |)ai- 
un  terme  de  l'ordre  .r-""*"'  ;  l{  esl  donc  éfjaiemenl  de  Tordre 
•j  /j  -h  I . 

\o.   On  aura  donc,  en  n(''_i;li^eanl  les  termes  de  l'ordre  a//  +  i , 

(l.i)      \  '  i  I.V.  2/l(2rt— I) 

f  _^  n(n  —  i)(n—i)j:'  /"(t -^  or) -hf'it) 

I.-2.Î  fiicxa — i)(v-'i  —  2) 

Si  dans  la  relation  précédente   on  pose 

^  '  -t-  .'• 
f{t  +  r)-/(t)=J  F(t)dt, 

il  viendra 

{IJ)  =  X ^ ; ■ 

j  2  1.2  2  n  (  2  /t  I  ) 

I  /t(/t  =  i)(n  — 2)     F'(<-4-a7)-t-F'(0 

1.2.3  in  {in  —  I  j (  2  /t  —  2  ) 

10.   (^omme  application  de  la  formule  (i4)'  posons 
/{x)  =  arc  taiig.r,  /  =  o         vl         .r  =  i  ; 

on  a,  d'après  une  formule  bien  connue, 

>r  w     X        (— n'-MI(i  —  I)    .     /  .  I    . 


par  suite, 


•'■^(o)  =  (— O'-'IK/—  i)sin  — 


il 

|-,ii  |»«)  liant  (  i>  NaU'iir>  dans  r<'(|ii,il  khi  (^  i  j  i.  (Ui  dhlicndra  la  lui 
nuili'  a|i|>ro\in)alivt'  snixanlc, 

//  —  I     Kj  (  /*  —  i)«—  >  )      Ls 

k   1 1        I .  I —  -+- —- 

'  ji/t  —  I    -i         (an— i)('2« — •/)    3 

(•6) 

/  _      <^«  —  «H/i  — •Jt)(n  —  3)       U 

(2/1  — i)(2/j  — 9.)(i/i— 3)    4    -+■•••> 
où  J  ui  j>i>>t',  pmir  iil)rcj;cr, 

L,-  =  -^  siii  —  -(-  (—  I  )'-'  — — '-  ; 
•'.  '.  _  1 

on  liou\r  aisrnicnl 

L|  =  3.         L,  =  — I,  1,3  — __,  I-i  =  n, 

y. 

I  7  I  '  I  '7  I 

I  I  î^ 


et 


,         I     «  —  I 


•J».  2  /J  —  I       4  '•*  "  —  • 

"'^    )  7     (n-3)(/i  — 4)  I       (/i-3)(n  — 4)(«  — 5) 


.  «o  ( -2 n  —  0(2"  —  '3  )       «jO  ('^ "  —  I  ) (  V. /i  —  3  ) (  7. n  —  ')) 

En  faisant  successivement,  dans  cette  Ibnuule,  n  égal  à  i,  2,  i, 
4,  5  et  G,  on  obtiendra  j)our  le  nombre  7:  les  valeurs  approxima- 
tivr>  suivantes  (  '  ), 

~  =  3,         TT  =  3  H- -  =  3,i()r,.. . , 

_  _  3  _^.  j. ! -^     -  - 

5        4 . 5  ~     '      *  ■  ■  ■  ' 

r=3-^i=3,î4'..., 

^  y      4-".>     4-y-"o  ~   '  *  '■  "' 

îî=3h i 1 — =  3 ,  14 1  >« . . . . 

Il        20        II .  v.u .  G        G .  1 1 . 1  '2 . 1 4 

(  •)  Il  est  à  remarquer  que  pour  une  valeur  entière  de  n  on  doit  arrêter  la  for- 
mule (i4)  au  terme  en  L„  ;  on  duil  iivoir  f'pard  à  «flic  remarque  dan-  liipplira- 
lion  de  la  formule  (17). 
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\I. 
DÉVELOPPEMENT    DE   log(l  -I-  ZX)    SlIVANT    l.liS    PlISSANCES    CHOISSANTES 

1)1-:  z<  c  —  i). 
17.   On  a   i(liiili(|iiciiiciil 

i-i-x  —  x*z( z  —  I)  =(i-(--j-)(i  -^  X  —  ZT); 
on  rii  (l(''(liiit 

w  ^*    uT  ^  (  -w  I  } 

\  -h  ZT        i  -T-  X  —  .r^z(  z  —  I  ) 
I  -hx 


X         i  ^  X  —  X-  zi  z  —  I  ) 


I  I  -i-u-        X 

X  *^            xiz(z—i) 
I 


'-!( 


I  -t-  ./• 
:  I    \       X- 


l  —  X  X  '  {  \  -r-  X  )" 


Z"{Z  —  \  )". 


On    en  dcduil,  en   intégrant  jiar  ra|)[)orl  à  u:   cnlre  les  limites 
zéro  et  X, 

si  (lone  on  pose 

V^  .   Z"{z  -  D" 

log(i -^ -X)  =2^  (r„ +-//„; —^p—— , 

on  a 


M„  =   ll( 


"'/'. 


'^         (1-1-37)''+' 


I.a  formule  (i3)  donne  alors  en  posant,  pour  abréger, 


l  -h  X 


lo};h  -h  X)  =  -  (X  -Jn  X)  -\-  -  (x^—  X-) 

'      -x  4  a  rt  —  I 

-♦-  - —  (.r»-f-r»)  -+-...+-  n, 


3i4 
où 


^        '    U(>n)f       (i-.-.r)'-» 


18.   Kn  posant  clans  cotlo  foiinulc  .r  =  i .  il    \iciil   pour  drlci- 
ininrr  lof^wj!,  la  fi)rnnilc  approxinialivo  suivante, 

_  3         3     «  —  I  3     n  —  >> ij^     (  n  — ■?.){n  —  3) 

oga  _  ^  —  -pjT  .j,„_,  -+-  3^  2«  — I   ~  Te»  (2/1— i)(art  —  3)  "^■'  ■ 

dans  Tapplicalion  de  celle  formule  on  doit,  jiour   une  valeur  en- 
tière donnée  de  /i,  s'arrclcr  au  premier  terme  qui  s'annule. 
En  V  faisant  succcssivcmcnl  ri  égal  à  i,  2  et  3,  on  trouve 

I  ^ 

\ni;i=  y  —  —.  =(),r)S7>, 

1  ^  '  '  r    ■}     - 

"^  4  Itj  lOo  '    -^    ' 

La  valeur  exacte  de  ce  logarithme  esl 

0,69314. 
Paris,  le  3o  mars  187g. 


SI  i; 

Li:  i)Kvi:loppi:mi:m  de  (^--r, 

SlIVAXT    I.KS    I'LISSA>(:KS    I)K    (z^—i). 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  lAWVI:    i8?H. 


Dans  une  Noir  (juc  j'ai  tu  récemment  l'honneur  de  présenter 
à  r.Veadémie,  j'ai  nionlri'-,  par  l'exemple  de  la  l'onction  e^',  la 
liaison  remarquable  (pii  existe  entre  l'approximation  des  fonctions 
au  moyen  de  fonctions  rationnelles  et  leur  développement  suivant 
les  puissances  d'un  [)olvnôme. 

l.e  même  fait  a  lieu  à  l'égard  des  fonctions  [x  —  -)"'  et  log(j:  —  c), 
quoique  d'une  manière  moins  directe. 

Pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple,  soità  développer(x  —  :;)'" 
suivant  les  puissantes  croissantes  de  (:;- — i).  Posons 

{x  —  z)'"=  l(U„+-V„)(-2-i)'; 

on  obtiendra  faeiletnenl  les  relations  suivantes  : 

in\ja  =  x\}',i  —  \'„  —  \",^_^.  Il)  \  „  =  X  \"„  —  l;  ; , 

yj'n  =— '  ■•*«  -+-  '»  V,,  —  (  //  -T-  I)  V„H-i,  V;,  =  —  7.i n-~  \)  U„+,  ; 

d'où  l'on  conclut  (|ue  \  „  satisfait  à  l'équation  lint'aire  du  second 
ordre 

'/'  y  s  ffy 

(Il  (  jTî  —  Il  -p  ,-  —  -idn  —  n  —  I  )  -7 \-  m{m  —  -xn  —  \)  y  =  o. 

dr-  dx 

Désignons    niaiiiteuanl    par   -Vr —  la   /i"'""'  réduite    de    la   fraction 

\     _    )    î  je  veux  dire  par  là  que  '■p(x)  cl  f{jc)  sont   de^  polv- 
nômc>^  du  degré  //,  tels  que  le  développement  de 


-(^) 


3i6  Ai.oÈnnK. 

suivant  le»  puissances  ilcscrinLiiU'S  di-  l.i  x.irialtlc,  cominciu'c  par 

un  Icrun-  (!«•  I  onlif  ilo  — - — -• 

(  )n    sail  [')   cpio   r<'\pios>i(tn  /"(.r) — »(.r)(" j    salisfail  à 

It-qualion 

(i^u  du 

I  I  -,-      -\-  xl-r  —  m  )— n(n  -h  i)  ti  =  o ; 

Aon  l'on  voit  (pic  k-  =  (x  -\-  \)"'  fi  .r)  —  (.r  —  i)"''i(.r'>  sali>rail 
à  l'rtpiation 

(  J-*  —  I  )  -J-—  —  ■}  .r  i  m  —  Il \-  \  /m  m  —  n  —  n  i  ti  —  i  i  f  r=  (>, 

f/.r'  //./■ 

On  p(Mil  donc  ('nonccr  la  proposition  suivante  : 

Si  l'oit    «h'siunc  tnir  ^—[  la   n''"""  redit itr  de  ( -]    ,  le 

coefficient  de  z{z- — i)",  dans  le  d(\elo[>pcment  de  {x  —  s)'" 
suivant  les  puissances  croissantes  r/e  [z- —  i),  ^'5/  égal  à  la  n'^""' 
dérii-ée  de  Vexpression 

{X  -T-l )'"/(. r)  —  (.r—  i)"'o(  X). 

Des  circonstances  loules  seml)lal)lcs  se  prcsenlcnl  dans  le  dcvc- 
loppeuient  de  {x  —  z)"^  suivant  les  puissances  dun  jioljnônie  de 
degré  quelconque.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  à  ce  sujet,  me 
l)f>rnanl  à  considérer,  à  cause  de  sa  simplicité,  le  développcmenl 
de  iog(.r  —  z)  que  l'on  peut  considérer  comme  correspondant  au 
cas  où  m  devient  égal  à  zéro. 

y{z)  étant  un  polynôme  du  degré  ni -\- \ ,  soit 

|..;;(^-  Z)  =  'L{\J„^...-\-  Z'>'\„)V"{Z), 

on  en  déduit 

V(x)  —  V(z) 

x-z       V^x)—V(z)       ^    ''^•'  '•'      '    ''' 


(')  loir,  par  rxcmpir.  ma  Noie  Sur  /'a/)/)rfixii)ialioii  des  fonctions  fliine 
variai/le  au  moyen  de  fractions  rationnelles  (Hullelin  de  la  Société  malhcmn- 
lique,  t.  V,  p.  Rj). 


J 


SIH    I.K    KKVELOPPKIIENT   DK    (X—  5)"".  3l7 


v;- 


p/n-l(j»^ 


\'A\    (lt''>ii;n;iiil    par-    Zo,  z, z„     les     laciin'^    tic     l'équiilion 

V{z)  =  o,  consldéroti"^  I  r\|<rfs->i(»ii 

12  --  II,  los(i^lii)  --  lU  |of;(  -^-^I^ii  )  -^..  .+  Il,,,  |n^f::^I±!  )  _  II. 

où  II.  Il,,  n.j,  ...,  11^,  sont  des  polynômes  <•nll«•r•^  <lu  degré  //  «pii 

rendi'iit  1  expression  ti  do  riutlre  le  plus  élevé  possihie  en  -■.  (-'«'sl- 

à-dire  de  Tordre  de 

M.  llerniile  a  iiioiUré  (')  que  la  (/?  ^-  i)""""  dérivée  de  12  est 

préeisément  ^ -r- — -;  on  en    conclut   que   \  ,,  et   la  n''""'  dérivée 

de  Q  ne  peuvent  différer  que  par  un  terme  constant.  Ue  la  règle 
donnt'C  par  Jacobi,  on  déiluit  d'ailleurs  que  V„  est  de  Tordre  de 

;  par  suite  les  développements  de  V„  et  de    ,  ~  suivant 

les  puissances  décroissantes  de  x,  commençant  tous  les  deux  pai 

un  terme  de  Tordre  de et  ces  deux  Tondions  ne  pouvant 

(lillerer  que  par  une  constante,  on  a  V«=  -j-j,' 

Ainsi  : 

Le coefficien t  de  z'"  V" {z) ,  da ns le  déic loppemen t  de  1  og {x  —  -) 
suivant  /es  p nuisances  de  V[z)  est  égal  à  la  dérivée  n'^'""  de 
l'expression 

\\  loiî^^^^^ii  +  IS  io.'-^l^^^  ^. . .--  r,„  loi: -^1^1^'  -  I'.. 


oit  les  polynômes,   du  degré  n,  P,  I*,.  Pj,  ...,  V,„   ont  précisé- 
ment les  valeurs  pour  lesquelles    l'exp/ession  précédente  est 

de  l'ordre  le  />lus  élevé  en  -  • 


(')  Sur  quelques  équations  différentieltcs  linéaires  (Journal  de  Borchardt. 
t.  L\XI\). 


SI  M   l.\ 

liKItl C.TKIN  IIKS  FIIACTIUNS  CONTINUES 

DE   e^^^\    F  (.r)    DÉSIGNANT    IN    r()LY>()MK   KNTIEIl. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des   Sciences, 
t.  LWXVII;  1878. 


\  .  L't'liidc  tin  ilcvoloppcnicnl  m  fractions  conlinncs  d'une  fonc- 
tion d'une  variable  conduit,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  à 
la  oonsid('ralion  (r('((uatioiis  difTércnticlics  linéaires  et  du  second 
ortlre  (jui  jouent  nn  rùlr  important  dans  celle  étude.  l"llles  ont 
pour  solutions  les  j)()lvn»*imes  qui  forment  les  dénominateurs  des 
réduites. 

Dans  dcu\  Notes  précédemment  j)ul)li('es  ('),  j'ai  d('lerminé  la 
forme  de  ces  équations;  pour  résoudre  complètement  le  problème, 
il  restait  à  déterminer  les  coefficients  des  polynômes  qui  entrent 
dans  leur  expression  :  c'est  à  quoi  je  suis  parvenu  par  une  mé- 
thode très  générale  et  qui  s'a|)plique  à  tous  les  cas  nombreux  et 
importants  que  j  ai  examinc-s  dans  les  Noies  que  je  viens  de  rap- 
peler. 

Dans  le  Mémoire  (|uc  j'ai  1  liorincur  de  soumettre  aujourd'luii  à 
l'Académie,  je  traite  seulement  le  di'veloppement  de  la  fonction 
e*^'"^',  où  F(j:)  désigne  un  |ii)iviinme  entier  (Vwn  flegrc-  (|iiel- 
ronqiie  m. 

!2.  Soit  i^- —  une  révluiic  de  c*^  '  ,  fni-r)  et  '^«(jr)  étant  deux 
polynômes  du  degn-  11  \  j'ai   montré  i^^c  fn{jc)  est   une  solution 


{')  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une  variable  au  moyen  des  frac- 
tions rationnelles  (Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  V,  p.  78). 

Sur  l'approximation  d'une  classe  de  diverses  transcendantes  qui  com- 
prennent comme  cas  particulier  les  inl(:,'rales  liyperel/iplif/ues  (  Comptes 
rendus,  t.  LXWIV.  p.  ^3). 


sUn  LA  nKDUCTIOS  DES  FRACTIONS  CONTINUKS. 

(111111'  (  i|ii;éIi()ii  «lilIV-roiitif IIi'  lini'aiic  «le  l;i  foiiiic 


OÙ  ^„(x)  vl  II„(.r)  (Ic-si-^nent  des  polynômes  entiers  av.mi  rcs- 
pcclivfnienl  pour  (lp<;ré  (///  —  i)  ol  >.(ni —  i). 

\a-  pKililrinc  à  rrsoiulit'  consiste  à  déterniiiicr  les  coefficients 
des  polyni'tiui's  H„{u')  ol  l\„(.r),  on  plutôt  à  trouver  les  relations 
(pii  lient  entre  eux  les  coeriicienls  des  divers  polynômes  (-i„{x), 
^/i-i  (-2^)?  •  •  • ,  H„(j'),  H„_,  (j"),  .  .  . ,  de  façon  à  pouvoir  en  dé- 
terminer la  valeur  |)ar  voie  récurrente. 

A  cet  efTet,  en  posant,  pour  abréger, 

«   _  FUx)  _   d_    e'„(T)  U„(t) 

j*-  ■?.  dx   f.^„{x)        xkiff(x) 

S=  \"-ll    .     ^n^[i-T^         F'(.r)y 

_^  n  —  I  _^  in ^) ^  e;,_,(j-)       n„-i(T) 

.r*       '         ■>,  (Le  v.e„_,(57)        ,re,j_,(ar)' 

[)uis 

R-t-S  =  G,  I{_Sr^K         Pt  A  =  e„(.r)e„-,(.r), 

je  remarque  que,  en  désignant  par  p  une  constante  convenable- 
ment choisie,  l'expression  rationnelle 

est  un  carré  parfail  ;  de  |)Iiis,  ti  «'lanl  la  valeur  de  sa  racine  carn'e, 
on  a  identi([uenient 

(I)  ti-y/A     ' 


rKdx 

J  Ta" 


idcnlil('-  rpii  exige  tout  dabord  (|ue  l'inlf-grale    /  — ^r-  ne  renferme 

pas  de  partie  transcendante. 

De  là   découb'nl  les   relations  rbercliées  entre   les  coefficients 
tlr>  poivnùincN  H„.  H„_^ 1 1„,  1 1„    , 


^•o  ALr.KBnr.  * 

'>     roinmo  application  «Ir  l.t  lliéoiic  };ch(  raie.  fai-Mins 

Dans  ce  cas,  y),(j-)  salislail  à  iiiic  ('(pialion  <!<•  la  lorme 

.r  —  ( ir  —  ■,i\  y'       (in  -^ "  ~ i^^î—      y  =  o. 

\   T         .r  —  x„  /  •  \  ./  .,•  —  a„  /  -^ 

Cl  le  prohirme  à  résoudre  consiste  à  (Irlftininci ,  en  fonclion  do  a 
el  de  w,  les  coefficienls  a„,  P„  el  Q„. 
Kn  posant,  pour  ahréfjer, 

/'                                                            n  —  I 
Cil       <^>„ _a„  — rt—  I!     .1     <,»„_,-! x„^,  —  a  =  G, 

I  identité  (i)  donne  les  relations  suivantes  : 


(3) 


V„  /  I  I     \        Ba„_,  -h  Ca„ 

—  =z  a  ~  n  { ■■ ) 1 

■t.n  \x„         tn-xl  2/;  —  a«-i 


,.         ,,.  2«Ra„_,  9.«C  ,  .         ./  I  '       \ 

2t/»' 2/1  —  2/1-1  >        2„  —  a„    ,  \a;,        7.n<in-\/ 

„_^^a)'i-^nU    -   -  -i--— 1  = 


(  -.  '    c.*- 


2/i-l(  2„  -+-  2„-,  )         %n  —  2„_, 


i.  La  solution  du  problème  est  ainsi  ramenée  à  une  question 
d  Algèbre  ('-Ic-men taire.  Si.  en  efTel,  entre  les  équations  (4)  et  (5), 
on  élimine  successivement  H  el  C,  on  obtiendra  deux  équations 
du  quatrième  degré  auxquelles  satisfont  respectivement  ces  quan- 
tités et  qui  sont  de  la  forme 

(6)  '!»(  F{,   a,,,  a„_,,   n  )  —  u 
et 

(7)  'l»,(G.   2„.   a„_,  ,   /M  —  o. 

Si  mainlenaii!  on  obserse  (jue  !>  se  déduit  de  C  j)ar  le  eliange- 
ment  de  n  en  (n  -f-  1),  de  l'équation  (-)  on  déduira  une  nouvelle 
équation 

(8)  4',^F{.  a„+,,  a„,  n-^\)  =  o. 

En  écrivant  (jue  les  équations  (6)  et  (8)  ont  une  solution  com- 


8l'n    LA    RKUCCTION    DES    KBACTIONS    CONTINl'ES.  3il 

imine,  on  ohliendry  une  relation  entre  \e>  troi><  (|uiintilés  consécu- 
lives  a,,^,,  y.,,  el  a„_,  (|iil  pci mettra  de  calculer  |)ar  voie  récurreule 
les  cocflicienls  a^.  La  valeur  de  la  racine  commune  donnera  B, 
puis  C  par  le  cliangcmenl  de  //  en  (//  —  i);  ces  calculs  elleiturs, 
les  fnrrntdes  (v.)  el  (.5)  déteruiituioiit  l'„  et  ()„. 


sru  i.v 

i{i:iiiï.riON  KN  i'i{\r,Tio;Ns  continues 

O'INK    «XASSK    ASSKZ    ÉTENDl  K    l)K    FONCTIONS. 


Comptes  rend  IIS  dis  srancrs  de  i'Arndcmic  des  Sciencfs, 
l.  lAWVII;    1S7H. 


I.  I.;i  nu'lliodc  (|iic  j  ;ii  riiij)l(>y<''i-.  chiii-,  un  M/rnoiro  |)r('.seiilé 
rcccininonl  à  rAcadrnuc ,  pour  le  <lcv('l(i|)|)ciiicnl  eu  fraclions 
conliniios  de  e^"'\  .s'ap|)li(|uo  cnlièrcincnl  à  un  cas  hcaucouj)  plus 
général,  à  savoir  (juand  la  l'oncl  Ion  à  (h'vclopprr  salisfail  à  une 
équallon  dillV-rentielle  Iin('aire  cl  du  proruier  ordre,  dont  les  eocl- 
licienls  sonl  des  fondions  ralionnelles  de  a\ 

Soil  V  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  dillV-renlielle 

(i)  V'=FV -+-'!», 

où  1'  l'I  <1>  dési},Mîenl  des  lonelions  ralionnelles  cpielconqucs  de  .r. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  V  soil  d(''veloppaljle  sui- 

\anl  les  puissances  croissantes  de  j:",  et  soit  -.-  une  rc'duile  de  V, 

'i„  e\  /„  <'lant  des  j)olynômcs  entiers  du  de;^Mé  n,  choisis  de  telle 

sorte  que  le  dévcloppcmcnl  «le  \ —  -y-  coninience   par   un    ternie 

en  j"-"~' . 

De  ré(pi;ilion  (1)  on  déduit  iniinédialeineiil  la  relation 

(•2)  ?«/,;  =  ?;,/«  ^  'fn/n  F  ^/;i  '1'  =  -r-^'f),., 

où  B„  désigne   une  fonction  rationnelle  de  jc,  dont  le   déno/nina- 
leiir  est  connu  et  dont  le  numérateur  est  d'un  degré  déleiininé. 
Cela  posé,  formons  l'équation  difTérentielle 

Mj  -  Ny -^  P  =  o, 

qui  a  pour  soliil  imi^ 

_!',  =  /„     cl     y,  -  o„ ,-  J>'/'  -/„  j-l'c  JK'/-  ; 


I 


RKbUCTION   EN   FRACTIONS  CONTINUES  U'UNE  CtASSE   ASfcEZ  KTENDLK,   ETC.       3ï3 

(1  iipi'L'S  mit'  |iiM|><iMtl<)t)   connut',  on   a 
(»ii.  cil  \  t'iiii  <l<'  '  '  \ 

D'où    il    Miil    (|in'    /"„   salisCiiil   à  uni'    itjiialioii    (lifrérciilii-llc  iJn 
scct>iKl  ordre.  (If  la  (orme 


O) 


.••-(v-!-:-'')^- "'•.••=- 


II„  (lt}sij;nanl  une  l'onclion  ralionnclle  de  T  dont  le  dénoininnteur 
esl  connu,  le  numt^'raleur  étant  d'un  degré  déterminé. 

î2.  Dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  (ce  sont  les  plus  simples 
et  par  cela  même  les  plus  intéressants),  les  fonctions  rationnelles 
6,,  et  II„  se  déterminenl  ininiédiatcment  et  le  problème  est  com- 
plètement résolu. 

Dans  le  cas  général  où  cette  détermination  est  plus  difficile,  on 
peut  employer  la  méthode  suivante  pour  trouver  entre  les  coeffi- 
cients des  fondions  B„,  H„,  B„_,,  H«_,,  ...,  des  relations  qui  per- 
mettent de  les  obtenir  par  voie  récurrente. 

(lonsidéron^  l'équalion 

Mj'—  \y^  V  =  o, 

à  laquelle  satisfait  /„   et   dont  la  solution    la    plus    générale   esl 
dnnnt'e  par  la  formule 

où  A  et  B  désignent  deux  constantes  arbitraires;  puis  l'équation 

M,,"'  —  N'o"'  —  l'o  =  o. 

à  laquelle   satisfait  ,/"„_i    cl    dont   la    solnlion  la  plus  générale  est 
donnée  |>ar  la  lonniile 


3a^  Ai.iifiBiir. 

cela   ptts»'.   ((inUiiMs    r('(|iiiili<)ii   (lin't'it'iilifllf  liiu'airt'   ri    ilu    (|iia- 
lilrmo  nitlrc  à  l;)i|iiollc  >.ili>>l.til  la  lonilioii 

5=  uy. 

Il  csl  fiicilc  de  former  celle  éqiialion,  donl  les  coefficienls  ne 
renfermeront  d'aulres  f|uanlilés  inconnues  que  les  coefllcienls 
de  H„,  H„,  H„_,  el  H/j_i  ;  or  celle  équalion  admet  évidemment 
comme  solution 

et,  d'après  une  propriété  élémenlaire  des  fractions  continues,  on 
sait  que,  à  un  facteur  conslaiil  près, 

L'équation  dilTt-rentielle  du  (inatrièmo  ordre  en  :;  est  donc  idonli- 
quement  satisfaite  quand  on  y  fait 

z  =  j:'"~'  (>-Sfdx 
et  de  là  découlent  les  relations  cherchées. 

3.  La  méthode  (|ue  je  viens  d'exposer  présenterait,  dans  la  |)ra- 
tique,  des  dillicultés  de  calcul  presque  insurmontables,  même  dans 
les  cas  les  plus  simples.  Pour  j)oiivoir  l'employer  sans  trop  de 
longueurs,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  des  modifications 
que  j'ai  développées  dans  le  Mémoire  cité  j)lus  haut  et  relatif  à  la 
réduction  de  e^*"  en  fractions  coni innés. 


SI  I{  L\ 

HKDl  CTION  EN  I  liACTION  CONTIM  K 

DE  /'"'. 

V  (jc)    DfiSIGNA.NT    IN    IM)|,V\()>IK    EMIKK. 


Journal  de  Mat/ie/nalit/ues  pures  et  appliquées,  t.  \1;  18K0. 


L'élude  du  dëvcloppemcul  eu  fracliou  conlinuc  d'une  fonc- 
lion  d'une  variable  conduit,  dans  un  Iriîs  grand  nombre  de  cas, 
à  la  considération  d  équations  diflércnlielles  linéaires  et  du  second 
ordre.  Elles  ont  pour  solutions  les  polynômes  qui  forment  les 
tlénoiuinaleurs  des  diverses  réduites. 

Dans  deux  Notes  précédemment  publiées  (  '  ),  j'ai  déterminé  la 
forme  de  ces  équations  ;  pour  résoudre  complètement  le  problème, 
il  reste  à  déterminer  les  coefficients  des  polynômes  (pii  entrent 
dans  leur  expression. 

Ce  problème  présente  d'assez  grandes  difficultés  et  j'ai  essayé 
de  le  résoudre  dans  la  Note  (|ui  suit;  j'v  traite  seufnneul  le  déve- 
loppement de  la  fonction  c'''^',  où  F(.r)  désigne  un  polynôme 
entier  d'un  degré  quelconque,  et  je  fais  l'application  de  la  tbéoric 
générale  au  cas  où  F(j:)  est  du  second  degré. 


I.    Soit  F  (.r)  un  pitl\  iiôrnc  niticr  de  d<'i;n''  /// ;  posou; 
'^n{-r)  c[/„(x)  désignant  des  polynômes  du  degré  n. 


(')  Sur  l'approximatinn  des  /onctions  d'une  variable  au  moyen  des  /rac- 
lions rationnelles  (  llullctin  de  la  Société  niatlicniatit/ue  de  France,  l.  V,  p.  78.  ) 

Sur  l'approximation  de  di^'crses  transcendantes  qui  ren/erment  comme  cas 
particulier  les  intégrales  hyperelliptiques  {Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences). 

{')  Pans  loul  rcqiii  *iiil,  je  ilêsisnc  Rf'iuiialcmcnl  p.tr  (.r'')  une  scno  "idonnrc 
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(  )n  m  (li'tliiil 

F(x)  =  log(?„(r)-  lo};/„(.r)H-(.rï"*^'), 

puis,  m  prciianl  les  dcrivros  des  deux  mcmlucs, 

et 

F'(j-)ï)„(.r)/„(T)  — o;,(.r)/„(T)-f-o„(.r)/;,(j-)  ^  .r"'e„(ar). 

H/,t^j*)  clt-sij^niinl  un  polMiùiiic  du  dcgrc  [ni  —  i),  ipii  grii.'Tidcmcnl 
ne  sera  pas  divisible  par  x. 

Si,  dans  celle  relation,  on  considère  f,i{-T)  cl  ^„[x)  comme 
connus,  on  a,  pour  il('lcrmincr  o„[x),  une  équalion  linéaire  cl 
t!u  premier  ordre.  Kn  Tinlrgranl  d'abord,  en  nc};ligcanl  le  second 
ni(  inbrt'.  on  aura 

(I)  o„(,x)  =  e^'^'-^fn(.r)z, 

el  :;  sera,  comme  on  le  sail,  (b'-lcnnim''  par-  la  relation 

^'^  -'^J 7hï^) 

En  désignant  par  a,  [j,  ...  les  diverses  racines  de  Tcrpialion 
f„(x)=  o,  posons  ridcntilé 


I 


a-î^e^Cx) 


=  p^ 


où  I*  est  un  poh  m'inic  du  dci^rc  [ni  —  i)  en  x. 
On  en  déduit 


^-F(  1 1  q  djp 


ou  encore,  en  inlcgrant  par  parties  le  deuxième  terme  du  second 
membre  de  la  relation  précédente. 

- z  =  A-»- vdx -y  ::ll^ ^y  fe-yr^^-^iPZ^dx, 

J  Âa  x  —  %        ^J  X  —  a 


siiivanl  les  puissances  rroissanles  <\<t  x  el  rominenrant  par  un  icinic  en  xr,  sans 
avoir  rzAT<\  aux  valeurs  des  rocfficienls  de  celle  série. 


IIKDUCTIOX    EN     KUACTION     C.oNTINfK     DR     C 


(Ml  l'tK  lire 


()i-  1,1  \;il('ur  ili"  c  n('|HMil,  foinnu' cria  résiillc  de  l'cqualiuii  (i), 
rt'iirciiiitT  (Taiitix'  Irausccndaiilc  (|ii('  la  fpnclion  t'*'  '';  on  a  donc, 
|M)tir  loiilcs  les  racines  de  r('-(|iiah()n  y„(x)  =  o, 


7  — /'!•"(  2)  —  o. 


l   II  (alcii  I  l.it'ilc  doiiiic 
P 


/n(^) 


[j.n        «;,(2)"]   ..\    ^        .... 


d  où  il  Miil  (jiK'   le    |)ol\iiùiiic  Jii{'f)  sali>(:iit   ;"i    iiih-     ('qualiuii    li- 
néaire cl  ilii  second  ordre  de  la  forme 

r^.n       S'„(.r)       „,,      I     ,        U„(x) 
•^      [  T      e„(x)  ']'      xe„{x)-^ 

iii'i  ll,,(.r)  di'sij^nc   un   pulvnnnic  <Milicr  en  ./•  du  degré  2(m —  i). 

"2.     L  «(Hialion  (^.»)  peut  >c  iiKilrc  s()ii>  l.i  (oiiiir  Miivanlc  : 

d   r    e^'-"y'      1 

--    '——     —  K(x)y  =  o. 

dxlx'^"ki„{x)\  '-^ 

On   en    CDiicliil    (|u"iinc     seconde   solution   de   relie   éqnalion    csl 
doniK-e  par  la  IdiimmIc 

y^-r-'-'J — 7ÏÏ7-, — 

on.  en  \erlu  d<  s  relalions  (i)  el  (a), 

J'  =  cp„(x)t-^••'•^ 

'.].    r/csi  xircetlc  inipi  .r  laiilc  prctpriilé  (pie  je  m'appuierai  pour 
d('lerminer  les  co<'f licieiits  des  pol\nômes  S„{jc)  cl  l\„(x). 
\  CCI  elï'el,  je  remarque  (piey'„_,  (./)  palisCail  à  Ti-qualion 

1 !^— ! I"  (x)\  —  (I : : — :  u  =  o, 
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dont  une  seooiult'  M)liili(»n  est 

Formons   réqualion   lim-airo   cl    ilii    t|nalru''mr  orilrc  Q  =  o,  à 
laquelle  salisfail  rt\|)rossi(tii 

z  =  tiy; 

la  solution  la  jihis  j;énéralc  ilc  celle  équalion  est.  »ii  désiyiuiDl  par 
A,  B,  C  et  D  quatre  constantes  arbitraires, 

H- C/„_,(x)  ©«(j-)  e-Fi'-i-H  Dtp„( r)  cp„_,(r)  e-»F<'i. 

En  particulier,' elle  est  satisfaite  par  l'expression 

e-*-^^>[Mx)on-i(T)-/„.r{x)o„{T)], 

dont  il  est  facile  d'obtenir  la  valeur  en  se  servant  d'une  des  pro- 
priétés les  plus  élémentaires  des  fractions  continues. 
Avant  en  effet 

fn(X) 


et 


on  en  déduit 


d'oi 


/„(j-)o„_,(a:)-/„-,ra7)<p„rar)=Mx2«-', 
M  désignant  une  quantité  constante. 

■i.   De  là  résulte  que  l'équation  Î2  =  o  esl  identiquement  satis- 
faite quand  on  fait 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  établissant  certaines  relations 
entre  les  coefficients  des  polvnômcs  inconnus  ft,, (j-),  II„(a:), 
e/,_,Cr)etH„_,(.r). 
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M;iis,  |»(mr  obtenir  c«'S  r«'lati()iis,  il  esl  plus  coiiunodc  de  Irans- 
foniicr  d'abortl  les  ('(jnatioris  (.i)  el  (4).  A  cet  elVet,  je  poserai 


y  =T'^^ii„{x)e       «    Y 
el 

n  ri 

M  =  .r" /«„_,(a")e       *     U. 
l'.ii  faisant,  pour  al)réj,'er, 

U  -   I  "  -^  '  ^jiL-^^  _  ^''^■''^  1 V  —  —  ^'"^^^  _  ''_  !  ^Â(j-)      n„(.r) 

el 

_^  n  —  \  ^  ¥'{t)  _    d_  i  e;,^,(.r)         H^-iÇj-) 

les  é(piations  (3)  cl  (4)  clevicnnent  rcspccliveinenl 
(5)  Y''=RY, 

ni 

{ù)  U'=SY. 

Formons  maintenanl   l'équation  linéaire  cl  du  quatrième  ordre  à 
laquelle  sali>l'ait  l'expression 

17)  Z  =  YU ; 

a>ant  identiquement 

yu  =  x'-"-'  e-F"-»  s/^n{x)Qn-x{x)  Z, 

ctx-""'  e"*"'"  étant  une  valeur  de  ^'/^,  on  voit  (jue  l'équation  dififé- 
rcnliellc  en  Z  a  pour  solution 


v/e„(a:)e„_,(ar) 

o.    l'^aisant,  dans  re  qui  suil, 

I 
Z 


v/e;,(r)e„_,(x) 
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on  obliomlra  rarilcineni  imc  rrlaliuii  lim'.iiri'  (miIic  '/,  cl   x's  liois 
|»rtMniôres  tlt^rivéos. 

Do  l\'(|Uitlion  (7)  on  drdiiil  en  oflVl 

(8)  7.'=YU'^-UV. 
pui>,   fil  \tilM  lit-  ('■(|ualioi)s  (,">)  ri  (()), 

(9)  //-(  U  ^S)Z  =  2Y'U', 
puis,  m  (liTivaiil  im<*  Irnisirmc  lois. 

(10)  /  —  ^U^  S)Z'-(K  -hS  )Z  =  7.RYir+uSUY', 
cl  on  lin 

I  Z"— /(Ft  ^S)Z'--;>.(R'-hS')Z' 


(m 


[(M  — S)î— H"-  .S  JZ  --  y.R'YU'-f-2Sl]Y'. 


Si  maintenant,  entre  les  éqnalions  (8),  (10)  et  (11),  nous 
«'•liniinons  les  cjtianlilôs  VL"  et  UV,  nous  ohlieiulrons  la  relation 
clierchée 


Z 

Z"  — (R-f-S)Z'-(R'-^S')Z 

Z"-  v.(  R  ^  S  )Z'—  2(  R'  ■+■  S')Z'-^  [(  R  —  S  )î—  R'-  S"  1 Z 


îR         28=0, 

•Air       2  S' 


ou  ciKcjre.  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

R -H  S  =  G        ri         H  — S  =  K, 

(12)     Z"-^Z"'-2GZ"^  /.^,G^-3G')  Z'-t-  ('kî-+-^-G'')z  =  o. 

(>.   l.a    lelation   précéJentf  peut,    comme  il   est  facile  de  le  v('- 
lilicr.  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 


ri3» 


-^  (gZ»-  ZZ'-t-  -  Z'»^  ^  KZ  fhA  dr. 


Je  remaripierai  d'aljord  rpic,  le  premier  memijre  de  celle  iden- 
tité élanl  une  fonction  rationnelle  de  jr,  l'intégrale  f¥J^/^dx  ne 
doit  renfermer  aucune  partie  transcendante,  cl  de  là  découlent 
immédiatement  un  certain  nombre  de  relations  entre  les  coeffi- 
cieiits  des  polynômes   B„(./),    Il„(.r),   0,,    i(.r)   et   \\„_i{x).    En 


i 
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secoml  lirii,  (('llf  iiili''i;ral('  in'  dnil  n'iilcniii'i'  .nu  une  (|ii;iii  I  ilr 
coiisUiiilf  ;  t'ii  fHi'l,  le  |)i()(liiil  tic  (Cl  If  roiishirilc  |)iir  K/  tloii  liera  il 
une  (|iKititil(-  irralioiiiJi'IK'  (|iii   in'   |)fiil   cM^lcr   tiaiis   I  \\|iit'SM()ii 

i^((i/--/;/;'4-r/'-). 

Kii  liih'^raiil   la   relation  (l>),    il    Meiil,  <ii    (l<Mf;i)aii  L   |)ar  |j  iiiu' 
conslaiile  com  l'iiahlcmi'iil  clniisit'. 


cl  encore 


•;..  ?  -r-  GZ»  -   Li:  -^  J  Z'ï  ^  ;  (  /  \\l.  iir  )^ 

I  /V-,  ,      ,  74?       ~     ^'     z^ 
7j'^^"''-^\/zî-^'^^-T--^zï- 


Le  premier  ineinl)re  cI(î  celle  idciilil»'  élaiil  une  Coiielion  lalion- 
nelle  île  .r,  il  en  résiillc  (|ue  rexpression  ralioiinelle 


esl  un  carré  parlait. 


Zî  z        z^ 


II. 


7.    Cuinnie  ap[)licalion  des  rt-sullals  obtenus,  je  ferai 
F(r)  =  T^-f-  2rtx, 

r/  désignanl  une  constante  arbitraire. 

(In  voit  (pie,   dans  ce  cas,  fn{^)  satisfait  à  une  t'(piatioii  dilK'- 
lentielle  de  la  forme 


—  ■?.  T  —  2 


")/-(--^-.^>-»^ 


e„(j-)  =  X  —  a„, 
et  le  |)roblènie  à   résoudre  consiste  à  déterminer  les  coefficients 


s.    On  a 


\  r         ».  J^  —  a„  / 


•trt  -I-  I  H -H .,   H 1- 

x^        i  (./ %„)-         X         T  —  a„ 


=  r*  -4-  -2 


Il    \    I  /M  //   -i     I  > 

1,,   I  X  X* 


(r.  "  \  I  3  I 

(  Q„  H H,,—  a) !-  7 -r 

\  1„  1    r  —  %„  '\    (.r     -  ï„)» 
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Cl 

r ,  /j  —  n  1      «  (  rt  —  I  ) 

S  =  x«-+-a«J--^rt«-f-  \\\,^i-x(n-i)a~ -H — '- 

I  a„_,  J   r  j-ï 

/  n  —  \  Ni  3  i 

On  en  ilfdiiil.  l'ii  |MtsaMl.  |)i)iir  abrt'-gcr  I  <'-»iiliir(*, 


n         n  —  I         . 
\\-r-  P,,-i  —  fA-ifi  —  \)(l — =^  A , 

Q„H a„— a  =  H, 


et 


Q«-i  -i 2«-i  —  f/  =  c 


l'„—  l'„_,  -  'a  —  —  -t- -  l^. 

a«  «/i-i 


1rs  ronnulcs  suivanlcs  : 

^  .A        9.  «* 


x  —  x„        J-  — a„_,         4  (.r— a,,)^        4   (.r  — a„-i)^ 
et 

I>  ^  a^  ^       H  C  3  I  3  I 


X*  X—%n  X^tn-X  4(^  — ««)'  1(^—  «/i-I 

*).    On    a 


Z  =^ 


v/(jr  — a„)(.r  —  a„_,  ) 
Posons 

(x— a„)(x— a„_,)  =  A,  ; =  p, 

a„a„_i  =  7         cl         x„—  in-\  =  w; 
il  viendra 


KZcIr  =  T)    /  —  -  -^  v.«  /   ;^  ^  I{  /   ■ r- 

•  '  J    -ry/l  J    x^s/^  J    (•r-a„)v/A 

r   r  dx  3    /•         r/jT  3    /•  rfj^ 
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(III.   III  (irccl  iliilil  les  iiih'^iMl  idils. 


n  /Â 


{X—  a„_,  ) •-  (.r  —  «„  ) 


»o  v^A                                 (ij  y/A 
I  /Â I y/Â  j_j:— a„_i         i    r  —  i„ 

(lommc  ciMlc  iiil('';L;!;il<'  iif  <l<ni  |i;is  ritiiiciiir  Je  piiilio  liaiiscoii- 
(laiito,  on  a 

(li)  D  =-.-«(-  -^-^), 

d'où 

(i6)  I>„=  I>„_,_H:iflf_  lîil^ 

el 

(  1 7  )  A  =  7.  P„  —  4  Hrt  —  /i  (  -^ î—  ) . 

10.  On   a 

—  I    /".  .,    ,  .,  xn        I         I  I  I 

Z    ./  X         -j.  X  —  a„        2  X — a„_| 

rclalinn  oii  )  ai  posé,  pour  al)i(''i;cr. 


hiiis 


_^_,G--^+^ 


—  43(j-* —  ïpx  -^  q  )  -^  \x^-^-  Hax  -h  W- 

X  x^         X — a„        X  —  a„_|         ■>.  \x  —  a,,/ 

'{  I  j  I  5  I  I  I 

î(x  — a,,-,)*       \(x-~-x„)-       i(-r  — a,i-i)*       v».to(j-  — a„)       ^^(x— x„_,) 

7.  A         4"*         /     |>  '     \  ' 


y./v         4«'        /     ,,  I     \         I 

1 _  -4-      >.  M ) 

X  J-*  \  2M/  X  —  a„ 

' /      "^  /(.)/ or  — 2„_,        4(.r  — a„)»        4(j-  — a,,-,)» 
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I/i(liMilil«''  (  I  4  ^  lionne  alors  les  rclali  ons  stiivanics 


(|8) 

(>9) 

(ao) 

(il) 
puis 

cl 


M»  =  I  -t-  p, 

N*  -h  7  /j  M  =  rt*  -+-  «7  p, 
A-i-4«N-+-/i( )  =  o; 


B  =  Ma„— Nh 


C=  — Ma^-i-^-N- 


Œn-i 


(^cs  deux  (It'inièrcs  sonl,  coinnic  il   csl  lacih^  de  \c  voir,  idcnli- 
c|iieinenl  satisfuilcs. 

Des  équations  (ai)  cl  (17)  on  tlt'iluil 


On  a  cnsuilf 


I    \       ha„_i  4-  C<7„  _  Pff 


Bï=  (lMa„-N-f-  — )*; 


doii,  en  {l('-vclo|i|i;iiii  le  carn-  «M  en  rcniplaçanl  M-,  MN,  N-  el  N       - 
par  lours  \alfiiis  lir(''cs  des  relations  (18),  (19),  ('-io)  el  (22), 

('3) 


-(a„^a)2 


t«        *«»«    I 


On  a  (le  ni»*ine 


don,  en  d('velop|)anl  et  en  rcniplaeanl  M',  MN,  N-  el  N  par  leurs 
valeurs  tirées  des  relations  (18),  (19),  (20)  cl  (22), 


(■i\) 


C.'- 


2  n  G  a„ 


'jt/iB 


^/i-i<^« — 3[„    ,)         a„ — 2„ 


—  C3(„_,-f-fl;' 


''w  -1  ''//  ^/i  — 1  / 


HKULCTION     hN     HIAiTloN     liOXTINLK 


UK  /'".  ir, 


I  1  .  I..I  >()liili<iii  ('iiiii|il('li'  (lu  |ii  nhli'iiic  (">t  iii;iiiili-|i;iii  t  i.iriK-lirC 
;i  une  (iiicslion  d    Vl;;rl)ir  «'•Itirirril.iirc 

Si  vu  cllt'l,  (Mille  les  «m|ii. liions  (  >/))cl  ('.>.{),  on  <'liiMiiir  siic- 
ccssivi'incnl  (  !  ••!  I>,  on  olil  icndr.i  ilcux  <'(Hi.il  ions  du  (|ii,il  in'nu' 
(l('j;ti''  ;iii\(|ntdlcs  s.ilisfoni  rcspccliv  iiiirnl  rc>  dciiv  (|ii;inl  ilt'-s,  et 
(|iii   >oiil  de  la  lornie 

Cf.'»)  '!'(  1^  3„.  ï,,    |.  //  »  —  Il 

(M 

(  /(i>  *i(C,  a„,  2„  -,,  n)  =o. 

Si  inainliMianI  on  «d)Sor\t'  (juc  15  se  déduit  de  (j  pai'  le  elian- 
<;enienl  de  //  en  ( //  -j-  i),  de  ri-ijualion  {'.'.C))  on  dt-dinia  une  nou- 
velle étjnaliini 

(271  <I',(IJ,  a„-n,  a„,  « -H  i)  =  o 

(>es  deux  é(|uations  (aà)  et  (''-7),  auxquelles  satisfait  li,  sont 
d'ailleurs  dislincles,  puisqu'elles  ne  renferment  pas  les  ni«'mes 
Ifllies;  en  <'en\anl  la  eoiidilion  m'-cessaire  et  suffisante  pour 
(|U  elles  aient  une  raeine  commune,  on  ol)liendra  la  reladon  qui 
lie  ensemhle  trois  quantités  consécutives 

art^-|,      a,i     cl      a„-i, 

et  celle   relation    permettra    d'ohtenir   ces  diverses  quantités  par 
voie  récurrente. 

La  \aleiir  de  la  racine  commune  donnera  H,  et  par  conséquent 
()„:  enfin,  la  valeur  de  C  se  déduisant  de  celle  de  B  par  le  clian- 
j;ement  de  n  en  //  —  1,  la  formule  (22)  donnera  la  valeur  de  I*„. 


>l  l{ 
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1 .  Soiciil  '/,  A.  r /.  ///  »jii;inlil»''>  iirl»ili;iirt's  cl  I" ,  l* , ,  l' j,  .. ., 

Fm_t.  'n  polviiùinos  cnlitMS  en  ./■.  Si  Idii  (I('sig;nc  rcspeclivciiiriil 
par  a,  3.  *•',  . ..  a  I«^s  degrés  dr  ces  |i(il\ nômcs  cl  si  l'on  pn^c,  |)((iir 

alirôger, 

|JL  =  a-4-{J-t-Y-t--.--*-^. 

un  \i)il  (pic.  tl.ms  ICxprcssion 

V  =  Ff""-^-  F,r'"-(-  F, <•'••'■ -4- .  .  .-(-  F^j-jr/»-. 

figurcnl  les  u. -+-  "'  coefficicnls  des  polvnnino  I",  \\ l'',„    ,. 

En  donn.inl  ;"i  I Un  d  cn\  nnc  viilcur  iiihilr.iirc,  on  |iciil  encore 
disposer  des  (u4-  ///  —  i  )  autres  coeflieienls  de  façon  à  annnler, 
dans  le  développcnienl  de  \  sni\anl  les  puissances  croissantes 
de  jr,  les  coefficicnls  de 


./•'.       T-, 


■f\l.-*-m—t^ 


Les  polynômes  F,  F,,  .  .  .,  F,„_,  étant  ainsi  dclerniinés,  le  déve- 
loppement de  V  commencera  j)ar  nn  terme  de  l'ordre  de  xV-'*'"'~^ . 
Dans  une  Note  puljliée  dans  le  JokiikiI  de  M.  liorchardt  ('), 
M.  Hermite  a  donné  une  mé-thode  très  simple  et  très  éh'ganle  pour 
déterminer  les  valeurs  (Je  ces  poljnômes.  Depuis,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  tous  les  nombres  a,  [i,  v,  ,.,,).  sont  égaux  à  un  même 
nombre  n  (*),  j'ai  rallaclié  la  reclierclie  de  l'expression  V  au  déve- 
loppement de  e-^  suivant  les  puissances  croissantes  du  polynôme 

f{^z)=^  (2  —  a)(z  —  b){z  —  c). .  .{,z  —  l ), 


(')  lettre  de  M.  Uermile  n  M.  /{orchardt  (  Joiirnnl  de  M.  Jlorrliardl.  l.  ?()). 
(')  Sur  le  dévelop/tenicnt  d'une  fonction  suivant  les  /luissances  croissantes 
d'un  polynôme  {Journal  de  M.  liorchart,  l.  NS; 
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cl.    IMl    jMCJaDl, 

/{Z)  =  Z"'^pZ'"-^  -¥-  (/Z"'---h  .  .  .4-  s;  H-  /. 
j';ii  inoiilit-  iiiic  \    l'iiiil  iiiir  Miliilioii  (le  r('<|ii:il  ion  di  llt'i  ciil  iilli-  du 


///  miiit' 


</'"  y  d'"-'  y  ({'"-"-y 


/  II'"  y  a—    •  Y 

^  </.r"'        '   rfj'"-'  ' 


ffj>n-i  I  </.r"'-î 


,/»i-ty  fl"'-*r  f/"i-'y 

,lj-m-\  I   dx"'-^  '  (l.r"i  -^  -^ 


Si  I  on  n'|)r»';s«'iil(',  pdiir  un  iiisi;ni|,  |);ir 
Itr,      D-'i.      \V\y      ... 

les  (loriv(''('s  siKîct'ssivc.s  (Ir  1'.  r('<|ii;ili()ii  pi-t'-c/'ilcnlc  pcul  se  inellrc 
sous  la  foriiir  s\  ii)l)(ili(|ti('  (|iii  mii(  : 

r/i  J)  I)   — /  (  l))r  =  c». 

!2.  Dans  le  cas  plus  <;tMK'-ial  (u'i  les  nombres  a,  [i,  -',  ...  sont 
(liflércnls,  il  csl  aussi  facile  de  ionner  rt''(nialif)ii  diUV-iciil  ielle  à 
la(|uelle  satisfait  \  . 

Si   Ton  |it)>c,  pour  aliivijer. 


fu  =  -r 


f 


./■/=  -^ 


f 


.r  —  h 


celle  ('(piatioii  diUcrnil  iillc  |)ciil  s'écrire  sous  la  loriiic  s\  Illl)oli(pll• 
(l)  .r/(0)r-|a/:,(l>)-t-^/,,(l>)-h...-h  X//(D)|^K  =  ... 

cl  on   le  dénioiilrerail    ai>(''iiiciil    eu   suivaiil    la    xoie    iiidiinK'c   par 
M.  Mciimie  dans  la   \olc  (pie  j  ai  e.iUc  ei-dessus. 

\\.    \\u  pal  I  iculirr,  si  m  =  .H,   I  ('(piatioii  (^  i  )  |)cul  s'('crire 

.r f  k"  —  {it  -\-  h  ->r  c))'" -^  {ab  -^-  bc  ^  ca  )y'  —  abc  y  \ 

—  j (  2  -+-  îi -+-  Y)r"—  [2t(6  -+■  c)  -+-p(c-+-  a)  -f- y(«  -i-  I^)]/ 

-\-{%br  -+-  ^rn  -f-  -^ab  )y  j  =  o. 

V.u  sup|)osanl,  ce  fpTil  est  toujours  permis  de  (aire  sau»;  nuire  à  la 
j^énéralilé  du  problème,  (pie 
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r«'i|ii.ili«>ii  |»i-rc«'Hli'nl('  tlf\l('ii( 

\  ■^1.»'"—  (*-^  «')j'-+-  '""^-'l 

(       —  J  a  -H  ^  -(-  '{)y'—\oL(f>  -H  r  )  -K  c  ?  4-  «  Y  ]_^' -<-  %bcy'-  =  o. 

Jo  nie  |)ri>|insc.  tlans  ce«jiii  »iiil.  de  (IciiHuiti ci   (lircclcmctil  celle 
r<|iMlioii. 

•i.  Soiciil  !•',  I",  (M  l'\.  Iniis  [xd  \  nùincs  en  ./*  donl  le  dc^M'é  soil 
respeelivenieiil  niar(|iié  par  les  nombres  a,  [j  el";  on  pciil  dis- 
poser des  coeflicicnls  de  ces  polynômes  de  Ici  le  smic  (pic  l(  déve- 
loppement de  l'expression 

V  =  F-+-  F,c'"--^  Fjtf'^-r 

commence  par  un  terme  de  l'ordre  de  a:^"'"!^+Y+-. 
On  a  donc 

F  ^  V,e''-'-+-  Fiff^=  (j-*+?+-r+»), 

(in,  en  faisanl,  pour  ahrcj^er,  a  -f-  |j  -j-  v  =  u, 

(  3  )  F  —  F,  e''J-  -H  Fj  rf'  =  (ri*-*-*  )  ('). 

Mil  r<irmaiit  successivement  la  première  et  la  seconde  d(hivée  de  la 
relation  (.i),  il  vient 


(U 
et 


F'-i-  e/'x(  f;  4-  6  F,  )  -i-  e"(  Fj  -+-  c  F^  )  =  (j-lt+>  ) 


(  5)     F'^  e'"(  F;  -t-  2/^  F;  -^  />»  F,  )  -H  c"(  F'^  -4-  v.cF;  -1-  c2  Fj)  =  (^!V). 
l'^n  n'-solvanl  les  (^•(pialions  (3),  (4)  et  (5),  on  a 

F. 


A  = 


F  F, 

F'  f; +  AF,  F^-HcFî 

F'  Fï^2^F; -^^2F,  F'^^7.cF|-t-cîF2 

[xV-^*)  F,  F, 

(a-ix^.)  f; -/.F,  i;  +  fF, 

(xl*)  f;  -4-  a ^  f;  -f-  6»  F,  f;  -f-  2C F',  -h  c» Fî 


(')  Ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  d(!Aignc  géDd-ralemcnt,  indépendam- 
ment de  la  nature  des  coefficienls,  par  (xF)  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  comrnrnçanl  par  un  ternie  en  xP. 


Mil    I.A    lONirUlN    t  XI'oNKNTIl  I  I.K.  J.tij 

il'où   il   ii'siild-   )|ii(-   A  i'>l  <ii\  l■^llll<■  |):ir  .1" .    (-1.    (oiiiiiir  il\iill(iii's 
celle  i\  pressKui   esl  |>re(is<'iiieiil  ilii  dei^H'  ■;..   on  :i 

M  iIi'>i\;ii:miI  iiiie  (|iiimlilé  emislaiile. 

.).    Je  pnsc,  |M)iir  iiliréper. 

A  -  Mrti-  l'F'— <J|-   —  IU'\ 


lllllr 


el  enliii 

//!•'  —  {■//'  —  le 

(!ommc  on  n  éviclemineiii 


'/  r  —  \    Il    —  ti). 


A  = 


F'      e-'>x  a'     e-f'v' 
V     r-''-^ii''     c-fJ-f' 


on  on  (Iffliiil 

(>(tnsi(It'r(»ii>  iiiainten;inl  I  é(|ii;il  khi  «liHérenlielle 


=  WtV-, 


i|iie  l'on  |ieiil  •'•erire 

(«•))  l>,. "_(),•'—  i;  )'  ^  \\.r\y. 

(]elte  é(nialion  esl  salisfaile  (|iian(l  on  y  fail  }- =  F;  la  même  éqna- 
tion  esl  éj^alenienl  salisfaile  fjiiand  on  v  fait  y  =1  n  on  )•  =  r. 
poiiivii  (|ii('  l'oti   \   r<'m[)lace  l.i  eoiishmle  \|  naf  Z(''ro. 

Si   (jonc  on   «'liniinc,    par    (JiHV-renlialion ,    la    conslaiile    M   de 
r)'-i|italion  (<i),  ré(|iialion  (]iic  Ton  olilii^iil 

I •  j-y   -f-  (  l' j-  —  u .r  —  J  //  V  )j  " 

-f-  (  R  r  —  Q  .r  -f-  5  n  Q  )  >'  -<-  (  It.r  —  3  /<  K  )  j  =  <> 

.1  |)otir  xoliil  loii- 


»        r  .         r  =  "         <"l  t  —  v; 
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c'o>l,  |>.ir  xiiilf.  r('i|iial  loii  ;i  l.ujiirll»'  s:ili>l.nl  I  i>\|>ic>si(>ii  \  .  I.ii  \ 
reinpIarruU  l\  (^)  cl  W  |);u-  leurs  xalciiis  «lunin'fs  plus  liaul.  cllf 
prcnil  la  101111»'  >uivaiilc  ; 

\  -h  \x(ii  -^  T(b -^  c)w' —  J-«i  "  +-  {JIH  ■' I  »■' 

'  -t-(xto'  —  (fc -+- c).rtu  —  ixto  I  K  =  o. 

<>.  Pour  siinplilier  colle  ci|ualittii,  je  ieinai(|ur  (|iie  rt'([iialiou  (6) 
a  iiiir  soliilioii  enlière,  à  savoir  le  polvnôme  V.  Il  esl  facile  d'ail- 
leurs d'intégrer  celle  éipialioii.  |»uis(pie  lécpialiou  ohlemie  en 
relranchanl  le  scc«»ml  iiiemhre, 

a  j»oiir  soliilions 

y  TTz  II         et  y  =  V. 

En  eniplovaiil  donc  la  niOllnnle  c  (niini.-  <l.'  |;i  \;iri;ilinii  des  con- 
slanles  arbitraires,  je  poserai 

y  =  A  //  ^\iv, 

|)tii> 

]M.rH- 
A  « -(- H'i  =  (j         .1  A''/'-r- IJ'e'=  — p— . 

Un  en  d«''duil 


A'  =  -p-  e-''-'  h  î  iLr.         H'  = j,^  e-^^  l ,  rljr 

y  =  MF,  e''^  f'Ç,  e   f'^  l'\  dx  -  .MF^t"^  C ^^^  e-^-^  F,  dx. 

(>«jninie  I  une    des  \aleurs  de  y  esl   le   pnUiKuiie  F,  on  voit  que 
rinti-L'inl'- 

ne  doit  renfermer  d'aulre  transcendante  (|ue  la  fonction  é~*-^. 

Kn  désignant  par  A  une  racine  quelconque  de  Téqualion  I*  :=  o, 
posons 


.ri*  F, 


=  E 


y    p    ^  y      y 

jLàx  —  l       Ad{.T  -D'i' 


\*t  J^X—l  ^(.T   -X) 


Sfll    I.A    KONflTIOX    KXI'DNKNTIKI.Li:. 
I    illl('|;IMlc    |)|  ('•(•('•(IclltC    <lt\lilll 

OU  ,   en   I  Mil  ^r, ml  |i;ir  |i;irl  i<-<, 

f  Jmà  J-  —  l        J  Jimà    T  —  K 


3',i 


dr 


du 


dclli'  cxpiTssiori  m-  (lr\iiiil  iciilcrincr  <l  nuire  Ir.'iiisccrKliiiilr  (|nc 
(•  ''•'■,  ou  (loil  avoir, 'j)oui'  liuilcs  les  riicmcs  de  r('(|uiil  mu  l*(  A)  :=:  <», 
la  n'Ialion 


/; 


Y 


or  un  calcul  facile  «louiie 


/>        ;jL        Fj().  I        l*"(À^ 
7  ~  A  "  Fî  (  À  >  ~  !•'().)  ■ 

On   a  (loue,   «[iielle   que   soil   la   racine   considérée   de    lé(|uali(ui 

;f        t%Ù  )  _  ^"(X)  _  ^ 
À        F2(X)        F' (À  )  ~ 

(Toù  l'identilt'  >uivanle,  où  (î  dési^Mie   un    |tolvnôine   de  dei;ié  "'  : 

(7)  ,rF:,  r"-^aF,I''— j:Fjl''-//.rF,l"-i-GI'  =  (.. 

7.  pour  dc'lerniiner  le  |)olynome  G,  je  remarcjue  (|n'en  né^li- 
;;ear)l  les  inulti|)les  de  F^  on  a,  par  la  déiinilion  même  du  poly- 
nôme I*. 

I'-f.f; 

el 

l'^F,Fr,-h(c-/v)F,F;. 

I.a  relation  donne  (railleiii-; 

d'où,  on  remplaianl  l*  el  V  par  leurs  valeurs  coni;rues  suivanl  le 
module  Fj, 

rF,  F:.  F:  -f-  (r  -  />).rF,  V'^-  -+-  GF,  F'j  =  o, 

|)uis,  en  divisant  !• ,  !• .,. 


(\  =^,A_,.irF,    -r?:. 


^■, 

i-t  i-iilii 


{,  —  ni  Ij-!-  (h  —  r  i./l""j  —  .rFj. 


ni  (lésignnnl   iiiir  (|iianlil('  conr^hinU*. 

l'.ii   poiiiuil  «t'ilf  \;il(iii-  tir   (  "i    iliiii-^   rr(|iliilinii  {-').    cil»-   tl(\itiil 

,  S  )     .r  l\  V'-r-  { />x  r,  -  j-  F,—  iJiF,  )  I*  —  I  m  \'t  -+-(/>-'"  )r  1%  —  j-  FJ  ]  I'  =  <»: 

P  (■•|;inl  «lu  (IcmM-  (jj -h  v),  on  liiMixc  l.icilcimiil.   en   (•-iiliiiil  à  /.('lo 
II*  roclliiMnil    ilii  lirnic  !<•  jiliis  l'icxc  «l.m-.  I.i  nl.ilioii  |tit'cciK'iilr, 

//(^-t-y)  —  m  —  7(6  —  c)  =  ().         «l'oii  m  =  h^j-¥-  c'{. 

S.    I.ii   l'iiiiilm  ;iiil    Mi.iinlciKiiit  les  rcliilioiis 

i'iii(|-o(l(iis  les  foiulioiis  w  ri    »    diiiis  rci|(i;ili(m  (iS). 
Kn  cflccliiaul  les  calculs,  on  oUlieul  la  rrlalioli 

rj-ii'—  |(/>-r-<)r.r  --  ui-J-.ri'']  »r'-(-[6rJ-i'  -1-  |Ji(/>-i-c)f  —  //u'-l-j-/J  •»•  —  o, 

«Hir  ItMi  priil  iiicllic  >iMi--  l.i  l'ornir  '^iiivnnlr   : 

.r«r  —  [{  //  -i-  c  ).r  -7-  |j.]h''-t-  [ùc.r  -+-  ;j.(  ^  -r-  r)—  /»  J  ir  -i-  -   (  i'"ii'  —  v'  w'  ), 

.le  rniiar(|iir  mainlrnanl  (|iir,  u'claiil  r;;al  à  m'' —  \'u\  l'expression 


i'  «• l'  IV 


a  pour  vairiir 


i'  Il    —  u  »• 


On  a  (Jonc  idenlicpiriiieiil 

r(  «•'—  to)  —  ((6  -t-  r  .r  -f-  ;jl|  «r'-i-  [ /7f\r  -4-  j/i  A  -     r  )  —  m  J  ^l>  =  o. 

Tirons  (.)  de  crllr  rrlali(»n  cl  porU'ns  sa  valeur  dans  récpialion  (A)  ; 
il',  \v'  cl  »•"  dispar.o'lioiil.  ri  l'on  olilirndia  nnr  éfpjalion  de  la 
forme 


—  |(  6  ^  c  )  Jr  -+-  ;JL  ]y  —  I  ffC.r  --  ;x l  h  -h  r 


Uv  ^  o. 


On  déirrminera  H  en  reniartpianl  (pir,  ("('(pialion  pi  ('cc'drnlr  avant 
pour  solution   Ir  polvnônic  entier  Frpii  est  du  de};ré  y.,  M  rsl  une 


8111    LA    FONCTION    KXrONKNTlIl.l.l  .  S.')!? 

consliinh-,  cl  (Iim'  le  ««icffirinil  ilc  ./■*  dans  le  |>iciiiiir   iiKiiilin-  csl 

Il  -+-a/vr; 


1)11    a    (lolK- 


II  -  —  aA, 


11.    Si    iiiaiiilçiiaiit    on     r(iii|ilii(r     rrsjK*  1 1  vrmcnl     ;;.   cl     ///     par 
3t  H-  [i  -|-  ">'  f  l  />[i  +  r",  rt'(|iialliiii  ilc\  nul 

J'y"'—  [(  a  -h  c).r  -f-  a  -+-  p  -H  Y  ]^k' 

H-  [^car  -i-  a(^  -r-  r)  -I-  CfJ  -H  />Y  ]^' —  zOc y  --  o. 

et  on  |>iiil  la  mcllir  sous  la  lornic  (jiic  j'ai  incnlioniH'c  plus  liaiil  : 

./•[  K  "  —  (  ^  -f-  r)y"-T-  hcy'  \ 

—  J(a  -I-  3  -t- y\>'—  [  3t(  ^  -(-  r  )-+-  c^  -+-  ^yI^v'-h  y.ljcy\  =o. 


SI  i;    LA    1()N(,1I(>\ 


m' 


liullclin  (le  la  Socivic  mat/icniatiifue  tir  /■'■-••"■     t    \  111     i^^-ç). 


I.    Soil,  cil  (J«'.si^ii;uil   |);ir  '.)  une  coiislaiilc  ;iil)il  raiir, 

=  =  (^ 

jt'  MU'  |ti()|»(»sc  iliihonl  (le  développer  c  en  liiiel  ions  conliiiiies, 
el.  à  eel  ellel,  je  jioserai 

z„  ci  f„  (lésii^nant  (l<'ii\  polvnùnies  enliors  en  ./•  du  dej^rc'  n,  qiK- 
j'écrirai  aussi  On{x),  f„{x)  cl  '^„(.r,  to),  /„(.r,(.))  lorscinc  je 
voudrai   inellre  en  évidence  la  variaitie  ./■  cl  la  eonslanle  <■). 

Coininc  ;;  Icnd  vers  l'unité  quand  .r  cioîl  ind('(iniincnl,  on  voil 
(|ue  les  coclficienls  de  x"  sont  éj;aii\  dans  les  deux  polynômes; 

z  se  chani;eant  d'ailleurs  en  -  (juand  on  change  le  si^ne  de  r,  on 

en  conclut  la  relation 

,„,./  ,  =  (_i  )"/„(—  ./•;; 

on    a   aii<'>i    e\  nleiiiiiM'iil 

&„(jr,  to)  =/„(j-,  —  U).l. 


(')  Ici,  comme  «lans  loul  ce  qui   suit,  je  dùsigiic  gcnérakiiicnl   par  (  — ■  )  ""f 

st-ric  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commençant  par  un 

terme  (le  1  ordre  de 

xf 


SfH    l. A    1  ONCTION 


(■^;v- 


^.  .le  r.i|i|MllriMi  (I  .ilmiil  1rs  |-t'>til  (:its  olilcii  ii-  (l;ms  |.i  N()|((|iir 
j'ai  nn'-sriili'i-  rt-crnimcii  I  .1  la  S(»cii;U'  Sitf  la  1  l'ducl mn  en  fiac- 
fio/ts  rn/ifiiii/rs  >l  '  11  iir  f'niict imi  ijiii  sdlisjail  11  tiiif  riiitulinii 
llni'iiirc  ilii  pii-inirr  ordre  à  coc/Zicicnls  rtitiunncls. 

Suit  |)ro|>()S('  (If  i»''(liiir(;  cii  IVarlioiis  conliiiiics  iiiir  luriclinii  z 
salisLiisaiil  à  I  i-(|iial  khi  iliHV-ii-iil  icIIc 

Wj'=  Vj-hL. 

où  L,  \    cl    \\    (lt''si;;iiciil    (li'S    |)(il  N  iKHHo  i-uluTS  cil  j\   cl   soiL  -" 

./ " 
la  it'chiilc  (le   iaii;4  n  . 

Kcprcscnlons  |»ar  H„    iiii    poK  ik'hiic  ciilici"  du  (Icf^n-  de 


V     - 


-fi,) 


cl  par  \„  une  conslanlc  donl  la  valeur  ne  dépend  (pic  du  ii(»inl)r(^ 
ciilier  n  et  csl  aeluelleinenl  indclerniinée  ;  on  a 

cl   ion    \()il    (pic    //,    siitisfail    à    une  i(pi,il  uni    liiicaire   liii    second 
ordre  de  la  loriiie 

wy-t-  \Voj''-(-  W \y  =  0, 

où 

\V„  =  V-t-W-W^         Cl        w.=  ^', 

K„  désignant  un  polynôme  entier  en  ./•. 

Une  sccoiule  solution  de  celte  équation  e^t   ijoiiiii'c  par  la  lor- 
niiile 


i'^ii  |>(»sanl  fie  |iliis,  |H)ur  ahréj^er 


l'«, 


on  a  les  ndatioiis  suivantes 


(■  A  t 


\  ''/Ml 


:r,., 


I.;»  prrinirrr  tl(«  ces  i-(<lalion'%  dcUTUiinc  !«•  dt'^n- cl  la  forme  <K' tl„  ; 
t>n  dt'lcrmiiicra  coinplrlcmnil  vc  polvnônu*  en  cxpriinaul  «juc, 
|ioiir  mif  v.iUmii-  oonvciuihli'  tic  l'„,  I  (•\|)if>>i<tii 


,..jt- 


Siilisliiil  il  r('i|iiali(>ii  (IiHV-rculii'llf 

\\  Il    4-  \N  ,1  M  -+-  (  NN  I r:: I  M  =  O. 

i^    I.a  lonclion  -  =  (  ~~~)     sallsl'ail  à  ré{|iiation  (linVrniliclli- 
(t^ —  \)s'  -h  il»  z  =  (>: 
dans  le  cas  acliicl.  ikhis  avons  donc 

W  =!=  T- —  r .         \  =  —  jno        il         L  =  », 

«l'oii  il  résullc  «raiioid  (|iic  (-)„  rsl  nnr  conslanlc  «inc  nous  fci-on«. 

«'•^ajr  à  —  I  . 

(j- I    (Il 
\ 

ol 

(  I  )  (  .r*  —  I  )  y"  ■+■■>(  .r  ^  (<i  )r'  —  //  C  «  h-  i  ( y  =  o. 

r  ûh 

Nous  dclcriniucrons  l'„  <l  iî,,  par  la  condition  que  n  =  o'  ^  -' 
satisfasse  à  réfpialion 

-     r  •'«    I 

(  .r-  —  t)u  -r  -/.ix  —  «)  )ii  —  \  ni  n  -^-  i)  -\ «  =  o. 

ti„»'lanl(lii  premier  dc<;ré  en  jr,  it  csl  de  la  forme  (x — i  )*(x-t- i)f^  ; 
en  subsliluant  celle  expression  dans  récpialion  |)n'cédenlc,  on 
Iroiive  les  ('ipialions  de  condition  (|ni  suivent  : 


el 


(  a  -h  'i  ) (  X  -4-  ^  -+-  I  )  =  « (  «  +  1  ),         -i  —  [i  =  w 
I'„  =  /i  (  n  -T-  I  )  —  (  2  -h  [i  )  —  oi'. 
<  )ii  |)eul  y  satisfaire  de  deux  façons  diflcicntes. 


sni    1.  A    FON<  TlilN 


3i7 


l'.ii   |)ii'iiii('r  lieu,  un  jx  til  |iu><'i' 


II 


(  )n  m  tli'diiit 


_^  n  -t-  w  ,  /*  —  to 


( H )  =  n 


r  -H  to  ; 


iiuiis  il  esl  facile  <!»'  \<)ii'  (|ii«'  ccUc  soliilion  ne  convicnl  pus  à  la 
<Hicsli()n.  Eu  cIlVl,  vu  posant  /()=!  cl  faisant  n  =  o.  on  aiirnit, 
fn  vertu  île  la  prenuère  des  (ornuiles  (  \), 

cj'  i|iii  est  impossible.  piiis(|nc  /"(  est  nécessairement  du  pi-cmier 
ilegré  en  x. 
l'osons  donc 


a  -h  ^  =  —  (  «  -1-  I  ».  (inii  r„  —  (  rt  -t-  I  )-  —  w- 


el 


tu  —  «  —  I 
2 


to  -(-  /J  H-  I 


On  en  dt!'tliiit 


!J„  —   (o  —  («   -i-  l).T, 

et  les  formules  (A)  deviennent 

{■>.)  (x^-  —  i)f'„  =  [to  —  in  -M)^l.A-4-/„-i, 

(3)  /„^,  — (2«  -H-l).r/„-H  (/JÎ  —  lo2  )/„_,  =  (.. 

Kn   clianj^^canl    co  en    — (o,    on   ohlient    encore    les    lormnlcs   mii- 
vantes  : 

(■i)'  (.rî—  \)o;,  =—  [to  -~{n  -+-  l).rj'i„—  •^„^|. 

(  )  i'  ç.„^.l —  (  Ml  —  I  )J-'f ,,  —  (  «-—  toî  )'i,<-:  =  o, 

<  )n  a  d  .lilieurs 


3^"  ,vi.0Kniu:. 

\ii  inoMMi   (le  ('(•■«  foiiiuiIcN.    itii  tiitiiV('  (•(■■^   \;iliMiis  do  |Hcmi(M"s 
|>t>Ivuùmcs  : 

y^  =  I ,         /,  --  .r  —  lo.         /,  —  3.r*  —  3  co.r  -+-  to*  —  i , 
/j=  l5x* —  I  5u>.r*-t-  (6w'  —  9).r  —  col  (o-  —  .j  ). 

Du  rcsl«\  réquiillon  (i)  s'inh'j^raiil  :iii  iimvtMi  dts  sriios  liypor- 
};«'Oin<''lri(|iirs,  on  ohiiciit  ainsi  aisi'-iiKMil  rc\|tiH'ssi(iii  siiivanle  : 

/n  =  { —  I  »"  (  W  -(-  I  )  (  10  H-  2  ) .  .  .(  lu  H-  // 

)  r      _"'*  -^  '/'-♦-  ■^  \  /<  (  '/  -1-  I  M  /«  -t-  I  M  "  -T-  •'■  )    /l  -4-  ^V    , 

(  5  )   '  I  I     «O  -4-  I   V  "    •'.       /  "^  ï~~^  (tO-HI  )<,U>  +  UJ   \      '2       / 

r  _     '*      (n-hi)(n  -<-9.)...  a/i       /i±i^y' 

~^  ~  '      (  »o  —  I  )  (  «o  -+-  ■>.)...(  tu  -t-  n  »  \     V.     / 

Dfs  foriiuik's  (i)  cl  (.j)  on  dr-iliiii,    cii  y  Caisanl  j:  =  i   cl  imi 
remarquant  que  0,1(10)  =z/„{—  (o), 

(  6  )  A„  =  2  10  (  I  Oj!  )  (  I  i  JO-  ) .  .  .  (  I  —    "  -  Ki"^  ). 

ro  qui  concorde  bien  avec  la   valeur  li-<Miv('e  pour  !*„. 

i.    Si  I  on  désij;ne,  en  j^éncTal,  par  S^,  la  soniinc  des//'""    puis- 
sances des  racines  de  rcquationy„=  o,  on  a 

S|  =  S3  =  S5  = . . .  =  Sî„_i  —  (o  ('  ;  ; 

celle  pr<>pri(''lé  est  carach'-ri^lnpic  du  polynôme  y,/. 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes,  l'osons,  en  ordonnant 
/„  par  rajiport  aux  puissances  croissantes  de  o), 

/„  -  \\-^.  ,o|',-h  ,o2l'j-+-..  .-J-(.j"l»„. 
De  l'équation 

on  déduit,  en  développant  les  deux  membres  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  w  et  égalant  les  coeflicients  de  la  première 
puissance, 


(')    Voir,  à  rc  sujet.   m;i    Noie    Sur   un  proh/cme  d'^lf^èhrc  { Utillctin,  I.  \ 
p.  3o). 


I 


a'ii  i.A  roNmoN     .  .{'iii 

.r       1/ 


(I  iMi   il   n^iillc  (MIC  (•■>l    1,1  // inliiilr  (le  l.i  loin  limi 


'M^y 


l.ii  <Ic^ii;ti.iiiI  ,  (Il  ((Ici,  siiis.iiil  I  iis;i^('  (»i<liii;iii(',  |i;ir  X„  le  jtnl\- 
iiùmc  tir  I  .(::<' 11(1  II-  «l   |t;ii'  Il  <  //  i  If  inddiiil    1  .  '.  .  .  .  //,  (III  .1 

l'o=  Il(/n\„. 

I)csi<;n(>iis,  (l;iiis  /*„,  |);n'  lli.r,  (u)  riMisi-iiihic  des  IcniiiN  Ikuiio- 
};«''nc.s  cl  (lu  (lo.urû  /i  |>;ii"  iii|>|Mirl  ;in\  (iciix  «|ii;inlil(''s  ./■  cl  (>)  ;  on 
verra    aussi    laciloiUL'iil    (|uc    II  m  , '■)  i   isi    le    (l('ii(Hiiiii;il<'iir  de  la 

//"  "  '■    r(''(liiit('    (If  ('"- . 

II. 

•         •  •  1     I      '  •         /'  ^   t    I  \  '** 

.*).    La  rt'dtul  i((ii  fii    liaclions  coiiliimos  df  la  ((Uiclioii  (  ) 

\jr  —  i/ 

fst  liéf  iiilinicmcnl  avec  le  dévelujtpoiiif iil  de  l.i  IdiielKm  (.r-f-:;)'" 

Miivanl  les  |)uissances  croissantes  de(:;- —  i). 


C 


Sdil,  en  fllfl. 

(  c2  -  I  )" 


,.^.,„=;^(v„^.u„)if^iL 


l'our   ol)lfiiir   ee  dévelo|ij)f nient    d  après    la    nu'lhode  donnée  par 
Jacolji  ('),  nous  poserons 

(z  -h  .r)^  =  A„.i'''  H-  />! ./"'-'  r  -f- .  .  .  -i-  />,.r"'-'  z'  -+-. . . 
el 


/l-Hl  -2//-t-2  -2/l-t-4 


Si,  dans  le  produit  des  deux  séries,  nous  prtMiiuis  lenscniMe  des 

Itl  l>4  .  ,  ,  I  I  '  ■ 

termes  —    H (lui  soni    <lii    prcniu-r  «t    «lu    seeond   de^re  en   -_^ 

z  Zj  z 

nous   voyons   aiscinenl   (pie    l>,    esl    de  I  ordre  ^■">~-"-<    ^t    j!^    iK- 
Tordre  de  r'"~-".  Ov  \  „ -h  cU«  e>l  la   pailic  enliére  de 


(='-.)(!^-^); 


(')  Entwickelitng  nacli  dcn  J'olc/tzcii  cincs  f^anzcii  l'olynoms   (Joiiina/  r/c 
Jliirc/ifiriit.  1.  .')(.  |i.  iip')  I 


3.So  ALokniiK. 

ri.  |t;ii  siiilo.  {' „  <'s|  (|(^  rmdrr  ilr  ./•"*-'""' . 

(i.  (>r  |»t)inl  issrnlicl  l'Iaiil  ('lalili.  <m  (lôrivanl  surccssivenioni 
par  ra|)|><>rl  à  ./•  cl  |>;ir  rapport  à  r  riilcnlih'  ((i"),  j'ohlieiis  les  re- 
lulions 

-Vit     <  -*  -  ■  '"         V/v  1     -,v  (^^-1)"-' 

■  2é  ^"  7.''-'ll(«)  ^  ^  <  ^  "  -  -  ^  "  -   >  .,.«ii,„_,) 

cl\)ii  les  idciil  liés 
(  )ii  a  lit'  même 

J^  5,«-HÎ||(/l  _^  i) 

(0  \„  =  9.  n  u;,  - ,  -!-  U'„  -+-  3-  V'„ 

On  en  ili'iliiil   ai-i'imiil  lo  --oliil  imis  suivantes  : 


d'où 
et 


(H 


^  «  —  L'/i-i) 

(j-«—  i)U^i-T-  •>>.J'(«  -H  I  —  to)Uj,  —  a>(2«  -i-  I  —  oj)L„  —  Cl. 
Un4-i-i-(.i«  -+-  I  — oj)U„-f- J-L"„  =  o, 

(  X^—  l){Jn^-l—[{'^n  -i-  l)X^-r-  M»  —  .^  «  —  I  J  U„ 

—  (xn  —^>i){■^n  —  !•>  —  n  l  J  „  _ ,  —  o. 

L„n-f-  (a/i  ■+-  i)L/,—  l;;_i  =  o. 


SLH    l.A    KOXr.TION    I  1    •  J5l 

7.     l    II    «.lit  (il   iIlK'Cl   (Innili- 

Uo  =  (  T  •+-  I  )W  —  (  j-  —  I  )">. 
l  ,  ^  (  J-  -h  I  )«^-«(  «o  —  I  —■  T)  —  (.r  —  I  )«^-'(i  —  (o  —  T). 

fl  la  (Iniiitrc    *\y'>  lonmilcs  jircci'ilciiliîs  jxTiiicl  de  calciilcr  lati- 
Icimiil  (If  proclu'  en  proche  les  diverses  valeurs  de  L,/. 

On  \  oit   i|ii('  l   „  tst  (11-  la  ((irmc 

F„  (  j-  -+-  I  )'"-"  —  «l»„ ( .r  —  n"»-" . 

•  Ml   V"  fl  •!•/,  d»''>ii;ncnl  des  poK  iiùiim-s  entiers  en  ./•du  dcijn''  //.  el, 
il'après  la  rrinai(pie  (pie  |  ai  laite  ci-dessus,  on  a 

F„f  ^  ^  ,  ,a,-«_  ,!.„(.,.  _,  ,a,-«  =  (^_^^, 
dtiù 

ce  ciiii  montre  nue   „-'  est  la  /?"""•  r(''duite  de  (  — —  )         •  Par  suite, 
'  '        !•  „  \x  —  \i 

^  Il  '"l^  *!•//  •"'  diir(reiil  (pie  par  un  noinhre  constant  A*.'  f„\M  —  // ) 

clde'i,i((<)  —  /i);si  d'ailleurs  on  d(';signe,  pour  un  instant,  par  M„ 

le  coeflieieiil  de  x"  dans  F„,  on  déduit  des  formules  pr(''eédenles 

.M„+,  =  —  (  >.n  —  i)iM„ 
cl 

M  „  =  ( —  1  )/< .  I .  j .  >  —  (  2  //  —  I  ), 

dOù  I  un  voit  (pic 

\'u  =  (-  I  )"/«  (  w  -  n  ),         '\\,  =  (—  1  )"  -i,,  (  (o  -  n  I 
el 

U/i  =  (— 0"  |(^  -^  I  )'^-"/n(0>  —  /O  —  (.r  —  I  )W    "  'J„  (  (o  —  /i)|. 

Transformons  les  rclalions  (H)  en  posant 

U  „  =  (  —  I  )«  (  ^  +  I  )'"-"//<  (  w  -  "  )  - 

puis  clianfj^eons  ensuite  <■)  en  (o  -f-  //. 

<  )ii    trouvera   tout    daltord,  ((uniiic  ikui-;  \    soiniiies  arrix)'-    par 


3!»»  Ai.tii.iuiK. 

niir  \i»ir  ilillV-iciili',  t|iir/*„  Nalisl.til  à  l»  (|ii,il  mii  du  >('((iii(l  o^(ll•(■^^  i). 
|uiis  lr>  roliUioiis  siii\.iiilrs  : 

/«.  i(«u  — l)=  \{fi  -h\)T-h  n-^ï  —  e.)]/„(to)-+-.r(x-f-0/;, ((.)), 
(.r  —  i)/«-n(w  —  i)  -4-  \{in  ■*-  l)x*-l-  -xo  —  yn  —  i  |/„(aj  ) 

-»  (  7  /»  —  (o)  (  2  /J  —  (o  —  I  )  (  .r  -+-  I  )/„  _ ,  (  ("  -t-  I  •, 

(Toù.  III  rliniiii.tiil  /'„\(')  )  :)ii    moNcii  de  lu  l'oiiniilr  (  •*.), 

(  8  )  (  -r  —  I  •/«-♦  I  (  »o  —  I  )  =^  (  «o  —  //  —  I  >/„  MO  )  -+-  •»'/«  .  I  (  «o  K 

S.    I  )<-•  1.1  lorimilc  (  -  1  i>ii   (K'dml 

i\\\\\y  en  iiit(':;i;mt  ciilic  lr>  limili-s  i  cl  r, 


{ T—  z  1'"-^'  ^^  Tr  —  c  )'"  +  '  —  f.r-+-  i)">-^' 


(.r  —  i)'»^'  -4-  (to  +  I)  2, 


>"+'  Il  (//  -4-  I) 


l»,)^(,iis  ;.  =:  I  -f-  yV  ;  il  viciHJra 
=  (r-+-  I  )"+'-+-  (-r  —  i)«^*' 

Celle  ('(lUîilion   se   drcumpose  ('•vidciiimciil   en   «Iciix    iiiilrcs,  doni 
l'une  csl 

(^hanfjcons,  dans  celle  lurmide,  /  en  -  cl  x  en  — ;  il  viendra 


~  (  «o  -r-    I  ) 


/X4-  l\- 
>lll    I..V    FONCTION    I    1    • 

(I  1)11.   «Il    M'ilii  (le  |;(   liiriiitilr  de    I  ii\|iir-. 


^^;in M-^ ^•^v)      =  :^H,i(„^,) ^tt — /J  i^'  <«- «  !• 

li,  ni  (li.iii^c;!!!!  <•)  «•Il  (')  -h  /'. 

n  -*  I 

(Il  |i;ii  iictilicr,   poiii'   les  |iiil  \  ik'hiios  do  Lr^*-ii(ii  c,  on  a  la  loiiinili' 

III. 

1).    I.ii  ilf^i^naiil ,  |ioiii   iiii   iii>tiiiil.  |»ai   \  „  la  scric  li\  pergt'onié- 
ti  ii|ii(' 

//     //   —  I    /    ./    —   1    ,  //  (  /)  f)    (/i  -r-  i  I  y  /l  -f-  A  \ 


I  — 


0)  —  I     \  J  ' 


\  .  >.         {O)  -i-  i){(a  -h  f.) 
(iii  a 

/„=,-,,."";t-.'v„; 

ll(to) 

«Ml  se  scr\aiil  ilc  lexpressioii  i<iiian|iial)lc  ({(tiiiirc  par  .lacohi  imiir 
les  polynômes  (|iii  |)i()vii'iiiirnl  de  la  S('iir  h  vpci  :;f'()iii«'iri<pif  (  '  1, 
on  (Ml  di'diiil 

1(1.    I.a  loiK  lion 

xalisl.ii^iiiit  à  {"t'ipialion  d  iHi'miiiI  nllf 

(.r- —  I  )_)"-+-  i{x  — (o  )}■' —  n{n  -i-  i  )y  =  o. 


(  ')  JAconi,  i'iitersuchungen  tdicr  die  I>ijfi'ientiali;leichitn^   dcr   /npcrgru- 
iin-trischen  llcilii'  (Juiirnal  de  liovvhardt,  t.  j(j.  |>.  l'i'i)- 


\S\  AIGKHRR. 

on  iM)  (It'duit  aix'incnt  i|ii('  la  loin  tion 

siUisfail  ii  ré(|ui)tii>ii 

(  J-* —  Om*—  }{m  —  I  i.r//'-i-  I  »o(  «o  —  i)  '     n(  n   -    1 1]  it  —  o. 

Kn  l;i  (lillV'ronliinil />  l'ois  de  suilo,  on  oblicnl  hi  icl.ilion  suiviinlc  : 

(.1-'—  i)u^P-*-*  —  }(ui—p  —  i).rM'/'-»^i' 

-i-  [(  w  —  />  —  I )  ( lu  —  p)  —  n{n  -h  l)\n  —  n. 

(lomme  clic  ne  «lilïï'ro  de  réqualion  précédente  (|ne  par  le  chan- 
gement de  t.)  en  (t.) — /)),  on  en  concliil  (pie  la  p""""  dérivée  de 
(jT-hi)"/",,  ne  difTére  que  par  un  l'acteur  constant  de  la  fonction 
(jT  ~h  i)^~P/„(o)  —  />).  Ce  facteur  se  détermine  facilement,  cl  l'on 
obtient  l'identité  suivante  : 

cip  /.  .  \l(iu  -^-  n)     , 

(12)       ——-(  r—  I  >'•>/„(  j-,  lu)  =  — A-^-^  I  )">-/'/„  f.r,  lu— /)). 

tixi'  n(iu-(-rt — p) 

Kn  particulier,  si  l'on  fait  (->—//.   il  mchI  : 


n3) 


(/p 


-1-7.  (-^  -^  ^yfn(-r,p)=  TA  n  -+-/î)X„. 


Si.  dans  cette  formule,  on  fait /)  =  //,  comme 

2"  Il  (  //  ) 
on  retrouve  la  formule  connue,  due  à  O.  Hodrif^ues. 

11.  La  formule  (i3)  montre  «pic,  />  élanl  un  nombre  entier 
positif,  (x  -^  \)P  f„{x,  p)  peut  s'obtenir  en  inlf'firaril  |»lusieiirs 
fois  de  suite  le  polynôme  X,,. 

Considérons,  d'une  façon  plus  f»énérale,  l'expression 

1    r-.       f      {T-Zr-^\n{Z),h, 

<»ù  0)  désigne  un  nombre  quelconque  positif. 


SUn    I.A    KOXCTION   (    1    . 

l\ii  iiitt'Ui  iiil  |>.ii'  |Mi'li*-«.  un  a 

\«1   -i.)  -• (  '        I 


3i'» 


UJ-+-  I 

ri ,    CM   n.ii  l.iiil  (l<-  I  i'\|ii'i-^siiiii 


.  I  //    (  //        I  I 

•\„  -(—II"     I  —        I  I 

I  I         '        »       ' 


(X-4-1)»     r 


nll    l.li)||\t>   alScllH-lll 


...         ^       «(«  — I)  (      II" 

I  ./  JL- 


llll  (Il  (l('-(l(lll 

-  I  (■■'  (  ./•  -     I  l'" 


I 


//   Il  —  l   I  ./•  —  1 

I 


I    (■>  -f- 1  \     •?.     / 
n(  it  —  I  )  (  rt  -1-  I  )  (  «  -^  •*.  )  /  J-  -t-  I  \  - 


r)/£j^Y 


où    la  (iiiaiiliti-  riilrc  cioclicl^  <'>l.  a  un   laclciii    nu  un  ri(|iic  |)i't'>.    le 
jM>lvin'>m<'   f„.  (I  où  1  idenlllf''  suivante  : 


/>- 


(i4l  ^,(./-,(.»)= ^.r  — i)-w    /      [^x  -  zy^-^\„(z)dz 

11(0)  —  n 

(^flle  lorinnlr  >u|)|>o.s('  ossciilicllcmrnl  (|ur  (•>  csl  posilil;  cuiniin 
l'on  a 

/„(./-,  —  0>)  =  (— !)"/,.(  • 

on  a  ('•;;alfmi'ui .  (.>  rlanl  (oiijoitr>  >ii|»|»os<'  posilil. 

1 1  (  (O  -*-  «  )      -  /»  ' 

Un  en  ilt'-tliiil.  m   rriiiar(|iianl  (|nf  /„i  ./  .  —  (•> 

1 1  (  (0   —  1 


-,,   1    ./    .    !■ 


TT— ^|//.(-r -1-1»"»  — o„(.r  — i)">J  =    /        (./•-;)••'      \  .1: 


3.itf  Al  i.( mu  . 

>l   JnUC   DU   J)Om' 

on  n,  en  >(Miu  <l  nni*  loiiniilc  (nnniir. 


tl  où 


aoi(to -1- I).  .  .(tu -H /i  ) 


lî2.   Si,  dans  la  fornuilc  (i .' ^,  on  fail  to  =  o,  cl  si  l'on  remarque 

<|ne 

/n(T.O)  =  II(/oX„, 

il  vient 

fif 

dans  celle  idenlilé,  />  désigne  zéro  on  un  nombre  enlicr  jiosilil 
inférieur  à  (w  +  i).  Nous  pouvons  en  déduire  aisément  une  ex- 
pression noiiv<'lle   de   la  fonction —^ •  ;  posons,   en 

'  (o(io  ■+■  i). .  .(eu  -h  n)     ^ 

efTel. 

fj>[f±^) =  iî^  +     ^'     ^...-^     A'     ^._^_     ^^    . 

tu(cu -»- i). .  .(tu -h  n)        to        tt» -4- I       "**  '    tu -H  t       '*'      lu -4- n 

Dune  formule  élémentaire  bien  connue  il  résulte  (|ue  l'on  a 

A/  =  (—  I  I'        ■      ' .   /„ (t.  —  i ). 

Il(nn(  «  —  '  ) 

ou.  en  vertu  de  l'idenliti"  précédente, 
et  de  là 


cu(t.i  -T-  I).  .  .(  tu  -'-  'ï) 

^'''    j     _  x^     (x^i)    x;.    ^  (•/•-^i)»    x;    _  (3- H- 1)3    x: 

(         "~     u)  I  tu  -H  I 


1.9.  Oi  -r-  2  1.2.3        tu  -I-  3 


(•)  Sur  ce  développement,  lO/V  le  Mémoire  de  M.  Bauer,  Von  den  Coejfficienten 
der  Reihcn  von  Kugelfunctionen  einer  Variabeln  (Journal  de  Borchardl,  t.  56, 
p.    ici;. 


MMl     I  A    Kil 


/  X  -i-  l\" 


Si,  (l.ms  c«'tlf  roiiimlc,  on  cliange  X  en  —  x  vA  »•>  <'ii  —  (o,  (-1  si 
l'on  n'iniU(|iio  quo  /'( — .r,  —  <'0  ^=  ( — ')"/('^5^0»  *^"  "l't'endra 
ciicorr  la  loriiiiilc  «^iiivaiili-  : 

/  /„(.r,M) 


(i>(  »o  —  1 1 .  .  . (  (0  —  n  } 


l  I     (.J  1  (Il  I  I.-2  W V»  1.7.  .3       OJ  —  3  J 

\'.\.  On  sait  (|iic  les  racines  de  l't'uiialion  X„  =  o  soiil  Icjnlos 
ifH'lles  cl  comprises  entre  —  i  et  +  i  ;  clésif^nons  respeclivenienl, 
pour  un  instant,  |)ar  a  et  |i  la  pins  petite  et  la  pins  fi^rande  de  ces 
racines.  Si  .r  désigne  une  quantité  quelconf|ue  comprise  entre  —  i 
et  y.,  on  \()il  que  [x -{- l)  est  positif,  et  il  suit  du  lli('(Mrine  de 
h'oniier  ipu'  hi   suite  de-;  (piantilés 

■^/c       ^m       ■*/!  '       •  •  • 

ne  |>résenle  aucune   peinianence  de  sif;ne;   r<''quatlon  (iT))  inonlie 

(pu-,  dans  ce  cas,  r('(|ii;ili(>n  J\x,(.o)  =  o  peut  se   mettre   sous    la 

lorme 

A  B  C  F. 


\.  I».  C,  .  .  .,  1.  désignant  des  coefficients  ayant  Ions  le  même  siijne. 
I*ar  un   laisonnemenl    bien  connu,   on   en  conclut  que   toutes 
les  racines  do  réfjuation  /(j",(o)  =  o   (où  co  est  regardé  comme 
inccnnue)  >onl  iM-elles  et  séparées  par  les  nombres 

«1.  I    .  -         ' -         I    //    Il  Ol  -T-    /'. 

On  dt'-(luir.iil  de  niènie  de  la  fonnide  i  i .')  /  <pie,  si  l,i  Videur  de  .r 
est  comprise  entre  [^  et  -f-  i ,  l'équation  /n[x,  (o)  =  o  a  n  racines 
ré(dles  sép;irées  par  les  noinhiN's 

<>.     —I,     —  > -  ( //  —  n     «'1     — ". 

IV. 

I  i      l.;i  Iniiclion  /'„  »;l|i•^l;lis.lnl  ii  l'/qualioii 
,  I  ,  (  .r» —  II)"'     "   '■        '•)  \c '—/''/'-  I  >  r        " 


.V>8 


'if. 


«m  \(»il  «iiio  -V^'  siUisfiiil   ;'i   ri'<|iiatioii 


(j** —  i>M*-t-  «(j-  —  to)M'—  /i(/i  -+-  \\u  —  a -7-^'  • 

rt.r 

Lu  (IcM^iiiinl  |''"i   r  mir  soliilidii  (|M('Ii-oh(jiic  de  r('(|iiali()M  (i),  on 
iléiiiiil  lie  l.'i 


/''  —  "^'')  -+-  2(^  -  -  '•'  >  I   »  //'  — 


dfn 


•I.  en  niiilllpliant  les  deux  incmlirrs  |)ar  ( — ^  \    , 

(ix\jr—i/  ^  .r  —  \J      il.r  -^ 


iljn 


puis,  en  inU'<;rnnl  cl  m  rcinphirnnl  //  ywv    V    > 


Dans  celle  irliiiion,  faisons  (Talxinl 

y  =fn\ 


»    V    r  —  I  '    ''      ffx  \.r  —  I  '  '  •      fl.r  /fi»         (h»     a.r  / 

lai.-ons,  en  second  lien. 


.V  = 


nons  anrons 


Remplaçons,    dans    le    second    mcinliie  de   celle    «''«ralilé,  -% — -j~ 


rix  dm 


d-:,,, 


par  sa  valcni  lir<-c  de  li-qnalion  (y.)  et  —j-^  par  sa  vali'iir'  lirc'c  de 
l'énnalion   (  »  1 ';  d  viendra,  loiitc^  r/diiclinn'^  faites, 

r        df„  dfn^ 

'  r-"7/.r'^''='"-^"-^'''"'d<o 


(  16) 


HVn    LA    KONCTION    (  ) 

\x  -  1/ 
(l'oii  iiK  wic.  Cil  cliaiii^cniit  (1)  en  —  (o, 


3.}tj 


(!(>)' 


/to 


<)ii  (Icdiiil   tic    l.'i    I  idoiililc  >iiivanlc,  où   K   Jcsigne   une  (jUiiiiUlt'- 
inclépeiulanle  ilc  x  : 


f/(ij  //"j  '/'•-  </(.) 


Srn  QIJKLQUES 

TiiKonKMKs  m:  m.  iikioiiik, 

FAIiail   UI\K  LKTIilK:  ADRKSShlK  A  M.  UflllCIlilinT. 


Kxlniit  <lii  Joiinuil  de   Mntltémnliqiiex  de  Crelle,  l.  IA\\I\:  iSî^o. 


...  l).iii->  util'  Note  Ski-  r  iiidiri' tics  frdilitiini  rKlininii'lh's, 
insérée  <l;m^  li-  lliillclin  dr  la  Socii'lr  nidllirnitilitiiic  de  France 
y\.  \  II.  |).  I  Ji  "),  M.  Ilcrniilc  a  fa  il  la  romar(|iic  im|)(>rlanto  <|iii  su  il  : 

En  cl«'sij,'nanl  par  a -4- '//,  ,j -i- />/,  ...,  \i.-\-iui  <lcs  (|iianlil(''S 
iina<;inair«'s  dans  lt's(|iicllc>  les  coefficients  de  /oui  ions  le  inènic 
signe.  s|  l'on  |i(>sr.  pour  ;d»réger, 

Il  (.r  —  a  —  f»i  )  =  (  .r  —  a  —  ni  )  (  .r  —  ^  —  hi  ).  .  .(.r  —  'i  —  nii  ) 
—  F{  .r  )  -+-  t<l>(  .r), 
I  écpialioii 

(I)  /»r(.r  ) -t-  ry  fl>(.r)  —  o. 

où  ^;  el  Y  doi^iienl  des  iiondjrcs  réels  arbitraires,  a  loiiles  ses  ra- 
cines réelles. 

M.  Hieiiih-r  a  fd)lcnii  en  même  lemp';  ce  ihéorème  (S/tr  une 
classe  (V c<iiialions  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles  iJnu mal  de  Crelle,  I.  87,  p.  350)  el  sa  démonslralion, 
comme  (•(•!!<•  dr  M.  Ilcrmite,  repose  sur  la  eousidi-ralion  <li'  Tiu- 

Miee  cic  la  liachon  r, • 

V  (r) 

La  mé'lliodf  ipii  "iiiil  vous  paraîtra  peut-èlre  plus  situ|)lc  el  plus 

directe. 

I^'équalion  (  i  i  peut  <'\  idcuiu)ent  s'écrire 

i  p  —  /y  )  1 1  (  r  —  a  —  tti  )  -^  (  p  -h  if/  )Ui  .r  —  t  -h  ai  )  =  o, 

et  l'on   en  diduil   ir-i^alil»- 

niiiil  II  I       -x  —  /li  \  —  iiinil  II  (  r  -'  1  -^  ni  )■. 

d  où  il  est  laciji'  de  coniluic  ipic  r  psi  uécessairemeu  t  r<''clle. 


si;n  (jiKi.orK!^  tiikohkmks  hk  m.  iihimitk.  .l'Ii 

\\;iiil,  III  illrl.  Irac»' (lans  un  |>liiii  dnix  axes  reclanf(ulaircs  0\ 
et  <  )^  ,  je  représenterai,  siilv.int  In^af^e  ordinain-,  la  (|naiitil<''  iiiia- 
^iiiairi'  \  -^  ^  /  |)ar  Ir  poiiil  doiil  les  (•oordoniiées  sonl  \  el  \ . 
Soieiil  A,  II,  ...,  .M  les  poiiils  f|iii  r('pr(-scnlenl  respectivement 
les  (|iiantités  7.  ^  ai,  ,3 -f- A/,  ...,  <j.-\-mi;  les  coefficients  a, 
I),  . . .,  ///  avant,  par  hvpotlit'se,  tous  le  même  sif,'ne,  les  points  A, 
I),  .  ..,  M  sont  situés  d'un  niènie  eût**  de  Taxe  OX,  au-dessus  de 
cet  axe,  par  exemple;  rpianl  aux  points  V,  B',  .  ,.,  M'  qui  repré- 
scnlfiil  1rs  (jiiantilc's  coiijiigiK'Cs  a  —  rt/,  jS  —  />/,..,  ix  —  mi,  ces 
points  étant  les  svni('-lri(]ucs  des  points  A,  B,  ...,  M  n-hili  viMiiciil 
à  l'axe  C)\,  ils  sonl  situés  au-dessous  de  cet  axe. 

Désiijnons  maintenant  par  P  le  [)oint  représentatif  de  la  quan- 
tité J*,  l'égalité  précédente  peut  s'ércire "ainsi  qu'il  suit 

<  ')  i'\.i'n...F'M  --  wv .v\v...\'y\\ 

or  de  là  résulte  immédiatement  que  x  ne  peut  être  imaginaiie. 
Car,  en  supposant,  par  cxcmplf.  (jiic  le  |)()int  P  soit  sitiK-  au- 
dessus  de  l'axe  OX,  on  ;i 

l'A<P\',         l'i;  <  PI5' I'M<I'.M', 

iiit'i^'alités  rpii  sont  inconjpatibles  avec  la  relation  (2). 


Dans  le  Mémoire  que  \ous  ave/  liien  voulu  insérer  l'année  der- 
nière dans  votre  Journal,  j'ai  donné  une  formule  de  quadrature 
{Sur  le  développement  cl' une  fonction  suii'ant  les  puissances 
(l'un  polynôme,  I.  88,  p.  \(\)  qui  apjiartient  en  réalité  à  .M.  ller- 
inltr.  L'illii-,tie  i;('-omèlrc  l'a  démontri'C  dans  sa  Xotc  sur  la  for- 
mule dinterpolatKjn  de  La;.;range,  insér<''e  au  tome  Si  de  votre 
.loiiinal  (p.  -j).  Il  est  clair,  du  reste,  (|ue  nous  devions  arriver  au 
méiiic  résidtat;  le  but  que  nous  nous  proposions  était  elï'ective- 
niiMii    je   même,    à  savoir  de   di'lcrnimcr   a\cc    la  plus  grande  ap- 

r''  . 

|iroxiiiialion  pos^ihU-  |  inli'^rjilc     /    J{.r)fl.r,  (piaiid  on  se  donne 

le-,  \aleiiis  dr  /"i  ./•  )  cl  d'un   rerlaiii    iioiiilirr  de    »('s    d('ii\  t'c^    pour 
jc  =1  a  cl    r  =  h. 


.Vn  Al.OKItHK. 

SenliMiuMil,  liindis  (|iit'  M.  Ilrnnilr  pi ciul  pour  poiiil  de  (l('-p;ii'l 

1rs  propriélrs  tlt"s  ri'duilcs  de  l.i  loncliim  l<><;|  ' — ^ — )■,  je  m  ii|)piiio 

sur  les  propiii'h'S  des  r«'diiilrs  do  r'  :  on  ;i|)fr(;oil ,  dans  criic  cir- 

conslanco,    le  proinirr  indico  d  une  liaixm  siiii^idiôrc  ciilic  les  rr- 

diiilcs   do  lonclioiis  si   dillV-roiilcs,  liaison  (juc  les  cunsid»  râlions 

suivanirs  niethMil,  je  crois,  rnlirronicnl  »^n  rvidcnro. 

S«)il.  pour  pins  de  i^énéralilé,  F(j')   !<'  tlf-ntmiinalcnr  (oniiniin 

tics  fraclidns  rationnelles  de  même  dénoniinalenr  (pii  approclicnl 

le|)lns  des  fondions  r^i'',  c"-.'' r^x-^jen  sorle<|n'«Mi  désij;nanl 

par  î\  = // u  le  dej^ré  de  F(.r)  el  par  <I»,  (.r),  '^^(.r),  ...  des   pol\- 

nêtnies  de  niê-me  dej;r«'  eoiuciialiltincnl  (■lini>is.  le  (l('\clopp(iiiciil 

des  lonelions 

\\x)e"<-'  —  *,(./•), 


F  (  .r  )f  ""■'■— •l'„(.r) 


commence  |»ar  un   hrnic  de  Tordre  (N  -t-  a  -f-  i  ). 

I!ii  d('sij;nanl  |iai'  :;  une  nouvelle  ind(''lcrniiii('c,  p-  coiiskN  re  \r 
développement    i\v    V (^x)  r'-^   sui\anl    les    puissances    croissantes 

(je    /•  «1    jiitsi' 

F(T)e-^  =  i:  \/,.r/'. 

Nous  reiuarcpierc/.  loul  d'ahord  (pie  la  lonclniii  de  c  '|"'"  ,1'"  ''' ' 
signe  par  A>;^ix  esldivisilde  |)ar  z^;  en  second  lieu.  <'ii  dérivani 
par  rapport  à  z  rérpialion  précédente,  on  a 

az 

d  où  Ton  voit  (pie  cliacun  des  eoeflicienls  de   la  série  précédente 
est  la  d('Tivée  i\u  coenicicnl  qui  suit  imiiK-dialemenl . 

J'observe  mainlenanl  <pie,  quand  on  ("ail  ;;  =z  <?,,  les  eoefficicnls 
A;,{^.i,  Ax+2,  ...,  A^^^  s'annulent;  la  f'onelion  A^^|j.  s'annule  donc 
ainsi  que  ses  (  jx — i)  |)remières  dérivées  pour  z=:n^.  et,  par 
suite,  elle  est  divisible  par  [z  —  fu)V-.  On  prouverait  de  iiièine 
qu'elle  est  divisible  |>ar  (z  —  'Tfo)l*.  [z  —  fi:\)^^  •••;  j'd  d'ailleiir>* 
monlK-  (pi  (Ile  ('"<t  (li\isil)le  par  c'^,  cl  coninie  elle  e>l  du  de^M'c 
\  -f-  y.,  en  posant,  pour  abre^'cr, 

fi  Z)—  z:^(  z  —  n,  )''(  z  —  ffi)V ..  .(  z  —  ri„  /'. 


HVn    OIHLQIKS   TIH;oIlK.MK><    1"     \'      "\  |!M!TI  SM 

OU  (Il  (-iiiii'liiiM  facili'iiu'nt  (|iir 


Ainsi  nii(>  proprit'lô  ciiracl»  ri>litjiic  du  polynùmc  I' (x)  est  «juc, 
«lans  \c  (lév('l(>|)j)('inonl  de  V[.r)c'-^  siiivanl  les  puissances  crois- 
saiilos  (le  ./•,  le  corflicicnl  de  .r^+l^  est  l(;  polynùine /"(^  )  cl  de  là 
se  dédiiil   liifii  ai-;('iiiiiil  1  <'\|»iT->^i(iii  de  F(jr). 

Je  vous  ferai  eneorc  l'cmarcpier  (jue  le  coeriieiciil  dr  ./-^  dans  ce 

d<'veloppemenl   est  ép;al  à    ,— /(-)i  cVsL   donc    le  (h'-noininalcur 

(-oniiiiun  des  Iraelions  ralionnfllcs  de  nirmc  d(  :;r(''  (|iii  a|>p!o(lirnl 
If  plus  des  fonctions 

loi,' ,      lofî  ,      .     .,      !(.•'  (  '  ). 


Il  serait  facile  de  th'-duire  des  considérations  (pii  piéet'dcnt  les 
diverses  formules  obtenues  par  M.  Herniilc;  mais  je  ne  m'éten- 
drai pas  davanla<;e  sur  ce  sujet.  II  m'a  seml)l(''  néanmoins  (pi'il  v 
a\ail  (pielquc  intérêt  à  réunir  ainsi  dans  une  même  analvs(' 
cpielques-uns  des  importants  résultats  obtenus  par  rilluslre  géo- 
mètre sur  les  jonctions  exponentielles  et  sur  1rs  fondions  loga- 
iitlimiques. 

(')  Lettre  de  M.  Heiinitc  a  M.  Fucli.s  (Journal  de  C  relie,  l.  70,  p.  .laS). 
Paris,  avril   iSSo. 


CALCUL  LMÉGIUL. 
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si'U  i;i\Ti:(;i!  \Tin\ 

ii'i  m; 

CKKTAINK  CLASSK  l)T(il'\TIO\S  mrFKKKNTIKLLES 

1)1     SKCONh    (HUMJK. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LWXVI;  i8(i8. 


La  Note  (juc  j  ai  riioniiciir  de  |ti'<'soiil('r  ;"i  I  \(a(l«!'mi(!  est  l'rx- 
Iciisioii  au  cas  dr  l"fS|)a('e  tics  considérations  f;»'oni('lii(|ncs  livs 
siMi|dt's  au  moyen  dcs(|uell<'s  Jacohi  a  appliqué  les  proj)riélés  des 
sccliuns  coni(juos  à  i  inléj^ralion  de  l'oijualion  dEulerqui  sert  de 
hase  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  considérations  que 
j'ai  moi-même  déveio|)pécs  dans  le  liulletin  de  lit  Socirlé  Plii- 
lonialhiquc  [nwW  i8f)-). 

Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivanle,  que  I  on  peut  dé- 
duire facilemcnl  d  un  llK'orèrue  bien  connu  de  Newton.  Soil 
F(j:,j',  ;;)  =  o  l'équation  d'une  surlace  du  second  degré,  que  je 
supposerai,  pour  plus  de  simplicité,  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires; soient  de  plus  deux  points  quelconques  M  et  N  dont  les 
coordonn('es  sont  respectivement  r/,  6,  c  et  a,  ^,  v.  Désignons  par 
a  et  a'  les  deux  [)oinls  où  la  droite  M.\  coupe  la  surface  consi- 
déré'c.  Cela  posé,  on  a  la  l'elatiun 

Na.Na'  ~  F(a,  p,-/)* 

Supposons  «pie  la  droite  ININ  soit  tangente  à    la  surface,  les  deux 
pninl^  j  cl   %   se  confondront  alors  en  un  seul,   el  l'on  aura 


Ma  _  yJVi^a,  b,c) 
^^   ~  v/F(a.  p,v) 

Considt'-runs  mainlenanl.  oulre  la  surface  doul   p-  Niens  de  jtarler 


3(»s  <  ALcri.  iNTKniiAi.. 

vl  (jUC  jo  (li'simirr;!!  |»;il-  S,  deux  |i|;iiis  p;ii  .illrlo  .111  |il;iii  îles  ./M'. 
I  un  \  «loiil  r«'-t|ii:itiiiii  >ri-a  z-  ii.  cl  l.iiilic  U  doiil  I  ('■*|iMti()ii 
>t'ra  z  -  X.  SoirnI  ('.  cl  V  les  (M)iii(|ii(>>>  siiiv.nil  IcniukUcs  ce?. 
|)|iiii>  («tiipriit  la  siirlacr.  I in:ii;iii«)iis  Iract-t'  sur  S  uix*  (-nurlic 
j;antlio  »|Ufl(  tin<|u«'  H  i-l  tt)n>liiiistHis  la  surlarr  <l('\  cloppaMc  cn- 
gcndrcf  par  les  dillcrcnlcs  lan^fiilcs  à  cclli'  ((tuilir.  (.cllf  >nr- 
laco  di'M'IoppaltIc  m'Im  coupi'-c  rcspj'clivcincnl  par  les  doux  plans 
A  v\  -l-,  suixant  dt-ux  courbes  H  cl  \i!>.  .le  dt''slj;ncrai  par  .r  cl  r  les 
d«Mix  prernirres  c(»(»rdonnccs  d  un  |m)iuI  (picK  (uii|ur  de  la  enurhe 
H,  cl  p.ir  ;  <'l  ■/,  le»  mêmes  enurdonnce»  du  poinl  eoircspond.iiil 
«le  la  courlte  ii',.  :  |c  veux  dire  du  poinl  où  la  i;fm''raliiec  i\c  la  sui- 
facc  dcvcloppalilc  (jui  pass<'  par  le  point  eonsideri'  d<'  la  edurlic  !> 
passe  par  le  |daii    V  . 

Mainlenaiil,  soicnl  I  le  point  où  une  ^<'-n<'ralrice  (pieleon(]ue 
de  la  surfac»'  di'vcloppahlc  louclie  la  coiii'hc  <;aiiclic  H  ;  INI  le  point 
où  elle  rcnconlre  le  plan  A,  et  dont  je  dcsi^nciai  les  coordonnées 
par./-.  )•,  a;  I\  le  poinl  où  celle  nicnic  droite  c(Mi|»e  le  plan  -l.,  cl 
dont  je  dcsijïncrai  les  coordonn«''cs  |>ar  q,  y,,  a. 

Si  I On  déplace  infinimeni  |»eu  celle  •^('■ni'raliiee  <'n  la  laisanl 
rouler  sur  15.  dans  sa  noii\elle  |(ONiii<ui  die  coujx'ia  le  plan  \  en 
un  |)oinl  M' iidinimcnt  voisin  du  piuiil  M,  cl  dont  les  coordonnées 
seront  x -h  r/u",  ,)' -H  «'/>',  o\  (die  coupera  de  niètne  le  plan  -l.  en 
un  poinl  N' infinimeni  voisin  du  poinl  N,  cl  donl  les  coordonnées 
seront  ;  H-  r/;,  y,  -f-  ch,,  a. 

Cela  posé,  les  deux  droites  MM'  et  NN'  élanl  parallèles,  on  a 
évidemment 

M  \l         //./■  _  fjjr  _   yVY  _  ^l^{j-.y,o) 

\y-  ^     ^      vr  ^  TFjiT^)- 

l)(Mic.  lorN(|u  on  a  une  suilaee  dé\  eloppahli'  (|U(  Icoiupie  a\aiil 
son  arêle  de  rehroiissemeiil  sur  la  surlace  S,  si  I  on  désigne  res- 
pectivement par  .r  et  >•  les  deux  |)remières  coordonnées  du  point 
où  une  géné-ralricc  coupe  le  plan  A,  et  parc  cl  r,  les  mêmes  coor<loii- 
nécs  du  poinl  où  celle  généralrice  coupe  le  plan  d.,  ces  (|uatn' 
variables  satisfont  au   système  d'écpiations  diUérenlielles 

^  _df  y/F(x,y,a) 


aUH    L'iNTÉUIIATIOX    I>'l'XK    CKIITAIXE    CI.ASSK    U'KOUATIOXS    DIKFKIIEXTIKLLKS.       Mnj 

Supposons  (|iie  la  courbe  C,  décrilc  dans  le  |)lan  .1,  |);ii  le  |i()int  \ . 
Mdus  soil  tlonnrc,  en  sorte  (|iic  nous  ;ivons  nn<'  icliilidii  de  la 
loiinc 

I  )()mion>-nous,  en  oulre.  le  |i(iiiil  (|iii,  ■<ui-  le  plan  A,  eorrcspctiid 
à  un  |)(tinl  dt'tciinMM'  de  la  eniirKc  (  1 ,  alois  le  svslruif  diMUia- 
tions  (i)  nous  perniellra  d'en  déduire  la  eourije  correspondanle 
décrite  par  le  point  M\  il  v  aura  d'ailleui's  deux  solutions  à  cause 
de  ranil)ii;uït('  du  si^ne  du  railieal. 

Di'S  deux  variables  ^  et  y,,  une  seule  d(îs  deux  ('•lant  indc'pcn- 
dante,  en  vertu  de  la  relation  (■>.),  le  système  (i)  se  réduil  alors  à  \in 
svslènie  de  deux  é(pialions  dillérenlielles  du  premier  ordre  à  trois 
variables.  ()ii  |)<iil  des  écpialions  (i)  cl  (■>.)  éliminer  hi  variable  ç, 
el  l'on  est  conduit  alors  à  une  é(jualion  diflTérenlielle  du  second 
ordre  entre  les  variables  x  cl  y,  équation  (pie  je  désij^ncrai  par 

(3)  V  =  o. 

Nous  avons  immédiatement  une  intégrale  particulière  du  premier 
ordre  de  cette  écjuation  ;  il  sullil,  en  efl'et,  de  trouver  des  surfaces 
développables  qui  aient  leur  arèle  de  rebroussement  sur  S  et  qui 
s'appuient  sur  C,  et  ce  |)roblèmc  conduit  à  rrsoudie  une  écpiation 
dillV-rentielle  du  premier  ordre. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  |)cut  obtenir  imnii'tlialemcnt 
l'intégrale  générale  du  j)remier  ordre.  Imaginons  une  surface 
([ueleonque  du  second  degré  S'  passant  par  les  coniques  G  et  T. 
en  sorte  (|ue  son  équation  soit  de  la  forme 

'P(./-,7, -;  =  ViT,y,  z)  -\-l(z  —  a)i:r~  i)  =  o. 

Kn  appliquant  à  cette  surfijcc  les  mêmes  raisonnements  tnie 
nous  a\ons  faits  au  sujet  de  la  surface  S,  nous  voyons  (mic  si  une 
surface  dévelopj)able,  ayant  son  arête  de  rebroussement  sur  S', 
coupe  le  pi. m  -l,  suivant  la  courbe  C,  la  courbe  sui\anl  la(niclle 
elle  eoupf  \r.  plan  A  satisfait  au  système  d'écpialions 


'';         d^i        v/'lT$,  T,,  a) ' 

,    .')  T,  =  0(;l 

2^ 
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Mais  oti  n  «'\  itlciiitix-nl 

•Im  .r.  )  ,  rt)  =  F(r,j\  n  ) 

.|.(;.  r,,  a)  =  F($,  T,.  a). 

Donc  le  s^slrinc  (rrijualions  (1')  cl  (■>.')  est  iil«Milii|ii('  avec  le 
svslriiu»  (1)  l'I  (•'.),  vl  loiiN  (It'iix  r()iuliiis(MiI  à  riiil(\i;riili<>n  di* 
r(-(|iiahon 

(3)  V  =  o. 

De  inrnic  (|ti<'  la  siirfarc  parliciiliric  II  nous  lontnissait  nnc 
inléj;ralc  parliculiî're  du  premier  ordre  de  ccHc  éfpialion,  nous 
voyons  que  rensonible  des  surfaces  du  second  ordre,  passant  par 
les  coni<nieN  T,  «m  V.  non-,  dotjncra  l'inh-grale  générale  du  premier 
ordre. 

Géomélriquemenl,  le  résultat  oblenu  peut  èlre  énoncé  ainsi  : 
étant  donnés  la  courlie  C  dans  le  j)lan  -l.  et  le  point  arbitraire- 
ment choisi  (|ui.  dans  le  plan  A,  correspond  à  un  point  donné  de 
cette  couibe;  par  ces  deux  |)()inls  (aisons  passer  une  droiti^  et 
construisons  une  surface  du  second  det,^ré,  passant  par  les  coniques 
G  elT,  et  tangente  à  cette  droite.  Imaginons  une  surface  dévelop- 
pable  qui  ait  son  arête  de  rebroussemenl  sur  la  surface  du  second 
ordre  et  qui  coupe  le  plan  -l.  suivant  C,  son  intersection  avec  le 
plan  A  sera  une  courbe  dont  l'éqiiation  en  x  et  en  y  sera  une  so- 
lution de  ré(|uation  (.i). 

11  existe  un  cas  particulier  encore  assez  étendu  où  Ton  peut 
obtenir  en  termes  finis  l'intégrale  g('nérale  de  celle  équation. 
C'est  celui  où  la  courbe  C  est  une  conicpie. 

Dans  ce  cas,  en  elTel,  on  peut  louj(»uis,  en  désignatil  par  //, 
c,  tr  de  nouvelles  variables,  liées  aux  \ariables  Jr,  J',  -  par  les  re- 
lations de  la  forme 

\  V  Z 

où  X,  ^  ,  /-.  U  désignent  des  fondions  linéaires  de  .r,  y,  ;,  d(''- 
lerminer  ces  polynômes  de  sorte  que,  après  la  substitution  des  nou- 
velles variables  dans  l'écjualion  <I>(j",y,  z)  =  o,  la  surface  repré- 
sentée par  ré<jualion  transformée  soit,  en  considérant  //,  v,  iv 
comme  des  coordonnées  reclangidaires,   rapporlt'e  à  ses  axes  et 
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Mil  l.i  liiniu'  siiiN.iiilc  : 

««  f'  «« 

cl  (jufii  iih'iiio  U'inps  la  conicjuo  C  ail  pour  IransfoniitM'  la  t  imiImuo, 
sitiKM'  à  riiilini,  comnninc  à  loiilcs  les  spli»''res  de  l'espace. 

(  Ida  posé,  si  i)0«is  foii>i(lérons  les  coiirlx's  i^^aiicJics  (miI  siii'  l.i  sur- 
face |Miinilivt'  S'  rlaienl  li's  arêtes  de  rchioiissenicnl  des  surlaces 
(lt'\tl(>ppal)lt>  coiipanl  le  plan  -l.  suivant  (],  nous  vo_joiis  que  ces 
(■niiilif>  auioul  piMir  1 1  aiiNloniiées,  sur  la  surface  représentée  par 
ré(|ualion  ( 5),  les  lignes  dont  ré(piation  dillérenlielle  est  f/.y  =:  o. 

Déterminons  les  points  de  celle  surface  au  niojen  des  coordon- 
nées ellipti(pies,  nous  aurons 

^  ^L(.a«— A-f-  B){pLï— A-f-C)  ^  (vî-A4-B)(vî-A-hG)J 

L'équation  difTércnticIle  des  lignes  correspondant  aux  arêtes  de 
rebroussement  est  donc 


A  — vî 

=  o, 


A-+-B)(v2— A-i-B) 


^/:- \/(.x»-A-\i)(y-A  +  C)  - ^'^^ i/(^^ 
(loiil  I  mlégrale  csl  de 

,•  c/[x(A-tx»)  _^.    r  ^v(A-v»)  ^^ 

J  v/(A-{i«kA-B-|x»)(A— C-{x*;         J  v/(A-vî)(A-B  -vî^A-C— v») 
/i"  désignant  une  constante  arbitraire. 

Soil  maintenant  I*qui,  dans  la  figure  transformée,  correspond 
au  plan  -A).  Etant  donné  un  point  (ii.,v)sur  la  surface  représentée 
par  l'équation  (5)  on  saura  toujours  trouver  le  point  où  le  j)laii  P 
est  rencontré  par  la  tangente  menée  au  point  (iJ.,v)  à  lune  des 
courbes  qui  passent  en  ce  point  et  dont  Téquation  diUércntielIc 
est  (/s  =^  o;  on  jtouna  exprimer  algébriquement  les  coordonnées 
//,  r,  w  de  ce  point  en  fonction  de  a,  v,  et  réciproquement  u.,  v 
en  fonction  de  //,  i',  iv.  On  portera  ces  valeurs  de  m  et  de  v  dans 
l'équation  (6),  et  l'on  j  remplacera  //,  c,  w  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (/{)•  La  variable  z  disparaîtra  d'elle-même,  et 
l'on  obtiendra  en  .r,  r  l'intégrale  générale  de  l'é-cpialion  (3)  avec 
deux  conslanles  arbitraires  A  et  /■ . 


SUK  LINTÉGK.VTION 
d'une 

KOIATION   1)11  I  IKKMIKLI.K 

1)1    S  ECO  M)  oiunn:. 


Sociéti'  philoniatliique;  1870. 


L'dïjiialion  (lifTiTcnlielIc  du  second  or(Jrc 


m 


oiï  f(x^y)  désigne  un  polynôme  du  second  d«'gré  en  x  elj',  et  où 
n(-^\  désigne  une  fonction  f|uclcon(juc  de  -y->  peut   toujours 

s'intégrer  quand  on  en  connaît  nnit  solution  particulière. 

On  parvient  facilement  à  ce  résultat  en  s'appuy;int  sur  la  théorie 
du  dernier  multiplicateur  donnée  par  Jacohi. 

Comme  apiiiicatioii  de  la  proj)osilion  pn'cédciilc.  y;  doMiK-rai 
le  r(;sultat  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  <iu  second  ordre,  si  Wtn  clierclie  les 
surfaces  fh-veloppables  cpii,  ayant  leur  aréle  de  rebroussement  sur 
la  surlace  du  second  ordre,  passent  jjar  une  courbe  plane,  on  est 
amené  à  résoudre  une  équation  didérentielle  du  premier  ordre. 

Celle  équation  p<iil  toujours  s'intégrer  par  de  simples  cjuadra- 
tures. 


M'i'i.li:  \  ii(i\ 


IMIIM'.II'E  nu  III'liMI'l!  MllLTiri.lCATEl'Il 

\  i.iNTi;(;Mvri()\  dunk  équation  dm  ri;iu>:\Tii:Li.K 
lU'  SKCOM)  oiunu-:. 


litillt'tin  (les  Sciences  nuiUieniatiques  et  nstronnmiques,  t.  Il:  i^»;!- 


1.  SnuMil  y(.r,  r)  Cl  '^(./',  •)')  doux  polynômes  du  scM'omI  dc^ré 
m  .r  cl  cil  r,  lu'  dilléiMiit  (|ui'  |»iw  1rs  Icrmrs  du  pmuHT  do:;r('  cl 
l;i  valeur  de  la  coiislaiile. 

Considérons  le  svslènie  d  ('(jual  ions  dillcrenlitdles 


(,)  rf.r  _  (ÎY  _  )/j\T,y) ^ 

dont   le  nond)ie  es|   iiil^'iieiii-  de  deux  iinilés  an  nondu'e  des  va- 
rialdes. 

Va\  dési^nanl    pai'  I'  (.r,  )',  z,  it)  nne  liuielioii  du  second  dc{;r('', 
lion)oi;ènc  cl  con\  enaiiicnicnl  choisie,  on  peiil  poser 

n 

</,  //,  a  cl  [i  élanl  des  qnanlilés  constanics. 

Cola  pose,  ).  dési«;nanl  une  conslanlo  arbitraire,  il  esl  l.icile  de 
voir  (pie  l'iMpialiiMi 

<"      ->/7<^MrT) -s  ^  - .  %-.'!i  - P  % 

esl  une  inlégralc  du  svstcino  d'ocpialions  (i). 

Il  snflil,  pour  cela,  do  vcrilier  (pic  la  dillcronliidlc  de  l'exprès 
sion  prccé'dcnto  s'aniuilo  en  vcrlii  des  seules  rclalions  (i). 


CALCI;L   INTKOIIAI.. 


Or  on  a 


dl 


^  \A-rO')/rio 


iz. 


'^''\^là^''d7d}-^''d^:r-^^dFd-rl 
'^-''(^  dFd-y-^''  dy^  ^  ^  dTTd}  ^  ^  dtdyl' 


n(Mn;n'(|nons  mainteiianl  que,  les  polvnùnics /(  j,  })  et  cp(^,  7,) 
l'iant  resj)('cli\onicnl  t\^aiix  à  Y{x,y,  n,  h)  cl  à  I*(i,  t,,  a,  jiJ)  qui 
sonl  (lu  second  degrc  jtar  rapport  aux  variaMcs.  on  a  les  relations 
suivantes  : 

</2/    _    d'-o 
di  da       di  d% 


dx*        di^ 


d'où,    en  vertu    d'un   llK-orènie   connu    sur   les   fonctions    lionic»- 
?ènes , 

'  r/.r»         '  dxdy  dxda        ^  dxdb        d\ 


et 


'^'-f     ,   _  ^'V 


d\f     .    ^jN__d^, 


dxdy        '  dy^  dyda  dydb       di\ 

La  valeur  de  (û.  devient,  par  suite, 

et  elle  s'annule  évidcmnienl  en  vertu  des  relations  (i) 
2.    Soit  l'équation  de  second  ordre, 


(3 


'l'y 


où  F  désigne  une  fonction  quelconque  de  -j-' 


.vi'ri.ii;ATii>N  ni'  ruiNcii-i:  ur  diiimiii  mi  i.Tii'i.ii;.\Ti:ni. 

Sll|)|»^S()|l^    l|lll'    nilll->    (((Mil. lissions    IIIIC    I  II  I  t'i;  fil  I  ('    |  til  il  I  C  1 1 1  1 1 '•  I C    (Ic 

t'(|ii,ili(>n 


(4) 

ri    ->nll 


f/V 


V  ?!;•  ■'.  » 


r,  -  0(?) 


cfHi-  mlt'ijralc  ;  si  l'on  iiua<;in(:  les  variables  ç  cl  y,  In'-cs  |»ar  (cltc 
rclalioii  dans  les  é(|iialioiis  (i),  elles  deviennenl 

t/j"  _      (ly  yJj'(T,  y) 


on  hien  encore 


(d) 


dx 


dy 


<l\ 


On  jicnl  au>si  éliiiiiiier  ;  ciilre   les  <''(|ualioiis  prc-cédenlcs  ;   on  a 


dv       .,  . 
<lx  '^' 


d\v  ^  0''(S)v/?(;.r,) , 

dx^  ~     ^/T^T)    ' 


eoinme  y,  =  0(ç)  csl  une  solution  partieulièrc  de  réijualion  (4    , 
rét|iialiiin  du  second  (»rdre  entre  x  cl  v  est  donc 


d'-v 


\  dx  ) 


15.  D'apr«"'S  ce  (|iie  j'ai  dil  jdiis  liant,  r»''(jualion  (a),  si  l'on  y 
f.iil  Y,  =  ^(?)^  est  nue  inléj;rale  du  système  d'équations  du  |)re- 
inicr  ordre  (G). 

On   |ieiil  iinmédialenicnl   a|)jil n|ii('r  ;'i  ces  équation>  le  |irinci|)e 


S-ii  t:.M.lUL    INTROIUL. 

(iii  (KTiiicr  iiiiill  iplicaloiir  tic  .liutilii  (  '  i,   car  im  a  ('vulcmmciil 
un  i\  tltiiic  |>i»iir  (liMi\i('iiir  inU'j;iale 


consl.; 


el  colto  clornirie  cqiialion  sera  rinlégralc,  avec  doux  conslanlcs 
arhilraircs,  de  réqualion  (3),  ^  élanl  exprimé,  en  vtilii  des  équa- 
lions  (2)  el  (5),  en  fonction  de  X,  x  cly. 


(')    Jacodi,    Theoria    nova  mulliplkaloris,  etc.   {Journal   de   Crclle,   t.  11, 
p.  a56). 


SI  K  I.KS 


IMl  I  KRKNTKS   FORMES 

QiE  i.'d.N  ri:rr  ixt.win    \   i.'iMfiCRALE 
DE     L'ÉQUATION     D'EULER. 


J{nllclin   (II'  1(1    Société  niathcfiinfi(/uc;    187.Î. 


I.  Soit  un  polviiÙMif  (lu  (|ualricini)  Jcj^ré  en  x  fjiic  jo  ropré- 
scnlcrai  |>ar  la  foniic  liomoj^ène  U(.r,  )''),  où  y  clrsignc  nno  con- 
stante égale  à  l'unllé  el  inliiidiiilc  [xiiir  riioinoi^i'ncité  des  fornuiles, 
réqnalion  (rEulcr 


dx  f/; 


a,  comme  je  l'ai  mi>nlré  précédemment  ('),  pour  inlcj^rale  géné- 
rale Técpialion  suivante 

(I)  6aU,-4-3GIIi-^(3S  — aï)o}2  =  o, 

où  X  représente  une  constante  arbitraire,  (o  le  déterminant  .rr,  — j;, 
U^,  ir.  les  émanants  j)rincipaux  de  L<  el  du  licssien  H  de  la  roiiiie 
donnée,  et  S  son  invariant  cpiadralicpic. 

Cela  [)osé,  on  a  l'identité  suivante,  ipie  l'on  vériliera  facilement, 

S 

t'  2  )  U  (r,  ^  )  U  (■  ;,  T,   )   —    i;  I    T=     j  II.,  W2  _j_  ,„V  ; 

je  l'écrirai  j>lus  sim|)l('menl  sous  la  forme  suivante 

d  <Mi 

S'.jv-t-  i  211.2 '0^=  3lill'— 3U^ 


(')  Sur  l'application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  In  géométrie  des 
'  nitrhes  tracées  sur  une  sur/are  du  second  ordre,  {/lul/ctin  de  la  Soc.  math-, 

I.  I.  p.  ;'ô.) 


;j-s 


r.Aur.n.  intkijum. 


Miilliplions  niainloïKiiil  par  (•>"•'  li-  piMMUici'  nicnihrc  de  rt''(|iia- 
lion(i\  ci  rcmplarons  S(<)*-^-  i  'llj(t)-  pai-  sa  xalcur  liit'-c  de  la 
rrlalioi)  prrc«''(lciilt\  II  Nicndra 


on 

on  t'nrort* 
(3) 


Gali,»u»—  a»(ok-+-«)UL)'— f)ll|  =  o, 
9UU'  =  (3U,— a(oî)î: 


U,— v/UU'=  ^to«. 


2.  Celle  nonvelle  forme  de  ré(]nali(in  d'IùilcM-  pont  ell(^-nirmp 
se  transformer  d'nne  façon  romarcpialilc 

Décomposons  L  d'nnc  façon  qnclconcpie  <'ii  un  |ti(»diiit  de  deux 
lacleiirs  dn  second  de<;ré,  en  posant 

où 

/■  (  .r,  V  >  —  A  r»  -4-  2  B  ary  -(-  Cj* 
et 

On  aura  ('■vidcnimenl 

d'antre  part,  en  désignant  par  A  rinvarianl  (piadraliqiic  simultané 
des  denx  formes  /"et  'z>,  AC'4-  C.V —  u  BB',  on  vérifiera  facdenicnl 
l'identité  snivante 

/"(>•,  r)  ?(;,  ■O +/(  ç,  T,  )  «f:r,  j)  =  9.  Ui+ w2  -  . 

Portons  ces  valeurs  de  Ui  f*l  de  UU'  dans  It-ipiatiDii  (.'>),  clic  de- 
\iendra,  en  faisant,  jtour  al)ré};er,  /{^,  r,)  =/'  cl  'i(ç,  y,)  =  '^'. 

/,■-/■. -.m//V>"'=-' (-3"^-); 

d  où 
(i) 


"il  désiirnani  une  conslanlr  arltilraire. 


PoltMKS   Ot'oN    l'KfT   IloNNKIt    A    LIXTIiill  AIK    Iti;    l-KtjL'A  fluN   HI.i;il.  ;{-i, 

1)1)11  l.i  |)i'()|i()>ili()n  siiiv:itilc.  où    I  .11    (,iil   tli^|>:ii-.ii(i'('    It-s    (|ti:iii- 

Si  l'un  ({('coinpose  d'ii/ic  jttri>n  <niclvon>inc  le  ixilyin'unc  du 
f/utitrir/fw  dt'arr,  F(./'),  en  deux  /'ticfeurs  du  second  ilegré 
/{■f)  cl  'i{j'),  r intégrale  générale  de  r éifunlion 


dx 


d\ 


v/F(^)    s/n\) 


est 


x—i 

Javiiis  (It'ji'i  (L'diiil  rcKc  |U(»|)(>>il  loii  de  i(»iisMl(''i'ali(jiis  pii- 
romenl  yt'omclri(]iic.s,  d;ms  une  Noie  Sûr  les  propriétés  des  co- 
niques qui  se  rattachent  à  r  équation  d' Eu  1er,  inséréf  dans 
les  i\ouv.  Ann.  de  Math..  icS-  >. 


siK  i,\  Mi'.Tiioi»!-;  ni:  monck 

PUOR 

MKr.llVTION   DES  ÉQUATIONS   LINÉAIRES 

AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE. 


.\oi(velles   Annafci  de  Af a  thématiques,    a*   sérii-,    I.   \V;    187^. 


La  méthode  donnée  par  Monge  pour  intcp^rcr  les  équations 
linéaires  aux  difTércnccs  partielles  du  second  ordre  a  été  complè- 
lenient  élucidi'-o,  d'ahord  par  les  travaux  d'Ampère  et  ensuite^  p.ir 
ceux  de  Boole  el  de  Bour;  il  nie  senihh"  m'.mnioins  ([iTon  peut  la 
présetilor  avec  plus  de  ncllelé  el  de  brièveté  (|u'()ti  iic  le  fait 
d'ordinaire. 

I. 

Sur  la  représentation  de  /a  forme 
\V  =  H  /•  4-  ,,  Ks-hLt  -M-^\(rt  —  x^ ) 

fiar  le  déteiniin/tnt 

l  0  /•  X 

0  \  s  t 
a  II  c  (I 

a  'p  V  0 

1 .  Soii  \V  =  II  /•  -f-  p.K.v  ^  L/  —  M  +  N  (;•/  —  s-) ,  où  /•,  s,  i 
représentent  tics  variables  (|iirlconqiics  ;  je  vais  d'ahoid  iimii- 
Irer  (jue  Ton  j)cut  toujours  rc|)réseiiler  la  loruie  W  j)ar  le  déter- 
minant 

1  o  /•  s 
()!.<;/ 
a  h  c  d 
a     '^     Y     ^^ 


cl  ('liidiiT  li'S  proprif'lt'-.  de  ces  diverses  rf'|»réscnliitions. 
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r.ii  <lcvcl()|i|)iiiil  ce  ilélcrininanl,  on  noIi  <|u  il  c>l  «le  \,i  Innnc 
imli(|UL'(',  el,  eu  i»lctuin;ml  les  Cdcriiciciils  des  (luaiilités  /•,.?,/,  . . . , 
on  aiirii,  pour  ilélerniiner  les  inconnues  d ,  h,  c\  fl,  a,  [i.  v,  o,  les 
e I n ( I  (' ( 1 1 1 : 1 1 1 o n s 

(  I  )  iM  =  >/•(    -cl, 

({.  L=:6y-c?, 

<    '.    '  •>.  K  =  d'^  —  bZ-lr  Cl"^    —  COL. 

(  )n  a  niaiiilenatil .  dapr-t'-s  nn  llu'orrnie  connu  ('j, 

(  /^Y  —  cji)(ao  —  (1%)  -*-  (ca  —  a'()(ùr,  —  ,/'^  » 

^  (rt'i  — 6a)(co  — r/Y)  =  o, 

ou  encore,  en  verlu  des  rela lions  précédcnles, 

{cz  —  a-(){0?j—(ri)=UL-h  MN , 

parsuile,  si  Ton  lait,  jiou  r  ahréycr,  G=  R-  —  IIL  —  IMN, 

(  ")  /  K  -H  /g  =  d'f)  —  A  0 

)  l 

(m  k  —  y/0  =  «  Y  —  ^'  ^' 

t>.  Des  équali.Mis  (i),  (2),  (3),  (  î),  (5),  (5')  cl  (.V)  il  esl 
lacilc  de  dt'duue  nn  >\>l("ine  de  valeurs  des  indélerniinées  <i,  />, 
r,  r/,  .... 

Kemarf|U(ins   daixu-d    <pie  ,    paiini    les    délcrniinanls    mineurs 

</ ,j  —  hy..a" — ca.  ...   (pii    enlrcnl   dans   ces    éf|ualions,   il    s'en 

trouve   au   moins   un   <pii   n'csl  pas  nul,   aulrcnicnl   lu   forme  \\ 

s'annulerait  idenliqucmcnt.  Supposons,  par  exemple,  fjuc  a  [i  —  h  y. 

soil   dillértiil   de  zi'ro  ;    je   ujcllrai    les  »'(pialions  pn-cédentcs  sous 

la   forme 

M  —  il'i  —  r-  0 ,         yt  —  n'p  —  hoL 


(')    C'i-sl    If    llicorèiiK-    «le    l'onUiiiu- :    v.iii     J'/uoric    c/cs    dvtcrniinanis .     par 
lliillzcr.  p.    '<>. 
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3      h^    -K 


Vîî 


K~/T; 


1'). 


La  proiuirrc  de  ces  éi]iialioiis,  élant  une  coiiséijiiencc  des  aiilres, 
peut  être  négligée;  donnons  niainlenanl  à  a,  h,  a  el  ^  <|iialre  va- 
lenrs  arbitraires  satisfaisant  à  la  relation  f/|j  —  a/>  =  N  ,  la  der- 
nière relation  donnera 


^        K 


V/G 


v^G 


h     —a 


(|tii  d(''lciniini'ra  les  autres  indi-lcnuini-es  ^/,  r.  o  et  v. 

W.  On  \ttit,  par  ee  (pii  prt'crde,  que  Ton  |)tiil  toujours  re|)ré- 
senler  \\    par  un  déleruiinaul  de  la  forme  iiidicpiée,  et  si  G  n'est 

pas  nul,  comme  on  peut  prendre  poury/G  deux  valeurs,  il  en 
résulte  que  toutes  ces  représentations  se  distribueront  en  deux 
groupes,  le  |)remier  groupe  comprenant  les  représentations  aj)par- 
tenant  à  la  Naleiii-  -4-^  (1  du  radical  cl  (pie  |e  désignerai  sous  le 
nom  de  rcprèsentittions  de  jn-i'inii-rc  csin'ce,  le  second  grouj)e 
comprenant  les  rej)résentalions  ap|)arlenaut  à  la  \aleur  de  — \^^\ 
je  les  appellerai  représentations  de  scrondr  espèce. 

Si  G  était  égal  à  zéro,  d  est  clair  ipi  \\  iiv  auiail  (ju  une  seide 
espèce  de  représentation  (\y'  \\  . 

Pour  abréfrer,  si  l'on  a 


W  = 


...  n     It     r     il  \  .  1      I      !•  \  \ 

■'  '  a      p     Y     <* 


1 

o 

r 

s 

o 

1 

s 

t 

a 

b 

c 

d 

(')  J'iiiilii|U(-  ici.  «l'iinf;  façon  itlin-^tcc,  que  le  syslrrin;  liin-airc  du  sccornl  iimiiiIhc 
s'obtient  en  CDriiitosiint  les  deux  systèmes  linéiiircs  du  premier  membre  dans  l'ordre 
dans  lequel  ils  sont  placés.  Cette  seule  relation  licrtit  donc  lieu  des  relations  (.3), 
(  4  )i  {•')'  cl  (î)"  ;  on  en  conriut  en  particulier  que  le  déterminant  du  système  li- 
néaire du  second  membre  est  égal  au  produit  des  déterminants  des  systèmes  du 
premier  membre;  en  d'autres  termes,  que  t/y  —  c5  =  .M.  Cette  relation,  qui  est 
une  conséqucnec  des  autres,  peut  donr  être  mise  de  c6tc. 

Voir,  à  ce  sujet,  mon  Mémoire  Sur  le  calcul  des  syslrmcs  tiiidaira  (Journal 
fie  l'Ecole  Polytechnique.  XLII' Cahier ). 


ivTKoii.vTioN  i)i:s  kqi;atioxs  lixkaihkh  aix  differencks  paiitiklles.       3is3 
i.   TiiKonKMi:  I.  —  Soient  deux  rcpn'-scntdlinns  (II'  1(1  furnic 


\v. 


a      3 


Cl 


i     h'     r'     (f  I 


,     ,,,      ,     ^,  Il  qui  soient  de  systi-nics  (li Ij r 

a      p      Y      '''   I 


rrnls:  n/i  ii  Avv  ntititre  rrldlimis 


(i-i 


I  a'.' ■+- ù<t' — <v/'  —  tlh' —  o,         a '{'-+■  ùo  — ca' — <^/3'  =  o, 

■/  ,r'-i-p</'-Y„'-r://    -o,         aY'-+  [io'-Yï'-o^'-o. 


Si  (i  =(),   ft's   nu'nics  rrldtions  ont   lict(  icItitiKcnirnl  à  ilciix 

rcpréscntiitions  (luclroni/ncs  de  \\'. 

/>('tnonsl i(tt mn .  —    Sii|)|»()>(nis  (1   dillirciil    de   /.('ro   et   soient 

I  ■         ,    ,  •  i     ,.x-     \  <i     Ij     c     d        ^      a      U     c'     d'  \ 

(W\\\  rr|ii(>iciilatii)iis  (If  W  ,  ,^  ^     et        ,     ,,       ,      ^,    ,   (iiii 

'  \  %     ^     '[     rj  a'     fj'     Y      '^  I 

soiiMil  respeclivciiieiil  clr  prcinièic  cL  de  sccomie  csncce;  d'anirs 
Cl'  (jiK*  j'ai  ilt-moiilré  ci-dessus  (î2),  oi)  aura 


X      a  d    —  c  _         Il         K  _  y/( ; 


cl 


(Hi  encore 


cl  pal'  Mille 


a'     rt  </'    —  c' _        II         K-(-v^<l 

y'    ~  K  —  v/^         '^ 


'i'     6'^-o' 


</' 


Il  K  -  y/G 


—  c    y'       '''   /^'    '  K  —  /c;      '- 


a     (t 


l     -C  <V 


Sn|i|)osoiis.   pour  un  iiislani,  f|iie 

soil  dilIV'ienl  de  zt'ro  ;  niiilli|tlioiis  les  deux  inendires  de  r(\:;alil('. 
à  ;:auclie  par  le  svslcine  ',  „  cl  à  dioile  nai-  le  système  ^  .^  il 
vieiidia,   a|)rès  a\  oir  divis*'   jtarM. 

y'    o'      ^    "  _  ^    y      "i    <" 

r        II  ,        h  <t        l>  rj       ,1 

relalion  <|ui,  d<''\elop|)ée,  (hume  pit'eiSf'uuMil  li-s  (jualie  lelalioiis 
(pi  il  s"a^i><sait  de  d(''nionlrer. 

La  di'  uioii-^lralion  pii'-ci'dcule  suppose  M  dillt'reiil  de  /.('-lo  ;  mais. 


38.i  CALCUL   INTFOnAL. 

iiiir  un  iMistinnciiicMit  ((miiu,  «ni  iiKuilit  r.i  liuilcmciil  ([iic  la  pio- 
|)osili(>n  .siil>sislo  lurinc  (]iiai)(i  .M  csl  nul. 

Il  csl  cl;iir  uuo,  si  (t  =  o,  la  proposilion  csl  vraie  rclalivcinonl 
à  ticux  ro[>roscnl;vlii>ns  ([u»'Uon(|uos  di*  \\  . 


II. 

Intégration   de   l'êquatlaii   ou.r  (l/'/ft'rcnrcs  partielles 
de  second  ordre  (~ )  \V  =  o. 

o.  Supposons  niaiiilcnanl  que  /•,  .v,  /  soient  les  dt'rivécs  par- 
tielles du  second  ordre  dune  lonelion  inconnue  Z  par  rapport  aux 
variables  x  et  •)',  les  coefficients  de  W  »'lant  d'ailleurs  des  fonc- 
tions quelconques  de  .r, ,)',  :;,  et  des  dérivées  du  incnner  ordre  p 
et  y,  cl  soit  à  intégrer  l'équation  (^)  W  =  o. 

Pour  rester  d'abord  dans  le  cas  le  plus  général,  m  siij)p()sanlG 
dideren*  de  zéro,  imaginons  <pie  nous  ayons  trouvé  deux  repré- 
sentations de  W  |).ir  le  (U'ierniiiiiuil 


1 

(> 

r 

s 

o 

1 

s 

t 

a 

b 

c 

d 

a 

? 

'! 

•s 

0 

cl   tle   >\>lrnic>  dillVrciils  ;   ^oienl 


\V 


b     c 

^J     0 


et      W 


b'     c' 


CCS  deux  représenlalions. 

Cela  posé,  on  aura  les  propositions  suivantes  : 

TiiKontME  II.  —  Si  ii=zf{\,-)  (Si  une  intéi.ndlc  prcniirrc  de 
l'équation  (~)  renjermanl  une  fonction  arbitraire  f^  cliarune 
des  fonctions  u  et  i'  est  une  solution  du  système  d'équations 
simultanées  du  premier  ordre 


(8) 


flu)  ilh) 

C  -, 1-  d  -j-  =  o 

ap  aq 

diM        ^  dm 
dp  dcj 


INTÉOnATION    DKS    ÉQUATIONS    LINKAIIIKS    AIX    DIFFKRENCES    I"aIIT11;L1.KS.  .1H,> 

OU  lie  ce  sccoiifl  svstrnif  d' rtiiKilion s 

i,  /tlui\        ,,  /  </i<}  \  ,  'A.)  „  </(.» 


,  /(hu' 


,  (iiu 

'  7//: 


'j  - .-  —  «» . 


/  rAo  \        <A»  ^Ao 


rt 


On  a  posr,  |)()ijr  iihrcgci'. 

/  rh<i  \         (lo>  (lut 


Drnionsl ration.  —  Prenons  siicccssivcnionl  les  dérivées,  par 
rapport  à  x  et  par  rapport  ù  y,  de  l'équalion  u=/(v),  il 
viendra  » 

/  f/ll  \  t/ll  (lu  .,  Vf  ch  \  ih-  (/v  1 

\ajr  /  dp  a<i  WilT  I  tii>  (l<i 


et 


(  (hi\  (lu  du         ., ,       V  /  (h>  \  (h>  fA- 1 

(;^)  •" '  ;7^ -^ '  r/,7  = -^  <"' L' ^)  *  ■' ,7,,- -  '  ;^;  J  • 

ri,  puisque  u:=/{v)  est  une  intégrale  j)remière  de  ré(|ualion 
W  =0,  celte  dernière  doit  provenir  de  réliniination  de  f  ({•) 
<'nlrc  les  deux  ('quations  précédentes.  On  aura  donc,  du  moins  à 
un  l'acteur  constant  près. 


W 


/  du  \            du           du      /  d^'  \  '^^^  f^^ 

'  dx J            dp           dij      \dx I  ilp  dtj 

t  du  \            du           du       /  dv  \  d\'  d\; 

\dy/        '  dp  ~^     dq       \dy J  '  dp  '       d(j 

d'où,  par  une  transliuiiuit  1011  facile, 


W 


dp 

di^ 

dj, 


du       /  du  ,       /  du  \ 

~7ûi  KjLr)  yii}) 

~  d,]     W/7  '     '  dv  ' 


20 


386 

Cl  par  siiilr 
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du          du  /  du  \  { <^"\ 

~df>     ~d^  [dj-j  \dj) 

_  dv  /rA-\  /r/r\ 

-  7/7f  [dr)  \dj) 


dv 

dp 


est  une  représeiilalion  tle  \\  .  Kn  vcrlu  du  lliéorùmc  I,  on  voil 
done  que  chacune  des  fonctions  //  et  i'  satisfera  au  syslènie  d'équa- 
tions (S")  ou  au  svsiruie  (-),  siiivanl  que  cette  représentation  sera 
de  deuxième  ou  de  première  espèce. 

TiiKORKMK  m.  —  Réciproquement,  si  ii  et  r  sont  des  solu- 
tions du  système  d'équations  (S)  ou  du  système  (9),  u=/{i'), 
ail  f  désigne  une  fonction  arbitraire^  est  une  intégrale  pre- 
mière de  r  équation  (7). 

Démonstration.  —  Soit,  par  exemple,  co  une  solution  cpiei- 
eonque  des  équations  (8) 


(l.r  ' 


m 


diii        ,  dio 

c  -j h  a  -j-  =  o 

<tp  d(] 


('ë> 


dto 


du)         ,  dii) 
dp  dq 


on  .1  en  outre  les  deux   relations  suivantes,  qui  ont  évidcnirnciit 
lieu  pour  une  fonction  quelconque  de  x  et  dey, 


'  du}  \         dio  d(ii 

^dx  )        dp  dq  ' 


/'  dM 
\d7' 


dui  do) 

-—  s  -h    ,  -  t  —  n. 
dp  dq 


r-  ,        ,  •  ■    ■  1      .  '  I  •      •  /  doj  .     I  dut  \     dit) 

Entre  les  equ;ilinn-  pr<c.  .tontes,  éliminons  (;j-  )>  (-J~)'  j'  ^' 


-T-1   il  vient 

dq 


I  1.  /•  .« 
015/ 
a     1/     r     d 


ou  encore  W  ^  o,  d'où  il  résulta  que  u)  =  o  est  une  intégrale  de 
léquation  (~  1.  Si  //  et  e  sont  deux  valeurs  particulières  de  (t).  les 


INTKGHATION    I»KS    E(JlATIO\S    LINKAIHES    ATX    DlFFKIlKXt.KS    rAIITIKI.I.ES.  .IS; 

(■(|iiali<)iis  (S  )  t'-liint  liiii'-aircs,  //  —  /(*')  sallsl'îilt  t'';;ilciiiciit  ;"i  ces 
«'■(|uatl()iis.  (|(M'II<-  (|iic  Miil  1,1  loiKtiiiii  /:  l<i  |)i'(i|)(>sili()n  r>sl  donc 
tlt'iiioiilrrt'. 

'l'iir.oni.Mi-.  I\  .  —  /: //  ilrsii^nniil  par  //  ri  \-  deux  sotiilioits 
roniiniinrs  dti  systrmc  d'rtjiKitions  (8),  et  jmr  u'  et  f'  deux  so- 
hilions  cnnimunes  un  sy^stème{v^),  si  des  équations  u  — f(i')=  o 
et  u'  —  '^(f')  =  o  o//  tire  les  valeurs  de  p  et  (j  en  fonction  de 
.r,  y  et  3,  ces  valeurs  substituées  dans  pdx  H-  qdy  rendent  cette 
expression  une  dij/'érentielle  exacte,  en  sorte  que,  pour  aclie- 
rcr  /'intéi,'ratio/t,   i/  sit//it  <rinléf;rer  l'intéf^ration 

riz  —  pdx  ■+-  (j  (ly. 

Démonstration .    —   iJ'iiprrs  ce  que  j  ;ii  dit  plus  IkiiiI, 

lin  dit       I  (lu  \        /  ilu  \ 

ilp  (lif       V  dx  I       ^  dy  I 

/  dv  \ 


ol 


__dv  dv  /fj^\  /^\ 

~dj>  ~"d^  '  ^/  \7h) 

du  du  /  du'\  /  du   \ 

"  'TTf  "  lïq  \  ~dx  )  [dV  ) 


dp  dfj 


>()iil  <l«^n\  i'('j)r»''senlations  de  \\  fipparlfnanl  à  des  s\slènies 
ddlercnls. 

\'.u  \(  rlii  <lii  llii'oirmr  I,  on  a  donc  la  relation    , 

du  (  (lu'\         du  /  du"\         du'  /  du\         du'  /  du\ 

~dp  '  ~d?)  "^  dûj  \dy)  ~  dJ7  [TT?)  ~  71^  [TÏJ')  "^  "' 

<|iii  csl  la  condition  d'int('i;i'aliilili'.  Comme  d'ailleurs  on  [)eul 
ictn|tlacer  dans  cette  relation  //  par  une  solution  (inelconquc  dn 
systèn)C  (8),  et  //'  pai'  une  solution  (piclcniifpie  du  syslcme  (9), 
la  proposilion  est  démontrée. 

(J.    Le  cas  où  (i^o  donne  lien   aux   nit'ine>  jnupositions,    sauf 
(pi'il  ^nllil  de  consult-rcr  une  seule  représentai  mn  de  \\  . 


M  i:   i.\ 


HANSldlOlvriON  DES  FOMIIONS  KLLIl'TiiiLES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  LWXII;  1876. 


1.  Jacohi  a  donné  (  C'/V'/A'.  I.  i)  un  syslènu'  dt-qualions  dillV-- 
reniiclles  du  second  ordre  auquel  satisfont  le  numérateur  cl  If 
dénominateur  de  la  fraction  qui  se  présente  dans  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques;  Kisenstcin  a  depuis  éludié  cette  question 
dans  un  beau  .Mi'nioire  [C relie,  t.  30  et  32,  et  Olimics  niatlié- 
inali(/i/cs,  p.  I  >()). 

On  peut  présenter  de  la  façon  suivante  la  proposition  de  Jacobi  : 

l^n  désij;nant  par  y  une  quantité  égale  à  l'unité  et  introduite 

pour  l'homogénéité  des  formules,  soient  u(x,y)  v\  /(x,y)  dcu\ 

polvnùmes  du  (pialrirm(^  degré  homogènes  en  x  el  y,  et  :;  =  t 
une  intégrale  rationnelle  de  Téqualion 

ds  dx 


\  et  \  étant  deux  polvnomes  homogènes  en  x  et  t  el  An  degr»'  m. 

Posons.  j)onr  abréger, 

I  •         ,  1-   X'                   1-          fl\       .  dy. 
V  —  u{\.\  \       it  \,  =  a-i ^3-r-» 


d'-\  d^-\  ,^,r/^\ 

rfX*  '^^''^'dxdy'^^'dj^ 


V,.  ^2  *^"'./i  «'tant  définis  d'une  façon  analogue. 

Cela  posé,  on  a  l'identité  suivante,  qui  a  lieu  quelles  que  soient 
les  quantités  a,  |j,  ;  el  y,  : 


I 
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idciilih'  où.  /.  «I('si<;n;ml  une  corishuilr.  <I»  ;i  jioiir  \  niciii  I  »\|)rts->ii(n 

tî.    ()n  peut   poser  de  l;i  (;ici)(i  suivante  le  |ii()lilrnic  di'  l:i  lians- 
furnialloii  : 

Troii\»T  iiiie  ml('';;ralr  ralioniicllc  3  de  l'cqualion 

dz  dx 


^u{z,  I)        v^X//  -t-  |ji// 

À  cl  |x  dési^'iiant  dos  conslantcs  convcnablemenl  d<''lcriiiinée.s  et  // 
le  licssion  de  // ;  c'est  sous  eetle  forme  fpie  M.  Ileimitc  a  depuis 
ionglcinps  résolu  ce  problème  dans  le  cas  de  ni  =  .j. 

On  voit  facilcmcnl  que,  si  le  degré  m  de  la  Iransformation  est 
de  la  forme  4''  -f-  • .  X  el  Y  sont  déterminés  par  les  formules  sui- 
vantes : 

^ d.] 

7h- 


\    r.^-     -7-H-U./II..  Y=-y-0-h>'II, 

d.r  -^ 


OÙ,  J  désignant  le  covarianl  du  sixième  degré  de  u.  (-)  el  II  sont 
des  fonctions  homogènes  de  u  et  de  li  et  respcclivemml  du  dcgrt- 
(/?  —  i)  et  du  degré  n. 

Semblahlement,  si  m  est  de  la  forme  \n  —  1 ,  X  et  Y  sont  dé- 
terminés par  les  formules 

X  = -, H  a-J  ri,  Y  =  -; (-  r  J  11, 

UT  dy       "^  , 

où  H  cl  II  sont  des  fonctions  homogènes  de  u  cl  de  h  et  respec- 
tivement du  degré  n  el  du  degré  n  —  >.. 

Le  |>rol)lème  de  la  tiMiisfornialion  est  donc  ramené  à  la  détci- 
minaliondes  polynômes  (-)  et  II. 

W.   A  cet  ellet,  portons  les  valeurs   précédentes  de  X  et    iV'  \ 
dans  ridentité  (  i  ).  en  posant  /"=  \u  -f-  jx//,  puis 

fia       ,  ,Ui 
(ty  d  V 


d.r  d.r 

,  du  ,  dli 


T,^—p——(i~- 

d.r  II.'' 


a  =  p  -r-  -+-  0 


dy  dv 
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los  deux  mcmhros  s«'  Iraiislornu'ii!  en  doux  polMioincs  en  p,  0,  p' 
cl  0'  (Hii  tloivriil  rire  itlciilitjiios  et  dont  les  cocfliciciils  ne  icn- 
f«>rnionl  (jiie  //,  //.  iiinsi  (jnc  les  fondions  MK^tnniics  H  cl  II  avt'c 
leurs  dciivccs  parliclles  par  raj)porl  à  //  cl  //.  l'^n  cgahuil  les  eocf- 
lîcicnls  des  mûmes  puissances  des  indéterminées,  on  obtiendra 
trois  équations  difl'érenliellcs  analogues  à  celles  de  Jacobi  et  per- 
meltanl  de  délerniiner  H,  H.  ainsi  (jne  les  eonslantcs  )>,  [a  et  /.". 
En  posant 

it  =  :.         A-i.         H(//.n-B(c)         .1         !l(»,  i^  =  n(3), 

on  en  déduira  lacilement  des  équations  diHérenlielics  ne  len- 
fermanl  que  j,  tt(-),  ^K-)?  leurs  dérivées  par  rapport  à  :;  et  les 
invariants  de  la  forme  ii. 

Dans  une  prochaine  Communication,  >i  lAcadémie  veut  bien 
me  le  permettre,  je  lui  somnellrai  les  formules  auxquelles  on 
arrive  par  la  méthode  que  je  viens  d'indiquer. 


SI' Il    L\ 
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JJullelin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  VI;  iS^- 


1  .  .!(>  iMiuM'Ilcrai  d  al)i)i'(l  uin'  ioiiiiiilc  iiii|)()i'liii)l<'  «lue  ;'i  M .  I  Icr- 
inilc  (•)• 

Klanl  donnée  une  forme  homogène,  à  deux  variables  el  du  de- 
gré m,  U(.^*,  }'),  si  Ton  |>ose,  suivant  l'usage  liabiluel, 

I    dl)  -,         I    r/i; 

m  as  m  dy 

on  a  idenliquemenl 

/    L(  >..r  —  I  2,  \y  -r-  \ji} 

A.  li,  ...  désignant  des  covaiiants  de  la  forme  U. 
Je  transformerai  cette  formule  en  posant 

Àj-  — 1)2=/;,        Xj' -4- U,  =  <T,  ; 
d'où 

A  =    =-  y  l  — ^  -, 

x-T,—y\  XT.—y^ 

ou,  en  posant,  pour  abri'ger,  çU(  -i-  y;  Uo  =  A,  o^r,  —  )■;  =  10, 

A  U 

A  =   -  ,  t  —   -    ■ 

l'.n  remplaçant  respectivement,  dans  l'équation  (1),  À.r  —  l  ,, 
/../•  —  Uo,  A  et  t  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

I  /n  «  — i)(//  —  r  ) 

f  -^ ; n  A"-3(0^H-.  .  .  . 


(')  Deuxième  Mémoire  surin  théorie  des  fonctions  homogènes  à  dcu.r  indr 
terminées  (Journal  de  C relie,  l.  5"2,  p.  aS. 


iç^j  CA1.CII.   INTltOn.M.. 

Si  Ton  >iij»|ti>*o  i|uo  l  ><>il  nue  (oniic  du  (jii:iliirmc  doi;r('\  en  dr- 
slj;nanl  par  II  son  liossi(Mi,  par  .1  son  covarianl  cnl)i(]ncdii  .sixlrnu- 
«logro,  ol  jKir  S  son  invariant  (|iiadi-ali(|ne.   il   viendra 

(3)        U»(x.  J)U(Ç.T,)-  A*     -  (111  A^(oM-   i.l  A(o»4-(SLi'^—  >ir-)(u*. 

t2.    Va\  e\lra\anlla  racine  earrëe  du  premier  niendire.  on  ohlicnt 
la  r«'lation  >ui\  anie  : 

cl  l'on  \(»il,  en  \erlu  liii  lliéorème  fondamental  d'Aliel,  cpie  l'iji^'-- 
grale  algt-hricpie  cnlièri-  de  rétpialion  dilTérenhelle 

3  djc  d\ 


où   les  quantités  r,  el   y  doivent,  ainsi  que  dans  ce  (pii  suit,  être 
remplacées  par  Innilé,  est  fournie  par  Téqualion 

4  J(«lJ,^T,liî)4-(SLî-I2n2)(j'/,  _    )'£  )=0. 

W.  (^M  obtient  avec  une  égale  facilité  la  formule  qui  donne  la 
mulli|iliealion  des  fonctions  elliptiques  par  f).  en  d'autres  termes, 
linti-grale  ali;<''l)rique  entière  de  lécpiaticui 

ill  5  doc 


Désignant,  en  cllet,  |)ar  a  un  covarianl  inconnu  de  U,  il  sulliia  de 
déterminer  ce  covariant,  de  telle  sorte  que  le  reste  de  Topéraiion, 
dans  rextraclioii  (le  la  racine  carr<''e  de 

(A-^^/t,i)i|Ai-(-  r.II  A2oj2-+-  4Jw^-h(SU2— ■5n=)o/'], 
soit  divisible  par  (o^.  On  aura,  en  cfTet,  identiquement 

L»(A-^r7a>;îU($,T.)=  l'î-^(^r,  -  j£)îlQ(ÏU,  +  r,U2)+K(rr,  —  ji;]; 

d'où  il  suit,  en  vertu  du  théorème  d'Abel,  que  Tintégrale  cherchée 
est  fournie  par  la  résolution  de  l'équation 

Q(tU,-f-T,U3)---  Wi.rt,  —    rz  1-=  o. 


Sin    I,A    MILTIPLICATION    DKS    PONCTIONS    ri-LIPTIQUES.  3cj3 

Pour  efTecliier  le  calcul,  remplaçons  poiii-  un  iusinni  A  p.ir  c  <l  <■> 
pnr  I  ;  ou  trouvera  aisément 

(j  -r-«)î(-'-*-Gll-î-+-  4Jc  -+-  bl,^—  31P) 

-^  [2a( SU*  -  1 2 IP  )  +  4  (  aî  -  i  11  »  J  I  c 
-+-«î{SU*-  I  >.IIî)— 4J'      iv./Jll: 

en  égalant  à  zéro  le  coefliclcnt  de  z\  on  a 

i>Hî-SUî 


iJ 

el  le  reste  de  l'opt-ration  de  l'extraction  de  la  racine  carrt'e  devient 

[(SUii— i2Hî)»-f-48HJ^| 

4  J  ' 

[(SU*—  I a  H' )•■  —  {8  HJ2(  SI" î  —  1 7.  »^  )  -  r,4  J  •  1 
"*"  iGJï 

L'intégrale  algébrique  de  l'équation  (5)  est  donc  donnée  par  !'(''- 
quation 

4  J  [( SU2 -  , 9.  Hî  )2  ^  48 IIJ2]  (  f  U,  -^  f,  L\,  I 
—  [(SU^— i2H2)^_48IIJ2(SU2— IP.IP)— C4Ji](j;r,  -  vi)=o. 

i.  On  trouverait  de  même  la  fornude  qui  donne  la  multiplica- 
tion des  fonctions  elliptiques  par  un  nombre  impair  quelconcpie /?, 
ou,  en  d'autres  termes,  l'intégrale  algébrique  entière  de  l'équation 

rf$  n  clx 


l^e  problème  revient,  comme  on  le  \oit  parce  qui  précède,  à  déter- 
miner deux  jtolvnômes  entiers  F(:;)  et /(:;)  qui  soient  respective- 
ment du  degré  — ■_ —  et  du  degré     ~    >  et  tels  que  Ton  ait 

où  j'ai  posé,  pour  abréger, 

el  où  a  et  ,3  désignent  des  eovariant«.  de  L  iu(lép«'ndiuit>  de  z. 


.1i,^  1  ALCIL    INTh'OllAl.. 

La  nmnirir  iiiilluulr  <|iii  sf  lurscnlc  pour  rt-soudio  ce  jirolilriiu' 
osl  rrllt*  (lur  jai  niiplmi  r  il,iii-<   les  r\cMi|iK's  j)ri'Ct'(lcnls  ;   en  iiu'l- 

(aitt   en  rviileiico  Io> cot'lliciciils  acliullcmciil    iiult'lt'iiniiu's 

i 

de  F(5),  el  rxtra>anl  la  racine  de  \*'^{:>)  ^V(5),  on  profilera  île  l'in- 

dt^lermi nation  de  ces  coeffieienls  pour  annuler  les  eoelliciefits  des 

premiers  termes  du  reste.  (|ui  sei'a  nécessairemcnl  de  la  lornie 

OiZ  -t-  iiJ. 

a  et  3  l'iant  de>  lonclions  connues  des  covariants  de  L'. 

L'intéi^rale  eliercliéc  de  ri-ipialion  (5)  sera  alors  dorun-e  |)ar  la 
relation 

Mais  on  peut  rattacher  la  détermination  des  polynômes  1'  (-)  et 
/(-),  et  par  conséquent  du  reste  v.z  -h  ,3,  à  la  réduction  de  l'ex- 
pression y''\V(c)cn  fonction  continue. 
De  léipialidn  (  (i)  on  déduit,  en  eflTel. 

«5 -j-P , 


Vi ,- 1 V AvTT.  =  /(Cl — 


l'(-)v/NV(z)-t-/(-)' 


le  dénominateur  de   la  fraction — =r- est  du  deirré 

V(z)s/\y{z)^f(z) 

,  d'où  il  suit  que  le  développement  de  F(c)y/\V(3)  —  /[-•) 

commence  par  un  terme  de  Tordre  de     ^^_^ 

1- 1 

X  ■■' 

La  fraction  ;{— ^  est  donc  une  des  réduites  obtenues  en  dévelop- 

panl  y/ W  (  z )  en  fraction  continue,  celle  dont  le  dénominateur  est 

«lu  <le;,'ré  (  -  )• 


su  II   I.V 
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Bulletin  de  la  Société  mat  lié  ma  tique  de  France,  i.  VI;  1^77. 


I.  —  Cu.\sii)i':iî 


\T  I  ()P>  s     l' It  1: 1. 1  M  I  >"  A  I  II  ES  . 


I.    l'.ii  (l»''sigii;iiil  |)iir  )',  une  ([u;iiililc  <''f;iil(;  11  ruiiilé  cl  iiilioilmli' 
pour  rendre  les  ronmiles  homogènes,  sôil 

lin  |)ol\ii(jnie  du  ([ualriènie  degré  en  X). 
Soil .  de  |)liis, 

\ 
Y 


j-,  = 


une  intégrale  (jnelconcjiie  de  ri-quallon 

;^_    =  «V, 


\  cl  \    di''>igiiaiit  des  lonelioiis  de  v  dont  I  une  peut  être  clioisic 
arhitrairenicnl. 

Ln  dcnolanl  par  des  accents  les  dérivées  prises  j)ar  lapport  ù  l.i 
variable  v.  el  en  faisant,  pour  abréger, 

T  =  YX  -  \V 

iéfpiation  pr«''cédeiile  devieni 

|-(\.  Y)-  T^ 

<  i|i  a   e\  ideiiiinenl 

T  -  Y\-  \> 
|e  poserai .  en  oui  n'. 

^>  ^  Y'X'-  \  \    : 


3«^  CAI.CIL    INTKOnAI. 

en  sorlc  (|ii(',  dc>  rrlalions  pivordeiilrs,  on  tlrilml 

(  \  T  =Xe-+-\'T. 
^^^  /  Y  T'=  Ye-+-^'T. 

Kn  cmplovaiil  une  noUilioii  l)irn  connin'.  je  p<isci;ii 


i_f/JF(\,Vi  p     _    I    ^^F(\.^)  ,,     _    I    ./-r(\.^) 

'À 


en  vortii  (lo  la  proprlt'lr  fondnmrnlalr  des  pnlvnôiiu's  Imniogènes, 
réquatioi)  (2)  pourra  se  nicllro  sons  la  (orme 

A  celte  rclalion  nous  pouvons  joindre  les  deux  snivaiilcs,  tpic  lim 
olilicnl  en  prenant  ses  deux  premières  dérivées  |»ar  rapporl  àv  : 

\  \.\\i^(\\"~  Y\')F,î-^  Y  Y.Fîî=  —, 

(XX'^3\'^)F,,^(X^"^  Y\  -G\'Y')F,, 

„,,        ..     ..         TT''-4-T'î 

-(-(YY'^  nî)Fi,= 

l-.ii  le>  r''>iolvant  j)ar  rajipoil   à  1- , ,  •  lu  <'l  lj2}  ■'  \'<^n' 

ÎT'  F,;=  ytTlL  _  iYY'TîT  -(-(3Y2T-T- Y'e^T». 

3T3F,j  =  -XYliI-'-  -(YX'+XY  .T2T— (3\  Y  T  --XYe)Tî, 

"2  2 

IT^F.,^  X*^^  -3XX'TîT'-^(3X'iT-r-XîeiTî. 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  c,-.  la  deuxième  par 
•'.;/,,  la  troisième  par  r,-,  ^  et  r,  désignant  des  quantités  arbitraires, 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus  :  il  viendra 

3Tï(£îF,,--7Ïr.  F.î-r-r.îF.,. 

.T^(i:z:l^)nï-x,>^ 

\        '2       / 
—  3TïT'(Y;  -  Xr.;(  Y'ï  -  \'r,)^  3TMY':  -  X'r,  »', 

ou  encore,  en  remplaeanl  T(^  ';  —  X'r,)  par  >.;i  \.il<  ur 
»,\i-  \r^,-4-T(  Y'ï-X'y,  ,, 


slll    l.,V    TIlANSKdllMATH'N    IH:s    KdNCTUiNS    KLLIPTIQL'KS  iif] 

(iiif  l'on  ilcdiiil  (!(••<  r'iiiinliDiis  (î). 


-+-  (  Y'$  -  X'r.  y-  _-(  Y  £  -  \  /.  )(  y:  -  X'r.  I. 

^.    Po>«(mx.  |>()iii-  ;il»iof;er, 

T'— {e       YX--XY"  — 3(YV— X'Y") 
'     ■^  "    r.T       ""  (WV\'-XY')  ~  °' 

L  <'(|iiali(>ii  (  î  )  (l('\  ifiidi  ;i 

,.  ^  )   ^-  l"n  ^  -'.;',  •■li-f-  r,î  r,.  =  ^(  Yt  -  \r,  y-i-(\";  -  \'r,  f- 

"  '  (  -(Y£  -  Xt,)(Y"ï  — X"r,). 

Comme  dans  celle  formule  ^  el  r,  soiil  arbitraires,  elle  li<Mil  lien 
des  trois  relations  suivantes  : 

,      l'u^     AX^-r-  .nXY -+- (:V2= 'iY2+ Y'^'- YY', 

\  1  F,..  =  V  BX* -f-  4  CXY  -f-  •>.  I  )\i 
"•^  "  ^_2oXY-^  YX''-kXY''-^X'Y'. 

'      F,.,  =  GXî  -+-  2  DXY  -f-  EY!  =  ç  X^  -^  X  ^  -  XX"    ('  ). 

(^es  liirniules  sont  une  conséquence  immédiate  tie  la  relalion  (r?); 
r<''ci|)ro(|ucmcnt.  si,  'J  désii;nant  une  lonetion  arbitraire  de  v,  on 
dt'lerMiiiie  des  fdiiel  luns  \  et  ^   satisfaisant  aii\  Irois  rclal  ions  (6)', 

on  \(»il  (|ue  j'|:=  ,.- est  une  int<''i;rale  de  Téquation  (i). 

l'iii  fai>aiit.  en  eU'el.   dans  la  relalion  (6), 

t  =  X  ..|  r.  -  Y, 

il   \  leni 

F=(Y'X  -  XY')2. 

L'inlt'-gration  de  ré(jualion  (i)e.sl  donc  ramenée  à  linlé^ration  du 
système  d'éfjuations  simultané  (<))'.  dans  lequel  'Sf  est  une  fonction 
arbitraire  de  v,  el  à  celle  «'(iiialidn  on  peut  adjoindre  l'équation  (5). 
où,  comme  on  le  voit,  n'entrent  pas  les  coeflieients  du  polynôme  F. 
En  particulier,  si  'i  est  une  conslanlc,  les  fondions  X  et  Y,  sa- 

(')  Sur  CCS  formules,  voir  Eiskxstkin,  Fernerc  Benierkunf;rii  zu  cUii   l'nins 
fnrmationsfornicln  {Mnthcmatisclic  Abliandlitn^cn,  p.  l'i;). 


3«)S  ■    M  ■  I  i     iNTKOH.VI  . 

tisfiiisaiil  :m\  icl;ilion>;  i^>)  •  tlonnenl  Ic^  lontlioiis  H  de  .l:u  olii  <l 
les  fondions  Al  »It*  M.  Wciorslrass. 

II.  —    FonMii.rs   nr  .lAConi. 
',\.   Considérons  nmiiiUMinnl  r<'(Hi;ilioii  (IUhrcnlit'lli- 

dTi  dx 


(7) 


v^i*\-yi,ji)      \'f^Xyy) 


uiï  f[.r^  y)  désigne  iiii  polviiùmc  (|iirl(()n(|iic  du  (|ii;il  i  iriiie  degr»'- 
en  .r,  la  variable  y  «'lanl  iniroduilc  ponr  icndri'  Tcxpression  ho- 
mogène el  ctanl  égale  à  Tunilé. 

Soit 

X 

^.=  Y 

une  intégrale  de  eelle  (-qualion.  X  cl  ^  élaiil  des  fondions  enlières 
de  x\  soil.  de  pins,  r/v  la  valeur  commune  des  deux  membres  de 
l'égalité  (7). 

Si.  en  verlu  de  Tégalilé 

(7)  -r-. —=d', 

on  suppose  X  d  ^  expriuK'S  en  fonction  de  v,  on  voit  cpie  ces 
fonctions  satisfont  au  système  d'équalions  (5)  et  (()). 

.Te  transinrmerai  ces  équations,  en  su|)posanl  <pie  X  et  \  sont 
exprimés  en  fonction  dex.  A  cet  efTet,  en  introduisant  les  dérivées 
prises  par  rajiport  à  .r,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (7)', 

~~  djr  ^''  '  ~   dx^  ■'         i  dx  dx  ' 

...,       d^\    .   ,-.       3  r/*X  dj   ,j        1   d\  d'-f    ,. 
flr^  '  •}.    tl.r-   ft.r  7    tir    <lr-      ' 

dx    -^  ■  dx'  •'         i  dx  dx  ' 

...       rf'Y    .  ,-.        5  d-\  df        .   d\  d^f   ,. 
fix-  7    il.r-   il.r         v,    dx    cLx- 

F.u  rem|)l;ir:ml  \  ,  \   .  \    .  ^       \     i|  V"  par  ces  valeurs  dans  l<s 


sril    I.A    TIlANSFilllMATKiN    OKS    FONCTIONS    EI.LIPTIQIES. 

r'(|ii.ill(in!î  (5)  Cl  (l^),  il  \i('ii(li.i 


(8)0^ 


et 


): 


^//" 


/^»  /  dr 


] 


.,\.d\        ,.d\\ 


17.      Jx^ 


•-^:^'-.: 


(9' 


-/<0-'.X)(=^-r,_j 
-'.'1L.'.\  ^-,\J:'!1  -r'—\. 


Le  point  iinportanl  dans  la  j)roposilion  due  à  Jacohi  nonsisle  en 
«^e  que  z>  esl  un  polynôme  du  second  degré  en  x.  Pour  rétablir,  je 
remarquerai  que  la  relation  précédente  a  lieu,  fpielles  (jue  soient 
les  quantités  ;  et  r,  ;  d'ailleurs,  \  el  \  étant  premiers  entre  eux. 
on  potiira  prendre  pour  ;  et  t,  d  -s  polynômes  entiers,  tels  que 

:  ^  -  r,  \  =  I . 

L't'quation  (  f)  )  montre  immédiatement  que  cp  est  aussi  un  polv- 
MÔmc  entier,  el  l.i  furmule  (SV  (jiic  ce  polynôme  est  du  second 
degré. 

111.  —   Tn  wsFonM  VTio>'   dks  fokmii.es   i)f  .TAroiu. 

i.  I*our  transformer  les  relations  |)récédemmen[  obtenues,  je 
remarquerai  que,  si  a,  jJ,  v  et  0  sont  des  conslantcs  arbitraires  re- 
liées par  la  relation 


ho) 


10  -  3y  =  I . 


l'é-qualion  (9)  doit  encore  être  idenlirpiement  5alisrait<\  pour  une 
dt'terminalion  convenable  du  polvnôme  's,  par  les  poKnômesque 
l'on  (d)tient  en  rrmjda(;anl .  dat)'^  \.  ^  .  I' et  /'.  ,/■  par  7..r„ -f- *',)',) 
<'l  )■  par  [j.r„— oj',i.  pourvu  qu  on  rcl:d>lis>«'  l'Iiomogénéilé-  di-  la 
formule,  en  multipliant  le  pretnier  membre  par  )  j;. 

Désignons,  en   général.  |)ar  (  \N  )   ce   que   dexirni   une  fond  ion 


4(K) 


r.Ai.t:n.  ixTKon.vi . 


qncIcoïKliir    \\    tic  ./•  v\  Ar    )-.  (|\i;ni(l  on   \    illoi  lue    l.i    .siil>>liUilit)ii 
iiuiu|urr:  il  «^l  ilair  (|iic  l'on  ;nir;i 

cl  (les  relations  analdmies  relaliverueiil  a  —. »  —, —  el  —  -    • 

r/./",i  II  i\,  (l-l\\ 

imaginons  inainlenanl  (|uc,  celle  subslilulioii  ellcelme  dans  la 
relation  (p),  on  remplace  de  nouveau  aToH-vj'o  |>!ir^  cl  'i^Xo-^oyo 
par  >■;  on  a  alors,  en  verlii  de  Téqualion  (lo), 

3  se  chanj;e  en  un  polvn('in)e  «I>  lioinoyrne  et  du  second  degré  par 
rapport  à  x  el  y,  liomogène  el  du  second   degré  |)ar  rapport  à   a 

Si,  de  plus,  on  pose,  poui- ahréger, 

dr       ^  ffy 

V...         ^Y       ,,d\ 

J  clx       "^  <h' 

dx-  dx  dy  dy- 


'/*Y  o    rf»Y 

Y(î)  =  1'  _ y-  v.a3  -, y- 

il  r-  '    fl  r  il  v 


di\ 


ré(jualion  {[))  deviendra 


(ii; 


-/«;Y--vX)a"Y'"-r.Xiî') 

-  V"';Y-r,Y)(SY«'--oXn)), 


équation  qui  doil  rire  idenlirpienient  satisfaite,  rpicis  fpic  soient  a, 

r  .  X  . 

3.  ;  el  /,.  si  X|  =  Y  ^^^  ""^  intégrale  rationnelle  de  l'éqiialion  dif- 


srn    I.A    THANSFonMATIOX    ORS    FONCTIONS    KLMPTIQLKS.  Ifin 

It  rciilii'lli' 

i).  l'onr  ilt'lrnmnrr  la  ((»iim'  <lii  |)<>Kii(\iiir  *!•,  jr  rcinaii|iii'  <|iir, 
Cl-  polviiùiML*  «'•taiil  lioinoj^riir  cl  «lu  srcorul  dc'j,M'c'  par  rapport  à./' 
et  )■  cl  par  rappoil  à  y.  cl  [j,  on  |)t'iil  l'f'criri'  «le  la  l'aron  suivante  : 

-(-(«_>'-+-  3Tl(aii, -+-  Pi2î)-+-/.(a  K-t-{Jar)>, 

W  désignant  un  polNriiunc  inconnu,  iionioi^^cnc  cl  ilu  (pialricme 
degré  en  x  et  >  .  ii  un  polynôme  inconnu  homogène  cl  du  second 
degré  par  rapport  aux  mcnies  variables,  et  /<■  une  (juanlilé  con- 
stante. 

Faisons  maintenant,  dan--  ridcntité  (i  i), 

a  =  j-  -^-  pa'         et  3  =  y  -H  p3'  ; 

le  premier  membre  de  cette  identité  devient  divisible  par  z- ;  le 
terme  constant  et  le  terme  en  p  doivent  donc  manquer  dans  le  d(''- 
veioppement  du  second  membre.  En  faisant  ce  dc'veloppemoni, 
on  trouve  facilement 

W  =  ,»/. 

/;/  d(''signant  le  degré  de  la  lransforin.il ion,  c"esl-à-dire  le  degré 
des  deux  polvnôraes  X  et  ^  .  puis  li  ^^  o. 

Le  polvnôme  <!*  est  donc  complètement  déterminé,  sauf  le  fac- 
teur constant  /.".  et  l'on  a 


Ht 


i;iMi:(;ivvTi()\  hi:  i;i:orvrîo\ 

•    f/.r*  i  \(l.r/ 

/t.TKSï  ys  V(t\.\\ny\y.  \)v  second  DEc.nf:. 

/tiiUrtin  fie  la  Sncicté  mat/iénidti'/ttc,  l.  \l:   iS—. 


\.   Etant  donner  I  <(|iiali()ii  du  second  oïdir 

où /'d('sigiic  lin  polynôme  du  second  dej^ré  en  jt.  on  sail  f|iie  relie 
éqnalion  admet  comme  solutions  nne  infiniu- de  poljnùmes  entiers 
du  troisirme  de<;ré,  à  savoir  tons  les  polynômes  du  troisième  degré 
dont  le  liessien  est  égal  à  f{x).  Je  me  propose  dans  la  Note  sui- 
vante de  trouver  son  intégrale  générale. 

A  cet  elTet,  je  remarque  qu'en   posant- -  =  ^',  l'équation   (i) 

peut  être  remplact'e  par  le  système  d'équations  simultanées  du 
premier  ordre 

flT  dy  dy' 

(2)  — î= — ï— = 71 ^^ —,"> 

y  ^      y  ^  y      ^^fy^^  3  •>'''•>'  ' 

dont  le  (Irrnirr  ninhiplitdd'iir  est  égal  à  liinilé,  puisque  l'on  a 

Des  principes  établis  par  Jacohi,  il  résulte  qu'il  suffit,  |)oiir  in- 
tégrer complètement  l'équation  (i),  d'en  trouver  une  intégrale  du 
premier  ordr»-  renferm.inl  unf  ronslanle  nrhilraire. 


fl-  y         1  /  dy  \'       .  . 

sni    I.  INTKlJH\TI')\    UK    L  K(,»l' ATloN    Y     / .(-/-)    ='>/(X,. 

-    dx'        î  \,  dx  I  ■' 

Pour  Tohlenlr,  je  priuids  siiccc^sivoincrit  les  trois  prcmirrfs  tlc'-- 
rivt'cs  <lc  l\-(|(iiilioii 


yy^-^  \y' y'" ^-  <•• 

La  dernière  iMjiialion  s'inlègrc  inimcdiiiloinenl  cl   donne,  en  dési- 
i,'n;inl  par  %  une  constante  arbitraire. 

(G)  >'"=   {(ia)'    *  . 

Kliniinanl  ^^■'%  J>''"  et  j'"  entre  les  éfjiialious  (.i),  (4),  (5)  et  (6), 
on  ohliciit  linléii^rale  du  iircmicr  ordre 

fy-  —  \f'yy' -+-  \  f" y- -+- 9/'  =  '.» ^y'  ; 

dOii  l'on  déduit,  en  |)Os;mt 

f^\x^-^\\x^Ç.        cl        A=:Bi-4AG=/'î      a//', 

.„.                             ,_  3  (/y  H-  Vaj.^-  4/3-4-  4  a/») 
(8)  J   -  ^^^ , 

d\jù 


2.  Je  remarque  maintenant  que,  d'après  la  iht'-oiie  due  à  Jacobi, 
le  fadeur  qui  rend  nue  difr»''renlielle  exacte  le  prcniici  membre  de 
IWpialion 

I  tj  )  >■    •  y  tt.i  — )     '</(•  =  o 


io^  I    \L(  II.    IMH.II.M  . 

I  •  r 

osl    -j-  >  OU.  ;i  un  liiclfur  iMinu-ri(|uc  piTS. 


3^'       _  y' 


V/av«- 


1/'-4«/.»  ' 


lui   imilliplianl    rt''(|uali()n   (())   par  ce  fadeur  intéfîranl    ri    rn 
louiplaranl  y'  par  sa  valeur  tirée  de  l'écpialion  (H"),  il  viendra 

)  t/.r  Z  f  y  (Ix — if  il  y         _ 


-  i!      ,    .  ^    -4 

Posons  j' =  c   ",  d'où  (ly  =^ —  ~-   'dz\  en  .suljsliliiant  ces  vu- 
leurs  dans  l'expression  précédenh'.  il  \  lendra,  après  avoir  snp|uim('' 

dj-  f'zdx-^-fflz 


le  facteur  -:• 


—  o, 


/        fzs'^-\-xfz      f^z 
on  encore,  en  jxtsant  fz  =^  //  el,  par  >nilt',   )■  =^  (  —  j    , 
*■/./■  <lii 

(lO)  -r   -i-  .   -=  O. 

y  «  y/A  -I-  4  a  M  —  <f» 

L'équation  (i)  s^iiitègre  donc  eom[»l(iemenl  an  niovcn  des  (onc- 
tions elliptiques  el  celle  inl(':;rale  esl,  en  désignant  par  '/cl  'jdcux 
constantes  arbitraires, 

J     f       J    II  v/a  -\-  !\t.u  —  11^ 
où  u  doit  être  remplacé  par  sa  \a\q\\y  fy    ' . 

3.  Comme  je  lai  fait  observer  au  début  de  celle  Note,  l'équa- 
lion(i)  admet  comme  solutions  une  infinité  de  polvnômes  entiers  ; 
en  considérant  l'inléji^rale  intermédiaire  (9),  on  voit  immédiate- 
ment que,  pour  ces  solutions,  a  doit  être  nul,  et  il  est  facile  de  voir, 
en  effel.  que.  dans  ce  cas,  Téqualion  fin")  s'intèjrre  alj:<'briqiiemeril . 


su»    L  INTKOllATIoN    DK    I.  i;uLATIOX  y -f-,  —    j  (  "/"  )    =''/(>r)-  1'" 

l'oiir  I  iiiic  (|  ii('l('i)ii(|ii('  (ic  ces  soliilioiis,  oii  ;i  iiiiiM 

/7'-  -  '^f'yy'  +  \  S'y"-  +  y/-  -  •>• 

ou  encore,  en  imilliplianl  le  |)rcmler  membre  par  4/^ et  en  déconi 
posant  SCS  premiers  lerfn<'s  en  la  somme  de  denx  carrés, 

{■y.fy-  :i/>)'--r-  9(5-//"-  4/'^)7»4-  at;/^-  o. 

Pour  employer  les  nolalions  habiluelles,  si  nous  posons/^  H, 
y  =  U  et  *.fy'  —  ^f  y  =  3 J,  il  viendra 

C'est  la  relation  bien  connue  (pii  <'xiste  entre  les  covarianls  d'une 
forme  cubicpie. 


>>!  i;    r  \  I  1 1;  \i;i  h  •%   <  M   i  AïKi;!-; 

r\  iJursoihK  iiomockm 

MU   IN   l'iiiM    i;\ri  uni  u. 


(\nnptcs  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences, 
t.  lAWVI;  1878. 


X*         Y>         Z* 

Considérons  rellipsoïde  ^-  -4-  y-  4-  —  =  i  ci  un  poinl  M  cxlc- 
I  fii        f,î        fï  I 

ricnr  à  roi  ellipsoïde  et  ayant  ponr  masse  l'unilé.  En  désif^nanl 
par  x^y,  z  ses  coordonnées,  p;ii  z  la  (l('nsit('  uniforme  de  la  ma- 
tière (pii  forme  l'ellipsoïde  cl  par  /•  une  (pianlité  constante,  la 
valeur  du  potentiel  du  poinl  M,  relativement  à  l'ellipsoïde,  est 
donnée  par  la  formule 


N^ /. 


'JJJxfiX-a:)* 


v/( X  -  ^)«  H- (  Y -/)» -h  (Z  -  5 ,»« 


Tinléyrale  tri|)le  s'élendanl  à  ions  les  jtoiiits  silui-s  dans  rinh'rii!iii' 
(le  l'ellipscjïdr.  D'aprrs  une  formule  due  à  Jacidji,  le  laeleur 


/(  X  —  j- )»-(-(  Y  —7)»  -h(Z  —  s)'- 


t^st  égal  a  ^_  J^     \  —  x -h  i{\  ~ y)cosp -^  i{y.  —  s)sinf' 

(  )u  .1   doiK- 

^  _  _  /^P  rrr  r' il\d\  d'Ado . 

'~J.'J.'„      \  ~  J-  -^  i(\  —  V  )  c-oso  -t-  /(  /  —  z)  sin  »  ' 

le  point  M  (•laril  à  rcxtt'rieur  de  l'eilijjsoïde,  la  quanlilé  sous  le 
sij^ne  /  ne  devient  jamais  inlinic  Ou  peiil  donc  inlerverlir  l'ordie 
drs  inlé*j,'rations  cl  ceiirc 

N  =  - ii  r.,-. iff, ^,,  ''^■"'"- .., — ^ . 


si  II    I.ArTll  ACTION    (.•t'KXKIU:K    IN    KLLIPSOÏDK    SlII    UN    POINT    KXTEIlIKin.       V'T 

l'aiNniis  MM  <li;iiii;t'im'nl  dr  \;iii;il)lc  en  posjuil 


un  .1111.1 


l'illliilioii  (ii'i   l'iil   j)(>M',   |>i)iii- ;il)i('j^tl-, 

I/iiilt';;i\ilc  lri()lc  s'i-lciuJ  à  Ions  les  |)oiril-«  siint's  (J;ins  lin  It'iiciir 
(le  la  splu'Te  ^- -f- r,- 4- î^- =  l.    l'-llf  |>oiil  >c  incltrt'  son-.  I:i  forme 


v/L*  -h  M 

A  dt'àignani  la  illslaïuc  du  |)oinr  (;,  r,,  X,)  au  plan  II.  donl  léqua- 

lioii  rst 

I.\4-MV  —  NZ—  I'  =o. 

Il  c.sl  lacilc  de  l/'yalner.  Mcmms,  en  ellel,  deux  plans  inliiii- 
nieiil  voisins  parallèles  an  |»lan  II;  soient  rcspeclivemenl  t  et 
/  -h  dt  les  distances  de  ces  plans  an  centre  O  de  i'elli|)Soïde;  soit 
cnlin  D  la  dislance  du  point  O  an  plan  II.  Les  deux  plans  inlini- 
nient  voisins  découpent  dans  la  sj)lièie  une  eouclie  donl  le  voliinir 
est  — (  I  —  t'-)(/(;  tous  les  points  de  celle  eoiulie  ^ont  d'ailleurs  à 
une  tlislance  du  plan  II  égale  àD  —  /;  la  partie  de  linlégrale 
triple  relative  à  cette  couclie  esl  donc  égale  à 

-  (I  —  n)dt 

cl  la  valeur  de  I  inlc-grale  liiple  elle-uiènic  esl 


U\-(^)dt 


\/i 


Si  Ion  rcmaifpie  maintenant  (pie  I'=Dy'L*  4-  .M  -h  -N-.  en  i  cmpla- 
çaiii  L.  M,   N  (I  I'  par  leurs  valeurs,  il  viendra  dé(inili\iiiiiiii 


(  I  —  r-)dld^ 


a'-t-iycos5,-4-/5siii(p  —  t\J(a^  —  fr»)H-(6*— c*)5in*!p 


Jo8  CAUa'L    INTKr.UAl.. 

I/lnt(*};ralii)n  n-Lilivc  à  /  s\>H\'i'liic  inniuMlialcmciil  ;  |c  idii^ci- 
vorai  nénninoins  la  roriniilc  pivcMMlcnlo  sous  rcllr  lorinc. 

On  pont  romaniuci-  (|u<*  \v  prrmicr  nuMiilirc  csl,  à  un  laclciir 
constant  |»rrs.  Ir  lappint  ilii  potcnli»'!  à  l.i  ina-sc  dr  rdlipsoïtlo  ; 
il  ot  «lair  (raillciii>  (jnc  lo  second  iiicinlu  <■  m-  cliaDge  pas  (piancl 
•  )ii  icniplacc  rfllipsoïdc  considi'i'i-  par  un  ellipsoïde  lioniofocal. 
De  là  résullc  imin«''dial«Mnenl  riniporlante  pfoposilion  de  i\Ia- 
rlaiiriii  :  f.rs  /xifi'fitic/s  t/'//n  iurnic  point  n'Intivcniriil  à  (Irii.r 
clli/tsaïdcs  liomnfocdii.v  sont  p/nportio/i/ic/s  au.r  /nusscs  de  ces 
t'itipsnïf/rs. 

Si  la  snrfaee  est  de  rr\  idiil  nui  «-t  si  Wn}  a  h=zc,  rinléi;ral  ion 
relative  à  'i  sefleclue  inunédialeiuent,  en  \eilii  de  la  loinudc  de 
.laeolii  iMj)pelée  plus  liant,  et  l'en)  a 


\-  =  -kpr.alji  f    — 


(t  —  f*)dt 


-I   \yi-~z^-i-(T  —  t>/(r-  —  Oi)- 


en  cfrecliianl  ensuite  rinlégration  relative  à  /,   on  obtiendrait  la 
formule  bien  connue  qui  donne  explicilcnient  la  valeur  de  V. 

Kn  terminant,  je  ferai  observer  cpie  la  méthode  employée  ci- 
des>ns  pour  dt'ieiinincr  iinléiiralc  tiipie 


/  •  /'  r  dj  dr,  dX, 

1    I    I  L£^Mr,  H-  NÇ— !» 


suppose  essentiellement  L,  M,  i\  et  P  réels.  On  pourrait  donc 
avoir  des  doutes  sur  la  lé};ilimilé  de  son  em|)loi  (piand  ces  cpian- 
lilés  sont  imaginaires;  mais  une  antre  méthode  très  simple, 
quoi(juc  un  j»cn  moins  brève  cpie  la  précédente,  conduit  également 
à  la  valeur  que  j'ai  donnée  ci-dessus. 


<l  It  \.\ 


HKCIIliliClli;  ÏÏW  rAClKlR  inM'KGliVIULlTl': 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Itulklin  de  la   Société  mathématique  de  France,   t.  VI;   iS-8. 


I.  S<»il  à  iiilt''j;iiT  r('(|ii;tli«iii  du  |ii(iiii(i' ordre  ^/r —  ]'  (/j-  z=  n, 
où  i'  csl  drleniiiiit'  par  ré(|(iii(iiin 

")  V(x,  7,y)=a 

X  désignant  une  constante  arbitraire. 

M  étant  le  niiilli[)licateiir  propre  à  rendre  c/y  — j' f^^  mie  dilli'-- 
renlielle  exacte,  on  peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait 
remplacé  a  par  sa  valeur  tirée  de  réqualion  (i  );  M  sera  doue  une 
fonction  de  j:,y,y',  telle  cpie 

.M(  (/y  —  y'  dx  i 

soit  une  diUércntielIc  exacte. 

U'où  l'on  dé'duit  l'éfpialion  de  condition 

^  _;-  l'^  ^  -^  'I^     '      (\\  ^   ■'  '^^'  \  <h'  __   , 
dx        dy    dx        cly  ^       \  •     dy' )  dy  ~ 

l.'fHpialion  (i)  donne  (Tailleurs  les  relations 

d\       d\  dy'  _  ,  ^IX       ^  ^y  - 

dx        dy'   dx  ~  dy       dy'  dy 

'!•■  I  I  '  I  I  I  '/*  '/>''  I 

1  M•on>^  d<'  ces  relations   les  valeurs  de -r-  et  —7—1  et    iiorliui^-le-» 

dx  dy  ' 

d.iii>>  ri'(|ii;il  ion  pii'cédeiile,  il  viendiii 

d\    d\l        ,r:  d\\  ,/d\    <ifM  _    d\  dM  ^i^   _,, 

'  ^  '         ,/r  7/y        dj'    d.r  "^-^    ^  dy  dy'  "  'l'y'   'h-  )  <ly   ^  "' 


^•< 


I  Al.cn.    INTKOIIAI. 


(loUc  iMiu.Jlion  doit  vive  itlciilKHiriiiciil  salisfail<'  (|ii;iii(l  on  \  wiu- 
nlacc  )■'  par  >a  \aliMii"  liirc  de  [i).  cl,  coiiuiic  a  i\>>l  iii  lulr.iirc,  «Ile 
tloil  rirr  sali>failr  <|ml  tjiic  soil  r'. 

Lo  fadeur  iriiilrj;raliiliU'  M  ost  iloiu'  (li'liriniiH'  p.ir  r<'(niiilitiii 
;iu\  ilillôrfiiccs  narlicllos  (a),  où  .r,  J'  »'l  r'  <loi\(i)l  »ii»'  coiisiilt'- 
riVs  ciniiiiK*  trois  variables  indr-pcndanles. 

Il  siillil  de  Iroiivcr  une  solulion  parlienlirre  <pi<lcoinpie  de  eelU' 
éiiualiitu  el  de  remplacer,  dans  celle  soliilmn,  r  par  sa  valeur 
lirée  de  r<'Mpiation  (i). 

Quanl  à  la  sohilioii  j;énéralc  île  liMpuilion  (•?.),  il  esl  évitl(Mit 
(ni'elie  se  ramène  à  la  soliilion  de  réquali(>n(i)  cllc-niènie. 

!2.    l'roposons-noiis  mainlcnanl  le  prc)l»l»''iuc  suivanl  : 
Trouver  loules  les  fondions  V(j",  »',^')  lelles  (pie, j'  «'lanl  dé- 
lerininée  jtar  la  relalion  (i),  W  (j-,  y,  y')=  t.,  rétpialion 

//}■  —  )•'  cix  =  o 

admelle  eomme  faclenr  d  inlri;iiil)ilil»''  une  fonction  donnée  M  de 

X,  r  cl  y. 

Si,  dans  l'écpialion  (  •.'.),on  re;;ardc  \  comme  la  lonclion  incon- 
nue, on  \oil  immcdiatcment  cpie  Tinlégralion  d»*  celte  écpialion 
dépend  de  linlégration  du  svslèmc  sui\anl  déjjualions  aux  dillé- 
renliclles  ordinaires  du   premier  ordre  : 


(1) 


f/.r 


<ly 


*lr 


ilM        „         .d\\  ///m  ,r/.M\' 

dy  -^    dy'  dx       *      dy } 

on  a  idcntiquemcnl 

dx  dy'         d\    \  '     dy'  /        dy'  \  dx        -      dy  } 

Le   dernier  ninlliplicaleiir  du    >«\slème    d  ctpialions  (3)   esL  donc 


unité 


Supjiosons  que  nous  avons  Irouvé  une  solution  V(j:,  j',_^')  =  a 
du  proMème  pi'oposé,  d'après  les  princi()es  donnés  |)ar  Jacobi,  on 
obtiendra  une  seconde  solution  du  s\slème  (3),  en  posant 


(3/ 


J   'h' 


,./M       ,  ^/M    , 

•r-  y  -r-.  )  dx y-,  dy 

dy 


■) 


sua  LA  UKciiKiiciii:  m  VM.iy.in  i>'i.Mi:iiii.viiii.irK  uks  kulations,  ktc  |ii 
j>'' ('lanl  itMiiplm  i'  sous  le  «.i^in-  •xiimiic  |>.ir  s;i  \  iilciii' «l/diiili- de  (l) 
cl  3  (li'si^iiiinl  iitir  (M)tist;ii)t<' :  non  sculenienl  la  (|n:inl  ilt-  sous  le 
sif^nr  sonmu'  sera  une  dinVM'cnlM.'llc  cxaclc,  coninic  on  le  sait  par 
les  |)i°o|Misili(iiis  (lues  à  .laiolii,  uiai>  cncoDï  l'itili'^MM  I  ion  |iourra 
(oujoui's  >  t'IlV'clurr  circclivcnu'iil . 

I.a  sttlution  la  plus  •;<'-nt'-i'al(>  du  piolilrnir  rsl  ain>i  doniKr  p;u   la 
rci.ilion  sulvanl<\  où  I'  d('->i;;nc  une  ionclion  .irhilrairr. 


(4) 


|-"(2,  Jl)  =  ruiisl., 


OÙ  a  doil  rire  rciuj)lac(''  par  sa  valeur  tléduile  de  (i  i;  et  I  rqualiun 
(/y  —  y'  f/.r  =  (»,  où  la  valeur  de  y  est  fournie  par  ré(jualion  (4), 
admet  comme  lailcur  d'iulégrabilil(''  Texpression  ]M(j:,  j',  y'  ).,  où 
r'  doil  être  ren)pliic»''  par  sa  valeur  dt'duile  de  (/f). 

3.    Soil  y(.r,  )',  a)  une   fonclion    ipieleon<pii'  de  ./',  j' cl    iriinc 
conslanle  arhitraii'c  a  ;  en  posanl 


(5) 


dr  clY 


ré'(pialion  (ly  —  )■'  dx  =  o  admel  é\  idemmeni  comme  fadeur  d'in- 
lt''i;raljililé  Tex pression 

qurlics  (pie  >on'iit  les  (oiictioiis  *I>  el  F. 

Je  su|)pose  tpie,  dans  celte  expression,  on  ail  remplacé  a  |)ar  sa 
valeur  tirée  de  r('(|uation  (5),  et  je  me  propose  de  trouver  toutes 
les  érpiations  qui  admettent  M  comme  lacteur  d'inléf^rabilité. 

Pour  cela,  on  a  à  iiitt'mcr  le  svslème  d'étpialion  (3)  dont  une 
première  intéi;rale  est  donnée  |)ar  l'écpialion  (5),  où  a  désif;ne  une 
conslanle  arhilraire  ;  daprés  ('e(|ue  j'ai  dit  plus  haut,  une  seconde 
intégrale  sera  donnée  par  j^'tpialion  ('i)',  qtii  devient  alors 

J     i/y.   \  <li    tly  /  tiT.    dy         J 

/•     dy   (  .dM    dx   .  dW         I        ,, 

.  '        dt   \  d-x    dy  /  dt     ■     \        ' 


ou  riicoïc 


în  «M  (11.    INTECillAl  . 

On  a  li'.iill'iii  ■-.   III  vertu  cK*  rc(|iialion  (  p, 
Hy'        dx  di  dv       dy  du  dx 

'"     m 

Kii  <nl)shtiianl  colle  valeur  de  —  dans  l'cxjjression  jM'écédenle 
et  en  inlt''};ranl.  il  vienl 

*(a)F'(/)^+<ï.'(a)F(/)=P; 

dHii  Ci'llo  coiirliisuni  : 

Quelles  que  soient  les  foiictiuns  <I>,  H  et  V ,  le  /(trieur  d'inté- 
^rabilitè  de  l'équation 

dy  —y  dr  =  <). 
oii  y  est  (léterniinê  jHii-  ta  leUttimi 

(6)  .|Ma;r(/)l^-.|.(a»F^/)-^H(a,=.n. 

relation  dans  laquelle  a  doit  vtrc  rcmplurr  par  sa  vr/leur  dé- 
duite de  l'équation  (5),  est 

X,       r    dj 
dy 

a  étant,  dans  eette  expression ,  remj>lacé  par  sa  valeur  tirée 
lie  V équation  (6). 

i.   La  |)roposilion  préccdenlc  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

En  désif^nant par  <I».  ^I"  et  (-)  des  fonctions  arbitraires,  on  peut 
toujours  ramener  aux  quadratures  r intéf; ration  de  r équation 

y.  étant  'léicrui inc  par  t' éqiiatiiai 

d.f  ^     .  df 
dx-^y   'd'y=''- 


Siri    I.V    IIKClIKIIiIIK    m     K.MITKl  II    li'lNTKUIl.VIll  I.ITi:    DKS    KQl'ATHlNS.    Kfc.         ',  |  J 

l!ii  rll'i'l,  si  <!'  ii'i'-;!  |uis  iilonll(]ii(>iiionl  mil,  on  potirra  facllciiicnl 
I  iiiiH'iici-  I  ('■iiiiiilnm  |)i»''C('(l(Mil('  ;'i  la  forme  de  I  ('-(iiial  ioti  (')). 

Si  'I>  :  -  o,  r('-(|iiali()ii  [H'iil  se  iMinciicf  ii  l<i  Inriiit-  f  =. ':> ("x') ^ 
a  ('la  ni  i('m|il;i((-  |t,ir  s,i  \.iltiii'  ini'c  di-  (6)  cl  sdii  iiili-^ralc  csl, 
coiiuiic  la  r(iiian|iit''  l.ai;iaiij;(', 

/(  j",  _)■.«)  =  3( a), 

y.  (Icsi^iiaiil    une  i-oiislaiitc  arhiliaiir. 

.**>.   Je  ferai   reinari|U('r  encore  (jue,  ré(|iiali()n  (6)  ne  dt-lcrini- 

iiaiit   /'  (jnà  une  eonslanh;   arhilrairc  près,    on    pcnl,  dans    celle 

('•(|iialioii   reru|»laeer  f  par   f  -r-  'i-{^-)i  '-"•   désii;iiant    une   fondit)!! 
ailiitiaire  de  a. 

On  sait  donc,  quelles  que  soient  les  fonctions  <I>,  M',  H,  ;/  et  f^ 
inlr^^rer  V ('•(funtinn 

«l'^2)F(/-f-;:t(a)]r-J^  --:^'(aj| 

-+-  »!'(  a  )  l'f/n-  ;i(x)]-4-  e(al=  o, 

o//  7  dnit  rire  triDjddcr  par  sa   râleur  tirre  de  rr(ju(il ion 

df  ,  df 

tt.r  tty 


().    S(»il,  p((iir  prendre  l'exeniple  le  plus  sin!ple,  J  ^=  v  —  x./-; 
ni!  en  dêdnil  ]'  ^-^  a. 

I  )"(>M  il  ^tiil  que  ("('(pialion 

fly  —  y'  (l.r  =  o. 
où  i'  est  dt'-lerniinéc  par  Tt-ipiaLion 

^  ^ '^ïy)F[K-xy^-'^(y)| 

^  (       -r'\>{y')V'\y-Ty'-^':;(y')\-^^{y')=o, 

a  pour  faeleiir  dinlcgrabililc,  quelles  que  soient  les  lonclions  <I>, 
I'.  H  et  -^,  rexprcssion 

M  -    'IM)')  F' fr  —  r  )•'-+- 'f  (»•')], 


^1  ',  i-.VI.f.l  L    IMEOHAI.. 

OÙ    »     tloil    «'irt'   ninplacf  p;ir  sa   valeur  lirt'O   cK'    la   lol.ilion  (S). 
Faisons,  par  oxomplr. 


y*  —  a  T*  y  ■+■  -f.  TV  —  «»  ; 
«r«)ù  r('-(|tialinii  tlilliTriitifllf 


tiy  —  {x*-i-  \/x^  —  ji .ry  )  ffjr  =  o, 
(litiit  im  latltMir  «riiiléu^rahilité  sera 


i  —  ./ T  ^.r''  —  7.  w  . 

I"'nV»livfiiu'iil ,  on  a 

(  »•  —  x'*  —  .r^x^—  7.xy)[ffy—{x^-^^x^ — ixjr)  dx] 
=  (  >•  —  x''  —  X  v/j**^— Ujtk)  dy 

—  [ 3  )x*  —  x'-h{y  —  -ix^)  y/x*  —  Jt xy ]  dx. 

expression  qui,  coinujc  il  esl  facile  de  le  vérilicr,  csl  une  difléren- 
lielie  exacte. 


SI  K  i;iMi:(;iivii:  /  r'v~^"  ^/:. 


liiillctin   (If  lu    Société   nialliématii/uc  de  Fia/ice,  I.  Nil;   iS-S. 


1.    Je    >ii|)|i()s(>.   dans    Idiil   (T   i|(ii    >iiit.    i|ii('  //   xiil    un  imniln 
enlitT  |»(»silil.  (  )ii  ,1    ('•vi(l<'inniciil 


f 


■"e     i      ',!:.-  — 


''    H„   -r-  IJ„     Ç     , 


dz  -+-  V„, 


H„  (lésij^iianl  im  poU  iii')tn('  enlicr  en  ./•  cl  en  ;.  U„  Cl  V„  driix  |>(i- 
Ivnùnics  onlicrs  en  x.  Si,  pour  mcllrc  les  variables  en  ('vidcnci'. 
on  écrit  pour  un  instanl  (-),,(:;,  x)  au  Heu  de  8/,,  on  a  d'ailleurs 

v„  =  e„(o,  j-). 

Fn  dt'rivani  l'«''(jualion  pri'ct-dcnio,  on  a 


,lz 


«„(:;  — J-) -H  U„, 


cl  de  celle  relation,  pour  n  =  o,  n  =  i  et  ii  r=  i^  on  d('duil  l'acilc 
ment  les  systèmes  de  valeurs  suivants 

lJo=i,      Bo  =  o;  \]^—T,     H,  =  I  ;  Uj^^r^-t-i,      rt,  =  c -f- .r. 

Kn  f^énéral,  de  ridcntitt'' 

-"-'  =  —  //-"-'  -4-  c"(^  —  J-)  -f-  c"j~  -H  nz>'-\ 


IJ,,^.,  =a-U„-f-.rU„_, 


on  dt-<luil 

if.) 

et 

(3)  e„+,  =  c"-+- xe„ -H/je„- ,. 

!2.    L:i  n'I.'ilion  (  ■.'.),  )oinl('  aux  valeurs  donnée^  de  l  „  cl   de  \  , 


'llfi  r.AI.i  11.    INTKiîUAl.. 

iMoiiIrt'    iiiiini'ilialiMiirnl   (|iif   le*;    jiuh  nùinc^  l  „   >(»iil  |)i(''(is('iii('iil 

ct'iix  tiiii  ont  ('ti' (•()iisiil(''ri''s  |Mr  M.   Ilciiiiilc.  mii  >ii|(I  du  (l('\  clon- 

'i:' '_:!,,  _/,■• 
in'iin-iit  tic  «•  *      *  en  série  (  '  ),  ilans  le  cas  ikiiIicuIh  r  (Ml   Ton 

a  rt  =  —  I  el  A  =  —  r. 

ilcs  polynômes  pciixcnl  donc  èlrc  dt-liins   par  1  l'ipialion 


I . a  i  .i.'i. . .  n 

:;.  I).-  r.-aiiir 

•    (1  t   0 

on  dédnit.  en  éi;alanl  lc«i  dérivées  des  denx  membres  par  rapj>orl 


il  .r. 


•  0 


• —  —  -  '  "/j        '  . 

(IX 


—7 L  «  <?     *  -t-  t  „  : 

(Lr 


(i  on  le*'  relations  suivantes 


(lr 

li         I      '''  " 


(  '  )  Sur  un  nouveau  développement  en  série  des  fonctions  (  Comptes  rendus 
lie  l'Aradiniie  des  Sciences,  S  février  iSf;'|,  i.  LMIIj. 


sL'n  LiNTKOiiM.f;   /       ;"c     i  f/; 

I.    (  )ii  III  cli'iliiil   l.ii  ilfiiiiii  I  ers  cntiaduns 


nU„_,  = 


^x 


cl 


(jiil  oui  l'it-  (Idniit-fs  |iai-   M.   Ilciinile. 
Posons,  pour  iil)r(\^er, 

on  aura  les  relations  suivantes 


A'7 


— — -t-i 


cl 


d'où 


et 


n„H.,  =e     *  z'^-\-x\\a-^n\\n-\ 


,.II„_,  =  ^'+e    ^^"(U,.-^'') 


'/-Il,,  r/H„ 

(  8  »         — ,     — i-  y-  — ,  -   —  «  11„  =:  e 


-«4-1   -Il 


d\}n 
dx 


Il  est  remarquable  que,  le  polynôme  U^  étant  une  solution  de 
récjualion  linéaire  du  second  ordre 


y  -f-  ^y  —  >^y  =  O) 


la  fonction 

II 

satisfasse  à  l'équalion 

y'^Ty'  —  ny=  e 


•(...-..„-. f,-^), 


(lui  ne  dill<  ic  de   l,i    |irt'(:r(l(iil("   (|uo    |>ar    la   |»r(''-<(Muc  du    second 
membre. 

^7 


.JlS  <Al.nL    INTKOHAI  . 

o.    I^'S  lonclions  H    pciivonl    .s'cxpriiiuT  (acili-mcnl    au   m»t\fn 
dos  ft)iirlions  \J. 
On  a.  ni  cll'ol, 

(g)  e*+i  =  ï  A,„.„l',„         ( /;*  — o,i.  7,  . .  .  , //), 

où,  en  pusaiil,  pour  ahrôgiM-,  n  —  /n  =  <x, 

m  -i-  i  ,  ,         .       (  /;i  -»-  I  )  (  //i  -f-  7.  )  , 

A;„,„  =  -!*-+-  — j—  ({X  - 1 ) it^-ï  -t-  ^ j^ (^J,-■J,)^^J,-■]^ z\>-^ 

(w -4-i)(m-+-2)(m-4-3) 
H j— 7^^ ([X  — 3)(ia  — 4)(|i  — :j)oI*-6.... 

Le  terme  conslanl  de  celle  expression  e^l  nid  si  p.  est   impair,  el, 
si  tji  est  pair,  é};al  à 


(  m  -I-  I )( m  -4-  2 ). . .  (m-^-j 


..v..-5...!f 


l*ar  suile,  en  faisaiil.  dans  la  nlalKin  (çj), 

c  =  o, 
il  vicnl 

(lo)         V„  +  ,  =  LJ„  -i-  («  — l)ll„_2-f-  (/z  —  V.  )(/J  —  3)  ll„_4  -i- 

G.    l'^n  (aisanl  :■  =z  y:  daM■^  l'iMpialion   (i),  il  xicnl 

f    z"r~  «""""■  dz  =  U„  f    c~  *  ""  (h  -^  V„, 
OU  encore 

•    0  «-  0 

Posons  z  —  x=  /,  il  viendra 

r-  Jl  r'    ^'1  ..U 

Ol)  \      (r     -tye     '-  dt=V„  j      e     ^-  -^Sne     i, 


sLn  l'ixti:oi»ai.k  /      ;"e     s  *"*'  dz.  \\^^ 

•   0 

Idtiiiiili'   (Ml    (imiff   <l,iii>   Ir    iiiciiiicr  im-mltir    riiilrgialr   iiiiilliiilf 

.1  » 
d  oitirc  //  de.'  la  foiiclion  c     *. 

Ces  inlégrales   nuillipics   doiinriil    donc    naissance  aux    nu'nics 
|M»I\  ni'iiiii's  l„  (|iil.   dan^    la   iIk'-oiIc  <Ii'-\  (lopjxc  [lai-   M.    llriiniU', 

|>r(i\  itMiiiciit  d<'^  diriv<''OS  successives  de  la  lonelion  e*. 


SI  K  I.KS 

tOlATlOiNS  IHIIKIIKNTIKLLKS   LliM:AIUi:S 

1)1    riJoisiKMi:  ()i;i)HE. 


Comptes  rend  us  dex  neances  de  l' Académie  des   Sciences, 
i.  lAWVIII:  187»). 


1.    IClant  (lonricc  une  «'(jii;ilioii  (lillcrciilicllc  liiii-iiirc 

rfx"  dx"-^  dz 

un  pnil  lui  l'airr  subir  driix  Iransfonnalioiis  diHV-milcs,  clo  Icllo 
sorle  qu'aprrs  les  iransftninalioiis  elle  conserve  encore  la  même 
forme. 

On  j)ciit  d'abord  cbanger  de  variable  en  j)Osanl  x^=f[z), 
puis,  celle  subslilulion  eflecluée,  changer  d'inconnue  en  posanl 
yz=z\{^z)ii.  Les  diverses  transformées  que  l'on  obtient  ainsi,  en 
donnant  aux  fondions  y(  3)  et  V(c)  toutes  les  formes  possibles, 
peuvent  être  considérées  comme  apparUiianl  à  une  nu'me  classe. 

Ainsi,   toutes   les  éfpialions  dinérenliellcs  de  second  ordre  ne 

forment  qu'une  seule  classe  et  sont  toutes  réductibles  à  un  type 

,     .  „,  .       d^y 

unique,  par  exemple  a  i  équation  ~j  =  o;  mais  on   ne   sait    pas, 

au  moyen  de  simj)les  quadratures,  oj)érer  efFectivement  celte  ré- 
réduction,  ni,  deux  é(|ualioiis  du  second  ordre  él.iiil  données, 
trouver  les  transformations  (|(ii  permelleiit  de  passer  de  l'une  à 
l'aulre. 

2.  I)es  circonstances  enlièremenl  ilifréienles  se  préscnlent 
dans  la  théorie  des  é(jualions  dillérentielles  linéaires  du  Iroi- 
sicme  ordre. 

Considérons  r<'(piali<iii 

*    '  il  ri  d.r'-  ^   dr 
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ri  sii[i|)0'.,)iis  (|ii('.  .ipirs  avoir  (ail  successivomcnl  les  Iransfuiina- 
liidis  X  -—  fi^z)  cl  y  ^^  \  (c)//,  «'Ile  (Icviciinr 

(i)  -7-T-f-3Po -pY -+-3Qo -r- -+- Ho«  =  o. 

«3»  <lz^  az 

,]o  considéroiai  d'ahord  les  «'xprcssions  e'^^'''''  et  r?~-'^''°''%  inlro- 
diiilcs  par  M.  I.ioiivillo  dans  rrliide  des  équations  linéaires;  on 
voil  facilrnuMil  <|ii('  lOii  ;i  idfiili(|ii('mi'iil 

la  lonrlidii  c^'^'''  consl  il  ne  donc,  rclativeinnil  à  l'éfination  (  i), 
un  vérilahK*  invaiianl  (|iii,  apiès  les  Iransforinalions,  se  reproduit 
à  un  faeleiir  pii'-s  dépendant  uniquenieril  dos  transformations 
opé-rées. 

3.  On  obtient  un  second  invariant  de  réf|iiation  (i)  en  consi- 
dérant la  fouelion 

ilx         d^x  ax 

si,  en  eliel,  on  forme,  relativement  à  Ti'quation  (2),  la  fonction 
semblable 

on  a  rideiililé" 

1  est  donc  encore  un  invariant  de  l'équation  {\)  qui  ne  change  pas 
de  valeur  lorsqu'on  change  l'inconnue. 

En  combinant  entre  eux  les  deux  invariants  précédents,  je  con- 
sidérerai encore  l'invariant  .1  =  r'^-'^'"''''  I  cpii  donne  lieu  à  la 
relation 

(4)  J„-.JVM-) 

et  qui,  ou  le  voil,  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  rhaug(>  de 
variable. 


.\)i  I-  M  cil      IN  TMiliAl.. 

■i.  Pro|)Osous-iu>iis  inaintonani  de  rt'connaîlio  si  iliii\  ((lua- 
lions  tloniK^es  (i)  el  {•>.)  auparlininml  à  la  nu-'iiic  classe.  SI  cela  a 
li«Mi.  en  inlt'i^ianl  l/iiualioii  (^3),  on  aura 

r  =/(j-,  a), 

a  désignanl  nii«^  roiislanlc  ai  biliaire  ;  relie  valeur,  poiLc-e  dans  la 
rclali«)n  (4).  délcrminera  V(;;),et,si  les  équalions  a|)|>arliennenl, 
efltM-livenient  à  la  même  classe,  on  devra  pouvoir  disposer  de  l'ar- 
bilraire  a  <le  tell«'  sorle  «pie,  par  les  (ransformalions  iiidi(|U('es, 
It-cpialioii  (2)  résulte  de  r«'(pialion  (r). 

o.  Toutes  les  «'-qualions  du  Iroisième  ordre  peuvenl,  eu  ellec- 
luaiil  de  sim|)les  rpiadral lires,  se  ramener  à  une  forme  réduilc  ne 
renfermant  (pi'iiiie  ri)iieli(in  arliilraiic.  Si,  en  edel,  on  inlèf^rc 
TcMpialion  (3)  en  v  faisant  lo  =  1 ,  on  en  déduit  une  transformation 
t(dle  (pie  l'invariant  I  de  la  transformée  est  éi^al  à  rnnilé;  de 
même,  en  faisant  Jo=  1,  on  di'duil  de  j'cipialion  (4)  une  nouvelle 
transformation  l<dlc  (pie  la  transformée  mancpie  du  coefficient  du 
second  terme,  son  invariant  1  demeurant  d'ailleurs  égal  à  l'unité. 

Cette  transformée  sera  donc  de  la  forme 

Si  l'on  considère  une  autre  écjuation  sous  sa  forme  réduite 

^V'j>«U);^  +  [<ï.'(.)-^;]«^o, 

il  est  clair  fpjc  ces  deux  érpiations  apparlieiidront  à  la  même 
classe  si,  en  délerminaiil  eonvenaMemeiil  une  constante  y.,  on  a 
identiquement 

V(3r  -f-  a)  —  <I>(.r). 

0.  Les  considérations  qui  précèdent  supposent  essentiellement 
1  différent  de  zéro.  Si  1  =  o,  il  y  a  une  relation  homogène  du  se- 
cond (»rdre  et  à  coefficients  constants  entre  trois  solutions  (|uel- 
conques  de  l'éfjuation  donnée.  Son  intégration  se  ramène  alors  à 
l'intégration  d'une  équation  du  scccmd  ordre. 
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7.    <  )n    |iriii.    en    iiirmc    Iciiips  qiir    I '('(jiiiiliou   (i),   consitltTcr 
rt''(|ii.ilioii  ;i(l|nmlf  (le  Lii^'iaii^^' 

si  l'on   il«''sij;iio   |);ii'   1   cl   .1    lc>   doux    invarlunls  de  r<'(ni;ili()n  (i), 
vl  par  Iq  cl  Jû  les  inèines  invarianls  rclalifs  à  Tôqualioii  adjointe, 


I.  =—  I 


J,  - 


Sni  QUIiLQUES  IW MUAMS 

DES  ÉQUATIONS    DIFl  KKKMIKLIKS   LlMlVlRES. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  LWXVIII;  1879. 


1.  Soit  une  équation  dilïV'rcnliclle  linéaire  du  /j'"^""*  ordre 

A  -y^ — h  n  B  -5 — '-;  -h  — G  -. — •--  -4-  . . .  -^  /i  K  -; — h  L  y  =  o  ; 

dx"  dJC"~^  \.f  dx"-^  dx  '' 

1.1  lollrr  A  représente  ici  Tiinilé  ri  nVst  introduite  (|ue  pour 
mctlrc  mieux  en  évidence  les  raj)porls  qui  existent  entre  les  inva- 
riants de  r«'*rj nation  dilTérenlielle  et  les  covariants  de  la  forme 
algébrique  correspondante 

Y  -.  A  )  "  _  n  rt  >  "-'  -x  -r-  "    "       '     G  X"-2 1x2  -u  ...-+-  rt  K  X u"-'  H-  L  a". 

Comme  j'emploierai  jiarfois  la  notation  de  Lagrange  pour  désigner 
les  dérivées  d'une  fonction,  les  diverses  quantités  A',  A",  A'", .  .  . , 
(juand  je  croirai  devoir  les  introduire,  devront  être  regardées 
comme  identiquement  nulles. 

2.  Les  équations  différentielles  linéaires  peuvent  être  transfor- 
mées de  deux  façons  différentes,  en  posant  d'abord  x  =f[z)^  ce 
qui  change  la  variable,  puis  en  posant  j^  =  V(;;)  //,  ce  qui  change 
la  fonction  inconnue. 

Certaines  fonctions  des  coefficients  d'une  écpialion  différen- 
lielle  ne  constituent  des  invariants  de  cette  équation  cpie  relati- 
vement à  l'un  de  ces  modes  de  transformation.  On  peut,  pour 
éviter  toute  confusion,  les  désigner  sous  le  nom  de  semi-in^a- 
rianls;  dans  cette  Note,  je  m'occuperai  spécialement  des  semi- 
invariants  qui  sont  relatifs  aux  changements  de  fonction. 

3.  On  sait  que  l'on  peut  toujours,  en  posant  y  =  :;//,  faire 
disparaître  le  second  terme  d'une  écpiation  diflérenlielle  linéaire, 


srn  oiri.orp.s  invaimants  hes  toiations  DiKFiirir.NTii lues  i.im:aiiies.     .'(3.) 

_  rit  ,,,. 
r  tli'>i^'ii;iiil  1  inv.in.iiil  d»-  M.   I  .iiui\  illc  /^   '    '^       ;   («Mie  li;iii>|i)nii;i- 

lioii  ne  jii'iil  «'Nulcmmcnl  >r  l;iiif  (|iic  (111110  sciilf.'  fiicun. 

Il  fil  it'-^iilli-  (|iii\  >i  InM  (lt''sii;ii('  par 

(l"u        n(n  —  I  )  ,,  r/"-*K        n(n  —  i)(n  —  s)      </"-'« 

"  —  -I-  1 1  — _■  ■+- ""»..•. 

f/.f  1.7.  f/.r"-î  i.Jt.i  (i2'*-3 

Il  (  /i  —  i  \  <  n  —  ?  )  (  n  —  ^  )  „  t/"''u 
i.f..i.\  (lx"-'> 

r('(|ii;il  i(in  ti;uisfi)iiiu'o,  les  foru  lioii'^  II.  H.  '/,  .  .  .  sont  des  scmi- 
in\;iiiarils  dr  r('(|ii;ili()ii  dillV-rcnlicllr  doniK-c.  Ces  scnii-invarianls 
pivst'Mlonl  d'ailleurs  la  pins  j;randc  analoj^ie  avec  les  cOi'arùifUs 
t/ssocù'S  à  lu  fol- me  Y  (  '  ). 

i.    Va\  cHfcliiaiil  les  calculs,  on  Ironve  ais('inciil 

II  =-.  ,\C  — nî-(Mi  —  I!V'), 

H  ^  .\21)  —  3  ABC  -^  •;iH3  —  (Air—  BA"),      .... 

Le  sciiii-iinarianl  II  ol  corn'lalil"  du  licssieii  de  la  lorme  ^  ;  il 
|iiii!i  des  projuiétés  siiivaiilcs  : 

i"   Il  reste   iuvarialdc  quand  on  change  la  fonction  inconnue. 

2"  Il  conserve  égalenienl  la  même  valeur  quand  on  considère 
ré(|uation  adjointe  de  Laj^range. 

.)"  Si  Ton  efVeclue  la  transformation  la  plus  générale,  en  posant 
d'abord  ./•  ==/"(:;),  pui.s^'=  \  [z)ii,  en  désignant  par  Ily  le  semi- 
in\arianl  relatif  à  la  transformée,  on  a 

./z/     (\<fx/  (i       [c/t  tU-^        'A\i/xy    ]) 

,*).  Si  I  on  vent  obtenir  une  transformée  |>our  la<|uelle  IIo  soil 
nul,  on  d(jil  inl('grer  l'équation 

\dx)  G      [dj- d.v        A^-iV    J       "' 

<pii.   'Ml  posant 

ds  _  2_ 

dx        tu* 


(  •  )  IIf.iimitk,  Second  Mi'iiioire  sur  la  théorie  de.t  foiictinns  /inmngrnrs  à  deux 
iiuletfrmincex  (Jniimnl  itf  t'irtlr.  I.  .">?,  p.  f'i). 


4^  I    M  I  I   I     IN  I  I  iii:  M  . 

se  rriltiil  à  mit'  r(|iiali»)ii  lin«'*alro  du  socoiul  (inlrc.  Ca'IIc  r(jualii)n 
clanl  inlégn'o  cl  la  subslitulion  x=:/{z)  ajanl  dlé  délcrminée 
de  lolh^  sorlr  que  11  soil  nul,  faisons  un  rlKuip;omcnt  de  fonclion 
de  telle  soric  que  le  seeond  lermc  de  l'rquation  disparaisse; 
Pinvariant  II  demeurera  nid.  et  sa  valeur  uiouhe  que,  H  élant 
nul.  (]  Test  éf^alemeul.  (  )ii  oltlicul  dune  nue  Iranslornire  dans 
la(]iudle  le  deu\i«'jue  ternie  disparaît  ainsi  que  le  troisième,  cl  il 
sullit,  pour  o|)érer  cette  n'Mlueliou,  d'inlt'^'îrer  d'abord  une  équa- 
tion linéaire  du  second  ordrf.  puis  d'eflecluer  une  quadralurc. 

().  Comnie  application  de  ce  qui  pr('crde,  eonsi(l<'rons  Tc'qua- 
lion  lint'-airc  du  Iroisit'-me  ordre.  Imi  appelant  I  I  invariant  de  celte 
équation.  <l(ml  j'ai  donn*'-  la  \.dtMir  dan-  ma  pr('(('dri)l(i  Commu- 
nication, on   a 

I  -H  —  , Mr. 

(^)uand  I  =  (».  on  voit  (pie,  si  II  est  nul.  il  en  est  de  même 
»le  H;  donc  les  équations  linéaires  du  troisième  ordre,  pour  les- 
quelles l'invariant  I  est  nid,  -oni  n'-diiciiMcs  ;"i  r('(|iial  ion  lv|)r 

d'où  les  conséquences  sui\anh's,  (pic  javais,  du  reste,  énoncées  : 
i"   L'inté{;ration    fie    ces   ('(|ualions    s(>    ramèm'   à    rinh-fjraliou 

d'une  équation  du  second  ordre. 

:>."  Les  inléf^rales  de  l'écpiation  (i)  élanl  rcs|»e(li\emcnt  i,  z,  z--. 

quanlili'-"  cnirr  l<'-.(pirll('s  ;i  Ijcn  ridctilih' 

(5)î  =  il  X  I  ,1 

il  va  entic  Ifs  iut«'-i;rales  dune  équalion  floni  Tinvai-ianl  I  est  nul 
une  relation  iionto^ènc  du  second  de^rc  et  à  coillicicnls  con- 
stants. 

•i"  Kécijjr(jqncmcnl,  si  une  pareille  relation  existe  entre  les 
intégrales  d'une    é>qualion    du   second    ordre,    on    penl    la   mettre 

sous  la  forme 

iti-  —  il-  —  f». 

Il,  f  cl  »v  désif:nant  trois  de  ces  intér^rales  convenablement  elioi- 
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s\f>.  |*,ir  iiiir  li'.iiisfdi'iii.il  nui  <:^cii<Talc,  on  |i('iil  ilunc  olidiiir  iiiir 
(')|iiiilioii  (loiil  les  inl(''j;riilt's  siticiit  i,  z  cl  z- ;  <ii  <l  iiiilns  Icnncs, 
l\''(|iialiuii  est  ri'Jiiclil)l(,'  ati  lv[ir 


c(  son  iii\ai'ianl  1  est  itlt'iiiKjiiiiiu'iil  nul. 


-•'r/. 


SLU  i;i.ME(.U\Li:  /    ^ 


liullctin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VII;   1S79. 


I. 

1.    l/iiitt'i;r;ilioii  par  |)arli('s  doiinr.  en  |)Osanl 

„  I  I  I  .  i  ,    I  .  51 . 3 . . .  (  «  —  I  ) 

la  rclalion  suivanle 

/"'^  e-^  d.r  _ ,  /'"  e—'(îx 


(I)  /       -__=t'--rF(^)-i.v..../i  / 


a^rt+i 


La  série  que  l'on  ()l)li(Mil  en  laisaiil  croître  intlélîninienl  n  dans  le 
polynôme  F(t)  est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur 
de  X,  quelque  grande  qu'on  la  sup|)ose.  jN('anmoins,  pour  de 
grandes  valeurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte 
que  des  premiers  termes,  fournir  une  valeur  très  approchée  de 
l'intégrale  considérée  ('). 

Je  me  propose,  dans   la  Note  qui  suit,   d'obtenir  le  dév<;lop|)e- 
menl  en  iVaclions  continues  du  polynôme  F(./'). 

2.   l'^n  posant,  pour  abréger,  N  ^  ±:  1  .?...').  .  .  /?,  on  a 

d  (  t  II 

(2)  F'(X)  =  F(T)-1 


X         x'»-^' 


(')  Kclalivement  à   ces  séries  demi -convergentes,  voir  la  Note  de  M.  Hrrmitc 

/»'  -«-1 -• 

Sur  l'intégrale  1      —  dz,  insérée  dans  les  Actes  de  l'Académie  royale 

dr  Turin  '17  novemlirc  1S78).  « 


r'e'dx 

Sfn    L  1NTKGI1AI.K    / ',  j., 

Soii  y         une  ii'diiilc  du  nul  \  ih'iinc  l"'(./')  (luitt   te  driKiiii  iiialrnr 

./{■'■)  '      ■  ^     ^ 

.soit  ({' lin  (li'tiir  m  v  -  •  On  a 

(I  où 

on  encore,  en  vciln  de  la  rtdalion  (2),    cl  en  reniar(|ii;inl   (|ne  2//? 
t'5/  rt//  plus  rgal  à  n, 

o'(.r)  f(.r)—  f'{x)o(x)        o(t)         1  /       '       \ 

on  (iicnrc 

(3)  x[-j'  {x)fix)  —  f  {x)o{x)  —  o{x)]^  fHx)  =  k, 

A  dési^Mianl  nne  ([iiantilé  conslanlo. 

\^.    FornioiiN    maintenant    ré(|iialion   lin('alrc    dn   second    oidrc 
M)" —  ?S  )'' -!-  Vy  =  o.  (jui  a  ponr  solnlions 


y\ 


r     e~^  dx 

=  f(x)         cl        y,=  o{x)e-'^-f{x)  \ ; 


on  a.    en  verlu  d  une  lorninle  bien  connue, 

Or,  nn  calcul  facile  donne,  en  lenaiil  eijnijtlc  de  la  relation  {'S), 

o  —  • 

~~       x      ' 

on  a  donc 

N  /         I 

V\=-V-^x 


(  '  )  Je  désigne  {;cnriiilrn)cnt,  cl  en   fji?aiil  abslrailioii   tics   v.ilcurs  dos  cocfli- 
ricnls.    pur   (  — ;  j  une  série  ordonnée  suivanl   les  puissances  décruissantes  de  x 


fi  ciiMiiiicniMiit  p. Il-  un  terme  en  —  • 


V^O  r  VI.OLI.   INTKOIIAI.. 

d'où   il  >nil   (HM'  \c  polMiùino  /"(  .1'^  salisfiiil  à  l^'cjualidii  dillV'iH'n- 
I  ullt*  (In  x'cdihI  iiitirc 

(  4  )  O''  -♦-  (  r  +  I  )y  —  m  y  =  o, 

(lonl  un<    -<  1  mule  ^nliilioii  csl 

•-•'•  f/.r 


I  ••  tl>  \  -  l>i|)|)cin('iil  cil  >rvu'  doiiiio   aisc-iiiciit 

//?'(  m  —  11* 
t 

j>/;i-3  -4-  .  .  .  -i-  I  .'2  .  •} .  .  .  ni. 


«I* (m  —  I )* (  m  —  'x )* 


\.   \.\\  driiv;iiil  /;/  luis  de  mhIc    rc(ni;ili(»ii  (  j  )  il  vicnl 

d  (Ml,  CM  (loi^iiiiiil  |);ir  l>   uni'  (|iiaiilil('  (  (iii>liiiilc, 

■^  ^//n-l 

'■I  .    ji.ll    •~iii  le. 


y 


=    "     r 

1.2. 3... m    / 


.r'"'*'' 


<;'esl  une  solulioii  parliciili(''rc  de  ]"c(|iiallon  (/{),  cl,  comme  elle 
ne  renferme  pas  de  termes  entiers  en  ./•.  sa  \aleur  est  précisément 
la  fonction  (pn;  j'ai  désif^née  précédeiiiiiiciil  jiar  it . 

On  a  donc,  en  modifiant    un  peu   les  nolalions  déjà   em|)lovées 
el  en  mellant  en  é'vidcncc  le  defjré  du  pol  viM'»mey(.f  ), 


-fm(-r)   /       =  ■ T. / 


,    ,         ,''  r-^  (l.r                H              /•"  e--(z  —  x)"'    , 
Il  m  —  -imiJr)  e-'  —  f,„{T  )   I       — =  —^^ /       '^^— dz 


en    V  faisant  .r  =  o,  on  en  d(''diiil 
B 


—  —  f,„  (n)  —  —  1  .  'z  .  3  .  .  .  //»  —  ~  -  //? 
1.7,    i.  .  ./n 


Ce   'tlx 
srii  L  iNri:uiiAi.K  /      

J ,  -^ 

cl  la  loriiiiilc  |)i('ct'«lriil<-   dcN  iciil 

■^  f/x 


/|W 


(  '•)    n,„  —  'f«,(J' )'■"•' 


r    r  -^f/x  ,  r 


e--{z  —  X}'"    , 

=  -/«:/     ■ dz. 

5'« -^1 


.*).    I'!ii  (l('ii\;uil  I  <'(|ual  iipii  j)i('(('(lciil(',  on  a 

/•'  r- -( 3  — j- )"'-'_      n>\m     r*  c--iz  —  x)'n-^\(z-T)  —  z] 


u,„  =  ///  :  m 


j^in-*-\ 


m\m    f'e-'iz  —  x)'" 
X      .1  j'"-^' 


ni'/n     r     r--(z — j"  )'"    '     ,          "ii/,,,  —  /n'-ii, 
1      (fz  =  

X        J  Z'"  X 


en  ((tnihiiiaiil  cello  valetir  tlo  //'„,  avec  ré<]iiali()ii  (  /j  )  à  la(|iicllc  >a- 
li>lait  //,„,  lin  (ilillrnl    la  irlalioii 

(  <■.  )  U,„+i   =  (  ^  -f-  2  /«  -f-  I  )  «,„  —  /»■-  "„;-!  , 

«1  (III  I  lin   iliiliiit  1rs  (lcn\  snivaiili "^ 

(  7  )  /«i+i  (-?•)  =  (.r  -i-  MU  -^  I  )/„,(jr)  —  m\f,„-i  (.r) 

cl 

(  8)  ■^,,,+,(3")  =  (  J- -f- 2 m  -4-  i)ç),„(.r  )  —  /«•^o„,_,(j-). 

li.     \\anl.  ciinimc  il  est  (acilo  de  le  voir. 

r"  e-^  dx  ,   r"  r-'f/.r 

«0  =  —  /     — :  —      <■'      "i  =  ''"•''  —  (  J"  -i- 1  ) 


>x 


on  (liijiiit  lie  la  rormiile  (())  le  ili''velii|)|iemenl  snivanl 
c-^  dx  I 


r 


X  -i-   I  — 


a"  H-  3 


X  -i-  9  l(> 


9  J-H-. 


ilmil    la   loi  c«;|   ('•viileiile. 


•^35  CAI.ni.    INTKOnAt.. 

l.r^  tliMMSfs  ri'diiilcs  (le  ((MIc  fxju'cssion  sont 


,1  ^        T-\-  i  .r*  -♦-  8  .r  +  I  I 


rcxpression  };énOr.ili'  de  l;i  ///"""  it'-diiiic  ('liinl  r~^  V" i\'>  '^'^  '^*''" 

./  «I  (  -^  ) 

inuics  (-)  cl  (8)  pcnnellrnl  traillcms  de  cidiiilt,!-  succcssivcnicnl 
les  \al(Miis  <lt's  |>it|\nùmcs  'j,„(.r)  vl  /,„[.r). 

7.  ('oinriic  l;i  friicl  ion  «(Mil  iiiiit'  |u\''c«'d('iit('  |ir()\i('iil  dimc  st'i'ic 
(livcr<;<'nlc,  il  csl  nécessair«>  do  in'ouvor  (|ircll('  csl  cniivcryciilc  cl 

/"*     c  — ^  cfti* 

a   jHnir   liiinl(^   /      '- •  A  col  «•IVcl,  j(^  rrm;ii(|iic  (|iic  de  r<''(|ii;i- 

lion  (5)  on  di'dnil 


e-^ d.r         _    o,„(.r)  m!        f*  c-^{z  —  j*)" 


r     e-^  d.r  ^  ^_^  e,„(.r)  ^  _mj_     /- 
,'..  r    '  fmi-r)        f,n(.r)  ./ 


dx. 


De  là  rôsullo  iinni('dliilctnciil  (jiio  les  diverses  réduilcs  doni   l'cx- 

pression  u<^'néi"ale  csl  e"'"  ^-^^ —  vont  loinnnrs  on  croissaiil  en  i-es- 

tanl  inférieures  à  la  valeur  de  rinl«''f;ralc  cherchée.  Pour  dc'inonlror 

(|nV'iles  <mt  celle  intégrale  j)Our  limite,  il  suffit  de  (aire  voir  que 

,     ,.     .        ,        m!        r'  e-^(z  —  x)"^dz  ,,  ,  .      . 

a  limite  ixc  -z. / ; csl  nulle  fiuand  m  croît   in- 

définimenl. 

Je  ferai  ohserver  d'al)or(l  fine   le  facteur-; — --^  lend  vers  zéro; 

j)uis,  cri  désignant  |)ar  A   wnv  (|iianlité  1res  grande  el  arbilrairc- 

ment  choisie,  je  metlrai  l'intégrale  /      ^ -m^i sous  la  forme 

sui\  a  nie 

'^  r--(z  —  j-)'"  dz         r'  e--(z  —  T)"'  dz 


r  "  c-'(z  —  x)"'  dz         r 


^//i-t-i 


liclalivemcnl  à  la  première  inU-grale,   comme  dans  rinlervalle 
considéré  "^^-^ —  csl  toujours  plus  petit  que   i  —  '-r,  celle  intégrale 

1  •  /  -^  \"'     C'' P-""  d.r      ,  ,  , 

est  plu-  |ieiile  que  M  —  -  j       i      ;  donc,  quelque  grand  cpic 

soil  A,  clic  tend   vc^^  zéro  quand  m  augmeulc  indéfiniment.   La 


srit  I.  iNTKiiii Ai.i:  / /.33 

•  '  .1         •^' 

seconde  iiih'-riilr  rsl  ('vidoininciil  plus  pdilc  (|iic  /      ,-   -(/;;,  c'esl- 

•    A 

à-(lire  (|iie  c  *;  dune,  pour  tnir  vidrur  suriisaintunil  •grande  dr  \, 
ell(>  esl  aussi  petite  (|iie  l'on  vetil.  Ainsi,  la  fiaelion  eonliniic, 
(jii.tKpie    pioviMi.inl    d'une    si'-rie    essenliidleniml    divcrgcnle,    est 

elle-nit"nie  eonv  l'i -cnlc  cl   a  jk)iii-  limite  /       1-115. 

«-^  .f 

8.   Coninie  application,  faisons  .r  —  i  ;  les  ré-dnites  snivanle^^  : 
A.         '^"  r^4  9^"  79  {o 

'      *"- -;  en  les  ré- 

dnisani  en  dt'cimalcs,  on  obtient  les  expressions  suivantes 

o,>i;      Oj-.ilG;     o,ii8;     o,2iS():      ^^^^>AV^^>.. 

La  vt'iitable  valeur  est  o,2ic)383g. 

Vax  faisant  ./■  =  /j,  la  deuxième  réduite  donne  pour  val(Mir  appro- 

cliée  de  rintéj;rale  /      ^ — '^-   la    valeur  r—-,   ou.    en   déeijnales, 

o,oo.')77,  *^""'  '^'^  \vo\%  premiers  eliilFres  signifiealifs  sont  exacts. 

9.  Dans  sa  Mécanique  céleste  (t.  IV,  Liv.  X),  Laplace  a  donn(- 

le  développement  en  fraction  continue  de  l'inlégralc  /     e~^^  dx. 

Sa  démonstration,  reposant  sur  Teniploi  d'une  série  divergente, 
esl,  comme  l'a  fait  remarquer  Jacobi,  entièrement  inadmissible; 
ses  résultats  sont  néanmoins  exacts  et  ont  été  démontrés  directe- 
ment par  l'illustre  géomètre  (')  allemand. 

La  méiliodc  que  j'ai  développée  ci-dessus,  relativement  à  Tin- 

légrale  /       -■,  s  a|)|>li(pie  entièrement  à  l'intégrale  eonsidérée 

par  Laplace,  et  elle  montre  d'une  façon  très  nette  comment,  loul 

(')  De  fracliotic    conti/iiid,    in  iiitain   i/Uci^rale    1      i—-^'dj:  cso/k'cit   /icct 

{Jnurnul  de  Crelle.  l.   VI,  \k  .;'|<i)- 
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4îi  i..\i.ovL  iNTirOn.M.. 

on  parlaiil  trnnr  sciic  dixor^onlo,  ou  |hii1  iK-niunoins  ;irrivor  à 
uno  fraction  continue  doiiiKiiil  l;i  Viilciir  «If  l,i  lonclion  (|ii'il  s'agis- 
sait (le  (Icvcloppn-. 

M. 

1.  .lai  ni(»nlrr  «iiit'  les  divciscs  rt'diiilcs  '  "  /   ,  de   la  s«'rir'  scnii- 
conxcrijcnic 

„  ^  1  I  I  .  /  l  ./.^  1.7.1.^ 

F(J-)= --i r- r-  H r h... 

avaient  poui-  limite  la  Iransceiulanle  <•'   /      :—  ' 

On  :i  ir.iiliiMir-;.  en  re|>ri''sciilant  par  II  (/?)  le  produit  \  .7...(n —  i)/?, 

n  (  n  —  i)(  n  —  3)    ,  "| 


I  rt  (  «  —  I  »     . 


(a)  t/;(t)  =  «/„(. r)  —  «î/„_,(r) 

et 

(3)  /„^i( t)  =  (.r  -h  1  n  -^  t)/„( .r)  —  n^/„^i( T ). 

(,a  ■««'•rie  l''(-/')  |)Ciitse  mettre  sons  la  forme  suivante 
/      c- ffz — t-   /     e-Zffz /     c=«î  rfc -+-... H /      e-z'"  ciz  +.... 

•     -r  •     — X  >      -  t.  ^  —  m 

iJes  principes  pos('>  jiar  M.  Heine,  il  résulte  immédiatement 
que,  'il^J")  désignant  un  polvnôme  quelconque  dnn  degré  infé- 
rieur à  //,  on  a 


n) 


\      e-^/„(T)'l{T)r/.r  =  o, 


(Voit  l'on    efitirlut.  puisque  r^  est  toujours  positif,   fjiie  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,   elles  sont   d'ailleurs   ési- 
demment  néiratives. 


2.    l'.n  particidier,  on  dc-duil    de  I  éfjiiation  (1^  la  relation  sui- 


/••  e-*dx 

SUR    L'iNTEOnALE    / 43j 

Viiiilf,  (III  //  ri  II'  (l(''sip;ii('ril  deux  ikiiiiIiicn  ciiliri^  (lillcicnls, 

(5)  f    e^/„{T)/„.{x)dx=:  o. 

,  0 

l'oiir  »'\alu<  r   /      ''  J  J,{''  )  <^''^  ]*'  roin;ii(|ii('  <|iir,   m    iiil<'L;r;iiil   par 

•    —  H 

pailios.  on  a 

f    crr;,{.r)(lx=[e'f},{T)W-7.  f    r^/„( x  )f;,(T)dx; 

l'intéi^rale  qui  figure  dans  le  second  incmhrc  de  celle  idcnlilé 
rsl  nulle  en  vertu  de  la  relation  (4);  on  d('diiit  flonc  do  la  rela- 
tion (i) 

(6)  f    e-^/^,ix)(lx=UHn). 


Des  forninlcs  précédentes  résulte,    comme  on  sait,  le  dévcloppc- 
menl  d'une  fonction  rpielconque  ^(.r)  au  moyen  des  polynômes 

Si  l'on  pose,  en  eHcl, 

+  (  .r  )  =  Ao  —  A,/,(  jr  )  -t-  X.fiix)  ■+- .  .  .-^  A„/„(  ./•  )  -^  .  .  .  , 
on  a 

/     e-^<i^{x)J„(^x}dx 

'^"  = îïhtt] 

3.   Soit,  comme  ajtplication, 

On  aura 

j     r-'-(i'"/„(.rv/.r 

Il  r"     .i./if  «(//  — I)    ,       nui  —  \)in  —  ->.)     ,  1 

Il  (  //)  /      €■'   '  +  ''      I  -!-  /j.r  H '-x--i. -— jr'-t-. .  . 

J_,  I  «-••*-  i».2».3»  J 

I      I  «  n{n—\)        I  I        ,,  /» 


I -t- /       (i-4-n*  1.7.       (i-HT)'  (i-f-O" 


43<»  t:ALi;UL    INTKOnAL. 

d*où  le  drvcloppcinrnl  suivant 

ftx  — (.  ^  /  I  (  -f  )  -f- ■: 


d-j-O""^'  n(«) 

on  oiicnrc,  rn  posant  l  =  — ^^» 

'  1  —  5 

..r  7 

— ^  =  I  -^-  j/i  (  .r  >  -r 


(7) 


y^i-'-) 


ii(«) 


.A/(.r)-t-  ..., 


développement  qui  subsiste  ('vidcnimonl  pour  toute  valcui"  de  c 
donl  le  module  est  plus  petit  que  l'unilé. 

Les  diverses  propriétés  des  polynùmcs  /"„  (.r)  se  déduiraient  du 
reste  très  facilement  de  l'équation  précédente  en  ein|)lovant  les 
méthodes  données  par  Legendre  relali\cinenl  aux  fonctions  X„. 

On  a,  par  exemple,  ridenlilé 


^    1 1  I  //  I      ^     1 1  '  //O 


(rfi+r^/-^') 


I— /s 


C(1-/MI-: 


(I  —  -)(l— /)  (\  —  t){\—Z) 


d'où,  en  intéjîrant, 


dT= =  H-/-  -f-  /2-2^_.. 


et  de  là  résultent  immédialenienl  les  formules  (5)  cl  (6). 
-i.    De  la  formule 

J^^— '.A  (-)  ^/.r  n  (  «  )  ^-^j--, , 

on  déduit,  m  dérivant  w  fois  par  ra|)porl  à  l, 

/"                                                             /" 
pT  \^i,_ri»f„{T)(lr  -  \\{n)\)"> -, 
—  >0                                                                                                                                                                            ' 


d'où 


r      crT<"f„(x)<l.r  r.    Il„    M»'"    — _7v,-   I 


Sun  I.  iNTiciiAi.i: 


et ,  fil  siij)|)i)s;iiil  ///  ^.  //, 


I 


e^T'"/„  (x)f/x  =  (—  lyn-n 


l\{rn  —  n) 
d'où  le  dcveloppt'int'iit  suivant 

^"•=(->)"'II(//i)[/o(^)-/«/,(^)+— ^Ç^'Vîf^) 


//i  (  w  —  \){ni 

1^22.32 


Celle  formule,  on  le  voil,  se  déduit  de  la  formule  (i)  (où  d'ail- 
leurs se  Irouve  le  nombre  enlicr  n  au  lieu  du  nombre  m)  en 
cliangeanty„(j:)  en  ( — x)"  cl  x"  en  ( —  \)"f„{x). 

De  là  résulte  que,  si  une  fonclion  quclconfjue  '^{x),  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  s'exprime  au  moyen  des 
polynômes  y*/,  (a*)  par  la  formule  symbolique  suivante 

<\Hx)=%(f), 

où,  dans  le  second  membre,  la  puissance  /j""'<^'  dc/doil  élre  rem- 
placée pary„,  on  a  aussi  symboliquement 

*(— x)  =  e(-/-). 


SI   I!    I.\ 


U1-DL(,T1(I\  i;\  IKACTKINS  COiMlMIES 

1)1. \E     FONCTION 

{Jl\    SATISFAIT    A    I  NT    ÉQl  ATION    LINÈAIUK    l»l     PHEMIKU    OKDKE 

A    COEFFICIENTS    RATIONNELS. 


ItuUctiii  tU  /</  Socu'lc  mathématique  de  France,  i.  Mil:  1879. 

I.    "-'(.il  r  imc  foiiclioii  salisfiiisanl  à  réc|ualion  liiicaire 
^M  W-'-  V-       r. 

où  L,  \   cL  \N    sont  des  polvnônics  ciilicrs  en  x. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  (pie  z  soit  dé\clo|ipaljle  suivant 
les  puissances  croissantes  de  .r,  et  proposons-nous  de  former  les 
réduites  successives  de  la  fonction  ::. 

En  désignant  par  /"„  le  polynôme  du  degré  //  (pii  c^l  le  dénomi- 
nateur de  la  réduite  de  rang  /J,  posons 

on  en  déduit 

r  ?"./"  .'  Il  '•?«  /  *  \ 

d'où,  en  |»orlant  ces  valeurs  dans  iécpialion  (i), 
el 


(')  Je  dcsijnc  ici,  comme  dans  loul  ce  qui  suit,  par  l —  j  une  série  ordonnée 

suivant  le*  pui<>sanccs  décroissanles  de  x  el  commcnranl  par  un  lernic  de  l'ordre 
de  xr. 


avn    I-A    UKDUCTION    KN    FnACTIONS   CONTINUES    U'VSV.    FONCTION.  l^iij 

1,1'  iticmicr  iiifiiihic  (If  rollc  iclalion  est  un  polNiiùinr  ('iiIilt;  le 
scc'uiiil  iiicMihrc  fsl  (\r  Innlic  de  la  loiictioii  V  (  "  )  "^  ^^  (  ":;  )'  ^'^ 
cet  ordre,  (|iii  c>l  iiKlt'|)Cii(laiiI  du  iionihi»'  //,  iiidii|iic  le  dc^Mc  de 
ce  polvMÙme. 

Lu  dt''sij;iiaiit  par  A,,  un  coeHicieiil  indt-peiidaiil  de  ^"  cl  doiil  je 
fixerai  plus  lard  l,i  valeur,  ji'  puis  tl(jiie  poser 

(  •^-  )  /f,  U  -^/n  On  V  -  W(  'f  „/„  -/'„  0„  )  -  A,,  H„  , 

où  (-)„  esl  un  pul  vii('tiiie  eiiliti- donl  ir  dej;r«'-  e>l  mar(pié  par  I  ordre 
de  la  fo  ne  lion 


^G)*^^(^) 


2.    Formons    inainlenant     l'équation    dinérenlielle    du    second 

ordre 

My  _  \'j'-i-  Vy  =  o, 

(jui  a  pour  solutions 

-  f—Hr 

y,  =  /„     cl    y.=e   J  w    '  (.^„  _/„  -  ,. 
Eu  posant,  pour  abréger, 

on  a,  d  après  une  formule  connue, 

N         d  , 

or,  un  calcul  (acile  donne 

cl,  en  lenaot  compte  de  la  relation  (2), 

w  _  e  ^^,     , 

d'où 

N^  _  e;  _  \v  _  \  . 


\\o  cAi.cn.  ixTi:on.vi.. 

«  l  il  ii'snho  (le  là  iiniiit  dialcniciil  ipu-  rr(|ii;Uioii  (■licrchrf  csl  de  la 

forme 

\\H,. ,-  _,_((  V-4-\V'^rt,,  —  wh;,  ]  )-'+  K„^-  =  o. 

«tù  K,;  tlr>iL;iic  lin  |>olvnnm(>  eiilicr  dont   le  dcj^ré  rsl  in(l('|UMul;ml 
lie  n. 

.le  metlrai  celle  (''i|iialion  sons  la   forme 

i>ii.  pour  al)ré:;er, 

(  { I  \\  r"  -r-  WoX'  -1-  Wi  j  =  o. 

.le  ferai  reniar(|iicr  que,  cjuaiul  eelle  (Miualion  est  connue,  (")„  est 
connu  à  un  laelenr  niiiu(''i'i(|ue  près;  on  peut  donc  alors  poser 

H„=)'ll„      ('), 

où  II,,  csl  tin  polynôme  di'lertninc  cl  A  nn(>  cpianlilé  ind('pcndanle 
lie  jc. 

'A.  Je  ne  m'occuperai  |)as  ici  du  |)rol)lème  (pii  consiste  à  lrf)uvcr 
les  valeurs  des  coeffieienls  des  j)olvnômcs  0„ctK,,,  probK'me  (pii 
proscnle  d'assez  jurandes  diflicullés  et  cpic  j'ai  déjà  essayé  de 
traiter,  parlicidièrement  ilans  d»Mix  PSolcs  St/r  la  rédiiclion  en 
frac/ions  continues  dune  classe  assez  étendue  de  fonctions  et 
Sur  le  dcicloppenient  en  fractions  continues  de  e^''*,  j)ul>liées 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
(janvier  1H78). 

Je  snpj)Ose  celte  équation  formée. 

Cela  posé,  on  sait  (juc  Ion  a  entre  les  termes  de  deux  réduites 
consécutives  la  relation 

(  4  )  ^if,  \  fit  — ./«4-1  'in  =  A„, 

A„  étant  une  quantité  ne  déjtcndant  <|ue  du  noml)i(,'  //,  cA  que,  du 
reste,  on  peut  choisir  arbitrairement. 


/,x  II         .1-.  I-  .  "''         V-4-\V'-\V,. 

(')  H    est  dclcrniinc    i>ar  I  iwiiiulioii  r—  == • 

ll_  \V 


Sin    LA    nKDUCTKlN    IN    PHACTIONS    CONTINUES    U  LNK    FONCTION.  ,|jl 

On  ;i  (If  inriiic 
ri  l'on  «Ic'ilml  de  l;"i 

(l'on,  si  l'on  pose,  pour  ;il)i(''f;ri", 

A„    _ 
\ —  '  ii-\' 

les  deux  relallons 

(  j)  /n  +  l  —  Q/,-j/«  -+-  P/,-l//i-l  =  <> 

et 

OÙ  i}„  désigne  un  poljnomo  du  premier  degré  en  .r. 

Il  est  à  remarquer  que,  quand  on  se  donne  ajbilrairemenl  la 
(pianlih-  l*,,  en  fonction  du  nombre  entier  «,  les  termes  des  ré- 
duites ne  sont  déterminés  cpi'à  un  fadeur  près  purement  numé- 
ricpie.  Le  signe  des  termes  des  réduites  de  rang  impair  demeure 
même  indi'lerminé,  car,  en  changeant  ce  signe,  on  voit  (|ue,  toutes 
les  (piaulilés  A,^  changeant  également  de  signe,  P,i  conserve  la 
même  valeur. 

J'écris  maintenant  la  relalion  (2)  sous  la  forme  suivante  : 

(  l;/„  -f-  \'o„  —  \Vo'„  )/„  -+-  w/;,  ç„  =  A„e„. 

Lu  éliniiriaul  (-}„  entre  cette  relation  et  lidenlilé  (4),  il  vient 

(  ^^'/'u  -+-  *^n/n  +  l)  »«  ^  (  W  o'„  —  V/n  —  ^'  0„  -h  «,,  On+l)fu- 

On  en   déduit,  en  désignant  j)ar  il,,  un   polvnôuie  cnlier  dont   le 
degré  est  indépendant  de  /i ,  les  deux  écjualions  suivantes  : 

(7)  W/;  =<>„/„- H„/„^,, 

(  I  )  W  f '„  =  u/„  +  (  V  -^  a,,  )  o„  -  e„ (p„4., . 

'i .    Il   >'a^il    mainleiianl  de   déterminer  les  pol\ m'imes  li,,  cl  Ç)„. 

\  cet  cllel,  je  déduis   de   réijualion  (j)  la   valeur  de  y",],  cl   je 

porte  la  valeur  ainsi  obtenue,  ainsi  que  celle  dey,,,  dans  léqua- 
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lion  (-i);  après  (juclqnes  réductions  faciles,  on  uhliriil  l.t  relation 

H-  (u„e«(u«-4-  V) -f-  \V(ii;,e„ -  e'„u„)  -\-  \\K„  |/,.  =  o; 

en  lu  coniparanl  à  l'idcntitt' 

./'i->-i  —  Qiijii  +  l  ■+■  'njn  =  O, 

on  nn  déduit 

(9)  \'«  = 


et 

(lo)    i>„e„(i2„-+-V)-H\V(u;,H„- »;,«>„)  ^\VK„—i'„e;^e„^,  =  o. 

Posons 


d'où 


Q 
Il  =  /"'■ 


Oi)  o„  =  W-; 


en   remplaranl,    dans  l'équation  précédente,  12„  |)ar  cette  valeur, 
on  obtiendra,  toutes  réductions  faites,  l'équation 

(  la)  W  M  —  \V  0  "  -4-  (  \>  1 vo )  "  ~  "• 

qui  ne  difTèrc,  on  le  voit,  de  l'équation  (3)  que  par  l'addition  du 
terme 

vT-" 

o.   Quand  on  se  donne  l'équation  (3),  comme  O^  n'est  pas  en- 
tièrement déterminé,  je  poserai,  comme  plus  haut, 

e„=XII„, 

A  étant  une  quantité  indépendante  de  x  et  inconnue. 
L'équation  (12)  deviendra  alors 

<  1 3  )  >\  H    -  W  0  Jf  —  (  W I :^^ j  a  =  O. 

La  forme  du  polvnùme  il,,  étant  connue,  on  déterminera  facile- 


Sl'n    LA    nKDLCTiKN    KN    FIIACTIOSS   CONTINUES    U'UNE    PONCTION.  ^\^ 

iiKMil  les  coefiîcicnls  iiiCDiiiMis  de  la  lonclion  //,  ainsi  <|iic  la 
coii.staiilc  A^  ;  on  tlioisira  aihiliairciiiciit  la  valeur  (Je  ).  (jiie  l'on 
en  ilédiill  (si  l'on  j)renail  la  valeur  (|ui  est  de  signe  eonlraire,  cela 
n'aurait  trautrc  circt  (|ue  de  changer  les  signes  des  lertncs  des 
réduites  i\e  rang  impair),  cl  la  formule  (ii)  donnera  la  valeur 
de  L>„. 

(*).   ('omme  application  des  formules  <jui  précèdent,  je  prendrai 
j)()ur.exem|)lc  le  développement  dt;  la  fonction 


z  =  e-^  I 


e-'-'dx 


<pii  satisfait  à  i'éipialion  difTércntielle 

xz'  =  XZ  —  I  , 

cl  que  jai  étudiée  dans  une  Note  (')  présentée  récemment  à  la 
Société. 

iSous  avons,  dans  ce  cas, 

\   =  \\   =  X, 
cl  l'équation  différent  ici  le  à  laquelle  satisfait/,,  est 

xy" -I-  (  J-  -f-  I  )  y —  ny  =  o. 

On  en   conclut  (|ue  1I„  est  une  constante  que  l'on  peut  prendre 
égale  à  Tunilé;  je  poserai 

Les  équations  (-)  et  (9)  deviennent  respectivement 

Cl 


(  '  )   Sur  l'intcL^rale    f       —    .    -  '  lîullctiii  de  la  Socictc  iital/icinct(t'/itc,  t.  \  II. 

('•:■)• 


4|'l  OAIXII.    IXTKOriAL. 

I.a    (onnulo  (i  '\)   inonlro,  iraillcnrs,  t\\\c  Çï„  csl    im   polvnùmc  du 
pitinuT  ilcf^ré  en  .r  (jiii   in-  pciil  se  it'iliiiif  à  iiik"  cDusliinto  ;  on 
on  conclnl  (ju(>  ii  csl  de  la  l\)nuc  c'-'.rf',  où  a  csl  ddlV'renl  do  /.ôro. 
L'é(jualio!i  (i3)  dcvlcnl,  dans  ce  cas, 

TU  -h  {t  -h  i)u  —\n  -\ H  =  o ; 

on  }•  subsliluanl  la  valeur  do  //,  on  obtient,  tontes  ri'duclions  faites, 

3(3  —  i).rï-^(-;»a?-T-  a-+-;3  —  «)jr-t-  [^«  —  («-^1)2X2]  =  0. 
Comme  a  est  essenliollonient  difTéront  de  zéro,  on  en  déduit 
a=  — I,         p=  — (rt-f-i),         l-  =  i, 

il.  011  prenant  la  valeur  néj;ativc  de  )>, 

X  =  H  =  —  I. 
puis 

u'  /  /j  -4- 1  \ 

Un  =  X  —  =  —  T  II   H 1  =  —  (X  -i-  n  -h  l). 

Les  formules  (i4)  et  (i5)  donnent,  par  suite, 

^fn  =/»+i  —  ^^•  -+-  n  -I-  i)/„ 
.1 

Q„  =  ^^ =  3-  H-  2/1  -t-  3, 

d'où  ridenlité 

/„+,  =  {T^in-^-  3)/„+i  —  («-+-  I )V" • 

Ce  sont  précisément  les  relations  que,  par  une  voie  différente, 
j'avais  trouvées  dans  la  Note  citée  plii'^  liaul. 


SI  i;   L\ 


i{i':i»i  cïKiN  i:n  ruACTioN  ciintimk 

li'lM-    KHACrioN  Qll  SATISIAir  A   l\i;  f;gi  ATKJN  I.INfiAlUi:  1)1    rillMIKIt  (lIlDIIi; 
A    COEFFICIKNTS    BATIONNELS. 


Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des   Sciences, 
l.  \CVIII;  1879. 


Je  me  suis  déjà  à  plusieurs  reprises  occupé  fie  celle  f|ucslion, 
iiolaniiiicnl  tl.ins  une  ÏNolc  insérée  dans  le  Biillctu)  de  la  Soc. 
tuath.  (t.  \  III,  p.  21);  mais,  l)ien  rpie  l'oLjel  j)rincipal  de  mes 
rcclierches  soit  résolu  par  l'analvse  (|ue  j'y  ai  employée,  je  n'ai 
pas  énoncé  explicitement  le  résultat  et  je  demanderai  la  permis- 
sion de  revenir  sur  ce  sujet. 

Soit:;  une  fonction,  développable  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  x^  qui  satisfait  à  l'équation 

où  U,  V  et  W  désignent  des  polynômes  entiers;  sa  réduclion  en 
fraction  continue  se  ramène  à  la  recherche  de  deux  polynômes  dont 
les  coefficients  dépendent  du  degré  n  du  dénominateur  f„  de  la 
réduite  de  rang  n  et  dont   l'un  (-)„  est  du  degré  de   la  fonclion 

V        W      .  , 

1 -,  Taulre  0„  étant  d  un  degré  supérieur  d'une  unité.  Ces 

polynômes  sont  détermim's  par  les  conditions  suivantes,  à  savoir 
que  Û/, -i- Q„+i  soit  divisible  par  0„^,  et  < 2;)  —  \  -  —  P„+,  (-);,(-) ,,4., 
par  W  ;  P„^i  désigne  un  coefficient  variable  avec  11  et  dont  la 
valeur  est  prise  arbitrairement;  on  a  donc 

cl 


.\\i\  r.MC.Vl.    INTKOUAI.. 

\\„  Cl  Q/;^.i  (l«''sij;n:inl  dciiv  polviinini-^  cnlitMs  donl  le  (Irriiior  est 
(lu  promicr  degré.  Cela  posé,  on  a  les  (oiiiudcs  snivaiiles  : 

//i-t  I  —  <v^.//l-^-  ''«///-i  -  " 
cl 

(  3  )  \\  e,,/,.  .  K  -^  \  -t-  w  )  e„  -  \\  e;,  |y „ 

-r-( e„(i>„—  V  )- e„(  i\„ -^  li;,—  v')|/„  r^  o. 

Des  rclalions  (i)  cl  (a)  on  dt'diiil  d  ailleurs  ridenlilé 

e„^, f(ii„^,  -  ii„ )Q„4-, - ( r„4.i e„-^2-  i'„-.i e„  )|  =  w (  i{„^,  -  r„), 

(jiii  se  décompose  en  les  deux  suivantes 

(4)  (<>„^,-o„)Q„^,_(P„^,e„^2-P„^,e„)=  WT„ 

et 

(5)  H//H-I  —  Rn=^«-i-|T„, 

où  T„  désigne  un  polynôme  entier-. 

Comme  application,  soit  d'abord  ;;z=log  — '  i  d'où  (i  — j:-)z'=->.; 

dans  ce  cas,  W  =  i  —  .r'  et  V  =  o.  S„  est  donc  une  constante  a„  : 
je  ferai  P,,  =  n-  et  poserai  Q„=  cf/ia*  -4-  6„.  L'équation  (3)  devient 

(  I  -4-  J--  )/;;  —  j..r  /'„  — (  n„  -+-  a„  )/„  =  o, 

d'où  l'on  voit  (pie  Pi,,  =  —  n{n  +  i)  —  «„  ;  l'identité  (i)  devient 
alors 

(a„x-~  b„)'  —  (n  -^  i)2a„a„^,  =(x^  — i)  (n^- ^  n  ^  a„); 

on  déduit  de  là  b„  =  o,  rt,^  —  a„  —  /?(/?  +  i)  =  o  ;  ce  <pii  donne  les 
deux  valeurs  suivantes  de  a,/  :  a,i=^ — n  (une  discussion  facile 
montre  qu'elle  doit  être  rejetée)  et  a„^=n-i-\;  puis  ensuite 
^•//5'./,4.i  =  I,  d'où,  si  l'on  prend  ao  :^  i ,  y./,^=  i  et  enfin,  en  vertu 
de  la  formule  (  2),  Q«^.i  =  (a/î  4-  3)a:,  ce  qui  donne  la  formule  de 
récurrence/,,^,  —  (a/i  H-  \)xf„-{-  i^-fit\  =  f^- 

Soit,  en   second  lieu,  la  fonction   z  =  e     '     •*',   «pii  satisfait  à 
l'éqiiation 

X'''Z'  =  1{X  -^  f^)^'i 

(»n  a.  dans  ce  cas. 

W  —  .r^      cl      \    —  .r  -^  is. 


SVn    I..V    RliDUCTION    EN    FRACTION    CONTINUE    n'iNE    FRACTION.  i',; 

{-)„  osl  donc  lin  polvrinnic  du  premier  de<;ré  a„.r+jj„  f'I  t>„  un 
|)nlMiùnie  du  second  dej^rt'' ;  je  ferai  P„  =  i  .  Soit  o  le  eoellieienl 
de  ./•-  <lans  i}„  ;  réqualion  (i)  inonlrc  (jiie  •;-  est  le  coenicient  de  .r 
dans  I{„  el,  en  égalant  à  zéro  le  cocnieicntde  x""^-  daii>  le  picmirr 
nienihre  de  ridenlili'  (3),  on  ohlieiiJ  r('(|iiat ion 

p-  -t-  p  —  /i  (  //  -T-  I  )  =  o  ; 

la  racine  o  =  //,  eoninie  on  le  |)roii\  e  aiséinenl ,  est  à  rejeter  :  on 
a  donc 

p  =  —(  n  -^i), 

el  ù„  est  de  la  forme  —  (  <  n  -f-  i  ).r-  -i-  O/iJC  -h  f>„. 

On  lire  de  la  relation  (.'))  '1,1= ;  et,  la  relation  { .\)  mon- 

*n-t-l 

Irant  (|uc  ^,,+i  c^^  ^'<^  partie  entière  du  quotient  de  T„x^  j)ar 
Q„^i  —  Ci,,,  on  en  déduit 

r»  0.  rt  -h  3 

Q/iH-i  = {jc  -i-  a„^,  —  a„). 

L'idcnlité  (■>.)  donne  alors  les  relalions 

(  G  )  (  2  /H-  3  )  P„  +  i  =  a,,^,  [(  2  rt  -r-  2  )  rt„  —  (  2  /i  -i-  4  )  ««-1-1  ] 

et 

(7)  6«  +  l—  ^«=('««4-1  —  0,i)  [(7-n  ^  4  J  ",;-*-!— (2  «  -i-  2)rt„|. 

Enfin,  de  ridciililé  (■>.)  on  déduit  les  relations  suivantes 

(8)  a„2„+|  =  rt,^  — 2(rt  —  1)6;,— I, 

(9)  a„3„+|-+-  p„a„+,  =  2(7„6„—  2^. 

(10)  ?„^„^,  =  62-^2 

el 

^  R„  =  (/2 -t-i)2;r  —  2(/î -+-i)n„. 

Cela  posé,  on  \oil  que,  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  of„,  ^3„,  ff„ 
et  /^„,  les  valeurs  de  a,,^,  et  de  [j^+i  pourront  se  lircr  des  formules 
(S)  et  (10);  la  formule  (())  permellra  ensuite  de  calculer  fi„+t,  et 
la  formule  (7),  />,/^.i.  On  saura  donc  calculer,  de  proche  en  proche 
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Cl  par  voir  n'iMirrcnlr.  l»^s  polvn»*»inos  Q„,  deuil  la  \al(Mii-  c^-l  dcMi- 
ncc  jKM"  la  lonniil»' 


0„  = y.r  -    fi„—  On-i). 


puis  les  cK-nomiiiatcius  cl   los   ihiiik  ralcMirs  des  ii'diiilo  par  les 
lorimdcs 

Çn  +  I  —  Q'»  ?n  -•-  'fn-l  =  "• 


lu: M  \i;oi  i:s 

M  II    I.KS 

;UI  VÏIIINS  llll-rKIlKNTlKLI.KS  I.INK \llli:S 

Dl    SliCitM»  (tlthlli:. 
liuUetin  dv  ht  Siuirt,-   nidllicinatitfiic  <lr  l'nnxr.  i     \III:   1X7(1. 


I.    Imi    (l("<ii;ii;ml    |i;ii'   I*.   ().    \\    des    ioiiclh  ms  (Idiiiu'-cîs  de  .r   vA 
piir  r  t'I  //  flc^  l(»t)(lii)tis  ;ii  liilijiircs  de  ('cIlc  \;iri;d»lc.  posons 

ri 

Vu"  ^Ç\u'  -\-  \\u  =  U. 

Si  lOii  pose,  pour  ;iliic;.;(r. 

i5  =  e'  '■     . 
on  iN'dnil   des  ('(piiilions  pircc-ilcnles 

S(Z«— U-)       ^,       ,.  „         SQ         , 

-  -  1,     -       -    ~  b{u  Z    ~  :■  Il     )  ->r-    -~  (Il  Z    —  Z  II    ) 

—  '>{  Il  Z    Z  II"  \    -  S' i  u  z'  —  Z  II'  ), 

(1  où.  rn  inl(':;i'.inl . 

(  A  )  I p =  S(  //  ;  —  zii  ). 

!2.    l'-M  p.iil  icidier'.  si  //  d(''>ii;iic   une  >oliilloii   de  ['('(pinl  n  111 

(  I  )  i*y  -1-  Qj'  ■+■  1^.'  =  <»• 

on  il  ridciil  lie  sii  i\  :inl('  : 


(15) 


rSZn(/.r 

j  ■ ^ —  =  ii(  Il  z  —  zii  ). 


Soil    V   une   scdiilion   ipiclroinpic   de    r('Mpi  il  1011  (  1  )  ;  a  dési^niiiil 


i'io 


CAtOri     INTl  nu  M 


1111  jK\r.iiUi"  lit"  .uliilr.iir»'  «Minliim  il;!!)--  lis  loin  I  iiiii-  W  (>.  \\  (ce 
narainrlrr  pciil,  «lu  io>h\  rire  l;i  \iiii.ililf  in(l('|t('ii(l;mlc  ,/•  fllc- 
iiuMm'^  si  Vow  pose 

,h  _ 

lu  -  ^' 

•  •Il  M>il  <|ii('  C-  NalisLiil  il  \a  i-cl.ilioii 

Vz'  -4-  Qc'  -+  H  -       -  (  -y-  r'  -4-  -T^  «'•  -4-  -y-  r    . 

^  \   (ITL  ifJ  f/x       / 

Si.  dans  r«'<|u;Ui(in  (\)),  nu  nMn|)l;icc  3  |»;ir  —  cl   '/    |>ar   s:i    v;i- 
Inir,  il   \  i<'nt 

'\.    l'n  il(''sij;n;ml  loujonrs  |)iir  //  cl  r  drux  soliilioiis  (|ii(|(on(|iirs 
do  l'éqnalion  (j),  posons 

z  —  uv\ 

il  esl  nisi'dc  \<>ir  «pu-  c  siilisfail  à  T/Mpialion 

Pc"_»-0;'  -j-  \\z-^  \Vav'  —  iW/i': 

I  <'(|ualion  \\\ ^  donnr,  dans  ce  cas,  la  rclalKni  siii\anlc  : 

'S(2l*u'p'  —  H  uv)u(lx 


d») 


r~ 


=  Sm't'. 


i.  Il  xM'ail  facile  de  iniill  ipl  ici'  le  nonihri"  de  ces  foriiiiiles  ;  |c 
nie  conlcnlc  ici  de  transcrire  celles  dont  ra|)plicalion  est  la  |)liis 
fré(pienlP,  me  r<'servant  d'y  renvoyer  lorsipie  j'aurai  à  en  faire 
nsaj,'e  dans  les  Commnnicalions  que  j'aurai  roccasion  de  présenter 
à  la  Sociéli". 


conu  iu:s  i)i:s  i  onctions. 


Citniptcs  rcm/ds  des  scanres  île  l' Acadcmic  des  Sciences,  l.  \r,IX  ;  i8M'|. 


(  l«)iiM(l('|(Hi>i    riiil('i;i;ilc   (loiihir 

JJ  ii{.r,x}  —  ^ 

dont  le  (  li;iiii|)  osl  une  aire  A  (juc,  pour  fixer  les  idées,  je  sii|i|m)- 
serai  siin|ile  vl  on  f(.r,r,  z)  cl  <^[x^y)  ilésif^nenl  des  loneliiitis 
réelles  (|iii,  ipiel  (|iie  sdiI  c-,  sont  finies  cl  l)ien  (h'ierniinécs  dans 
l(.>  eliarni)  d  imIci^m  ;il  ion  . 

Si,  ponr  eerl;iines  valcMus  de  z,  la  conrbe  ^''{j^,y)  =  z  traverse 
le  eliuni[)  d'inU-^ralion,  rinlé<;rale  devient  ifi(ir)ie,  et  la  fonction 
F  (3),  en  général  finie  et  di'iei  inin('e,  a  po/ir  coiijhmc  une  norlion 
K  de  l'axe  des  x. 

Soil  AF  la  diflérencc  des  valeurs  de  ht  fonction  aux  deux  bords 
de  la  coupure,  en  sorte  que,  z  désij;nant  une  des  valeurs  r('ellcs 
|Miur  lesfjuclles  F(c)  est  discontinu  et  ),  nt)(;  (jUiinlitt-  iiriiiiinicnl 
pcl  Ile  positive,  on  ait 

AF  --.  Fr  -  -f-  X /)  —F(z  —  li)\ 

en  cin|)lo\;iii t  la  iiK'lliodc  donnée  p;ir  M.  Ilniuilc  d;iiis  le  cas  des 
int(''i;ralcs  simples,  un  cidciil  facile  dminc  rexprcssioii  siii\;iiilr  de 
cette  dillérence 


où  )•  doit  èlic  remplace-  par  sa  valeur  lirc'e  de  r('-(|ualiiiii 

SI  Ton  considère  la  courbe   lepré-senlée    [»ar  celle  é(pi.iliuii.  rinté-- 


^^h■^  nvi.cii.  iMiunM.. 

j^mlo   s'«''l«Miil   Idiil    \c  l(>!)^  (1(>  l.i  |i<)rliiin  <l<'  ccWc  nmiltc  i|in   ol 


II 


coinnrist'   dans  !«•  cliamii   d  iiilcm  alitin,  il  le   laclriir  — , tloi 

(•lie  pris  |)Osili\  riiniil . 

Soit,  coiniiic  a|i|)lM'at  ion.  la  ionrtion 

G{7L,'i;  ii,ù]  z\-  i-\ y  5  H '-J--Ç '5* -4-..., 


«Mii,     [>our     A  =z  I  ,    se     rrdiiil     à     la     fonclion     li  ypci  i^i'oiik'-I  ii(|ii<' 
!•'(  a,  jj.  f/,  ./•  j. 

Sous  les  condilions  a  >  o,  [j  ^  o,  <i  ^  a,  />  ]>  |j,  on  a 

r»-^i      ^-^'.ya-»(,_-^)<.-a-ij^-t(,  _j.)A-p-i^/r,/,. 


-I      t-  -1 


jy 


La  foiK-lioii  (i  rsl  aiiiM  dcrinii:  |ioiir  Ions  les  points  du   |ihiM,  saiil 
sur  une  coupure  K  allant  du  point  -h  i  au  point    ^  x. 
Le  IiMij;  de  cet  le  coupure,  on  a 

n  vL)Vi'^)V(n-%)r(h-^)  ^^ 


-   f   x'- 


I  (  1  —  .r  )"    'J--  '  y'?  (I  —  )•  )''    ?  - 1  dx. 


1    •      .                     1       •              '                            .               •  -^  (I  —  3  )/     ,, , 
ou  r  doil  cire  remplace  par  3-;  en  j)osanl  .r  1= ,  I  ui^a- 

lilé  précédenle  devienl 


(1  ou 


AC.  -=  ï^ 


iiT.V{a)\{b) 


L'élude  de  la  fonction  (i,  hjisipi  on   la  pi(doni:c  iliine  façon  cou- 


srii  i.Ks  i:oifLUi:s  dks  fonction.s. 


/..Vi 


liiiiic,   X'  liiiiiiiic  (liMic    il    li'liiilt'  (lu   |ir()liiii:;riiii'iil   do  lonct ions 
('•li'iiiciilaiics  z''-,  (i  —  :•)'■'■  cl  lie  l.i  1(111(11011  II  v|icr;^i''oiiii''ln(|ii('. 

(^clle-ci   est,  d'ailleurs,   un  cas  pailiciiliii  dr  hi  ionclioii  (i;  m 
laisanl  />  =  i ,  on  a 


i 


•xi-K  r(a) 


X  -'   "\z  —  i)"-2'-îir(i—  a,  1—3,  \~,i  —  oi—'i,—\  z), 


formule  (|ui,  IjIcmi  (|u\Hal)lic   sous  corlaincs  l'cslriclions,   sul)sislc 
pour  loiilcs  1rs  valeurs  de  a,  [j  cl   d. 
V.w  |iarliciilicr,  on  a 

(i  —  j  )   M-— -  F(|ji,  I.  I,  -); 

la  (oriiiiii*'  ni  ('ct'(lciilc  donne 

1  (  a  U  (  I  —  u  I 

(raillciii>.  un  calcul  direct  donne 

A(  I  —  Z)    V- =  i  i  -  ^\n  [i- , 
«l'on  la  loîniiilc  connue 

r(;jL)r(l  — a)=   -r-^— • 

'  '  Slll[JL- 

La  formule  (i)  donne,  en   pcrmiilanl  les  Iclli'es  a  cl  h.  la  rela- 
tion ('It-mcntaire  fondamcnlale 


(3) 


^   F(  //  —  2.  A  —  :i.  a  -4-  i»  —  a  —  3,  I  —  ,-  ) 

/        =  ;«-  ''  F(  (I  —  a.  a  —  3.  rt  -r-  6  —  ^  —  ?.  i  —  -), 

cl,   en   coinliinanl  celle  rclaiion  avee   la  formule    (i),  on    olilienl 
aisénicnl  loiilcs  les  niopriclés  île  la  fonclion  l"  . 

On  peut  trouver  une  autre  expression  de  AK;  en  désignant,  en 
eMel,  par  m  un  nombre  positif  assez  i;rand  pour  (pie  ni  -\-  a  et 
m  -h  [i  soient  po>ilifs  cl  |)ar  F,„  rcn>eml)lc  <l(\s ///  premiers  Icrmcs 
du  dé\el(>ppcmcnt  de  F  (F„,  peut  se  r('diiirc  à  /.l'-ro  1.  on  a  ridenlil(' 


F  (a,  ^,fl,c)=  F„, -+-  - 


r(a  )-'"-' 


f 


3.    /W/.r 


454  r.AI.rn.    INTKOIIM.. 

(|iii  (Idiiiil  la  fniu-tuM)  I'  pitiii  l(>ii>  1rs  pomls  du  phui.  >;uii  sur  la 
ct>u|inro  K. 

Italie  suppose  sciilrmciil  i  -r-  <f  —  a  —  i^  ^  <N  ''l  '•'  lormiilo  con- 
nue (ii)  |nMrnt'l  loiijoiirs,  on  inlroilnisanl  un  factctir  île  la  forme 
(i  —  w)t*,  tle  supposer  que  celle  condition  e>l  remplie. 

La  ini'llinde  de  M.  Ilfiiiiilc  donne  alors  ininn'dialcincnl 


AF  = 


•fiTtlia) 


r(,^a-«-p)r(»)r(P)    . 


-  a. 


SI  II  i.i; 


i'(iti;\tii:l  ni'  i)i:u\  I'Li.ii'soides. 


(om/ilcs  ic/i(his  (les  scnnrcs  fie  l'Acddci/ui:  iIca  ."^viciiccs, 
t.  C.II  ;    iSsC. 


I.   Jo  supposerai   lous  les   points  tic  l'espace  rapportés  à  Irois 
iives  rcelaiiyiilaires  passant  par  le  centre  du  [ireniier  clli()soïïlc. 
Soient 

A  X-  -r-  \iy-  -^  C  j*  -^  -2  \'yc  -^  2  H'  zx  -r-  ■?.  Cxy  =  i 

["('•(pialion  (le  la  surlacc  e\l(  rieure  de  ce  corps,  et  \^  son  volume. 
L'ellipsoïde  étant  supposé  formé  de  couches  homogènes  con- 
cenlrifpics  cl  homolhéti(|ues  à  sa  surface  extérieure,  je  désignerai 
j)ary*(A-)  la  densité  de  la  couche  tlont  la  surface  extérieure  est 
délermint'e  pai'  iéipialion 

A  .r2  H-  lîj  2  -hCz^^  ■>. Myz  -4-  >.  V,' zx  -+-  2  C'.r/  =  X^. 

La   fonction  y\À'-)   est   une    fonction  (|u<'lcontjue,  continue   nu 
discontinue;  je  poserai 


f  f(l)dl  =  V(t,, 


en  sorte  (|uc  F(')  est  une  fonction  pdirc  de  la  variahle. 
Pour  abréger,  en  ap|)elanl  il  le  discriminani 

AIJC   -  >  A'Ii'C  —  AA'2  —  1511 2  _  CG'2, 
je  ferai 

ne  —  A^  .         CV  — I5'-!  ^        AH  — C'j 

IVC-AA  ,   _  C'A'-  XiW  ^,      An- ce 


4.V;  t:.VM:i  1.    INTKttHAl.. 

A  =  —  ei.  cos'ç  —  ll'.>  sin'o 

-+-  C  -t-   »  /-l  '  »ino  -+-  -2  /  D!>'  ccisç  —  a  C  ï'iii  o  coso. 

±   Soil 

Ao(>  —  «)»-+-  Ho(  j  —  f,  r  -   <  .„i  -  —  ;  )» 

r<';niiation    tir    la    siirlati"    cxh'-i  i(Miit>    du    soctiiid     »lli[)S()ùlc ,    en 
sorte  <|iir 

(li''sii;ncnl    1rs   jn'djcrlioiis   sur   les   Irois   axes   «le    la   dislani'C   des 
centres  des  deux  eorj»s. 

J'appellerai  V,,  son  volimic,  cl,  en  su|>|>(tsaiil  (|ue  sa  masse  est 
composée  de  couches  homogènes  concentriques  et  homolhéliques 
à  la  surface  extérieure,  en  sorte  que,  sur  la  coucIk'  liiuiléc  par 
la  surface, 

-t-  2A'o  {jr-r,){z-Z)-h  -J.  h;  (  -  -  ;  )(.r-  t  n-  •;..  C;(.r-  J  )(y  -  r,)  r-.  l\ 
la  (hnsité  soit  /*„()>-),   je  poserai 

f  Ul)dl  =  F.,,/.,). 

Je  désigne  pai-  t}„,  -lo,  (iS,,,  ^o,  -^•'„,  i''->„,  ^,1  !<">  (|iianlil('s  ana- 
logues à  ti.  -l mais  relatives  au  second  clli|isoïdc  ;  ainsi 

il,  =  A„B„c„  -  2A0  Bo  c;,  -  A„  a;;^  -  bj;,,-  -  (:,.c;,- . 

j'appelle  enlin  A,,  l.i  ijiianlité 

■+-  •>.  t'cloy  sin  ç  -t-  ■}.  i  ill>y  cos  »  —  v.  £;|,  ^iIl  -.p  cos  o . 

)i.  r^rla  pn>é,  le  potentiel  P  des  deux  corps  est  di'-lciinim''  par 
la  relation  Mii\ante  : 

p  ^  !>VVn    r^  '   /•  ""'   r''  \'(t}Fc(t„)dtf/t„do 


si  11    M.    roTKNTIII,    IH;    m.VX    KI.I.1I"M)II)KS. 


V>7 


(iClIr  itniiiiiK'  Nii|i|Mc<c  "C^  '^.  (i;  SI  »,  :_—  o,  I  iiil(''^r.il('  i|iii  c^l  d.iri-i 
\v  second  iiiciiil)i-e  n  ii  plus  de  sens  ;  pittir  une  \iilfiii-  in''j^;ili\c  d«.'  », 
la  forniide  dmini'  une  \;deur  t'};:de  el  de  sij^ne  eonlriiiie  ;'i  celle  du 
poleniK'l. 


i.  Si  les  deux  <(Mns  s(»nl  de  rt'-volulion,  A  el  A„  seuil  des  cair«'s 
|»arl;iil>;  l'exi)!  ession  |ut''et''denle  se  n'-duil  alors  à  la  forme  hcau- 
eou|)  plus  simple 

.jVNo    r"'    /•"'    r'~ F(  /,l'.,(/„).//^//..o 

où  a,  '11,  V,  a„,  'j^,,  -'.1  desii;nenl  des  ijuanlilés  conshmlos;  ce  que 
l'on  |)eiil  nieore  «'•eiire 

5.  Dans  le  cas  où  les  elli|)soïdcs  sonl  lioniogènes,  en  appel. nil 
rcspeelivenient  (o  el  i<)„  le^ll■^  tiensilés,  on  a 

P(()  =:  m(i—  t^)  et  Fo(/»)  =  OJo(l—  /,1  ). 

iJans  le  cas  où  les  ellipsonles  se  r(''duisenl  à  deux  ((Hudies  irdi- 
niuienl  minces,  sup[)Osons  (|uc,  lors(|ne  /  varie  de  o  à  i  —  c,  la 
densilé  soil  nulle  el  (pielle  soil  ('-^ale  à  (o  (piand  /  \arie  de  (i  —  î) 
à   I.  <■!]  supposant  £  inlinimcnl  petit,  on  a 


el,  de  mcme, 


Fo(/f,  )  =  -^lOnEu; 
le  poteutit'l  il  d(Ui(    pour  expression 


<|  \    \   o  (''('il,  îl|, 


J_ ,    ./_ ,    ,.'„       '  ;  coso  -h  ir,  siii  ç  -<-  ^  —  /  /Â  —  l»  v^o 


Il  esl  facile  de  \oir  (pie  huiles  le>  dérivées  seconde-^  de  I', 
pii>es  p. II  rapport  aux  \aii.il)le-  ç.  y,.  Z  soiil  de->  huM'Inuix  al^é- 
hrunics  di;  cc>  varialilo  el  îles  <  (lelliiienls  do  iMpialion^  des  mii- 


,iri-«.    (les   i-ii  i|i-,(iii|i->,. 


'l-W  CALCUL    INTKOn.VL. 

<  )ii  ;i.  |>;n-  r\iiii|>l('. 
^[i\  _  ''^  \„woo;£„    .  ;•■'  .M  i.so  f//<//,,^/ç 

•  •u,  III  «lltcniiiiit   lis  iiilci^iahuiis  rclalivrs  ;i  /  cl  ;i  /„. 

.«îî  ...... 

^   / I  rosçi /f  cDsç -4- iT,  sinç -f- ^  )«7Ç 

c'o      (  '  î  «'«'S  9  -*  iT,  sino-+-"^)k  — •!(  A^aTH^'S  f  us  o  +  tT\s\  n  'i  -i-  Ç  )*  -f-  (  A  —  A»  )ï  ' 

o\|)rcs>i(»ii  (jui.  (•(•inrnc  i>ii  le  s;iii,  est  une  fonclidn  al^chriiiiir  des 
coi'flicifiils  (If  Li  <|ii.iiilitr'  |il.Kt'i'  sdiis  le  .si<;iic  /  • 

Il  eu  leMille  (HIC  eli;uiiiie  des  trois  dérivées  |)itiiii(  rcs  de  I' 

r/1'       ./!■       t/V 

s'ol)tiendr;i  ni  ihU-^mmiiI  mit'  fonelion  ali;él)ri(|iie. 

().    L  e\|irissi(»ii   du  poleiiliel,   tlonm'-e  ci-dessus,   citiiduil  aisi;- 
meiil    à   sou   dévelojipcmciit  suivanl   les  puissances  de 


ICii  di'\cl»t|i|»aiil  la  (juaiitilé  sous  le  signe  /  suixaiil  les  puissanc 
décroissanles  de 


i;coss>-+-iTisino-i-^ 


l      ^f-l      ™i7t 


i>^  i>vvo  V  r    r    r"  '  F(  /  > f„(  /.,  > [  <  /a  -+-  /„ y/A.. ]« ^^/ «-//g a^o 

3'.*"    -'^  .  '    ,     ,'    .     .'  ( /':  cusci  — /r,  sine -(-  Ç)''-" 

il   csl  à  reiiianpicr  «pic,  l(,^j  claiil  une  lonclioii   |iiiiic  (\i-  t  cl 
!'(/„)  ixuii  fonelion  paire  de  /„.  les  intégrales 

soiil  fMill(  -  l"i-<pi.    ■;  csl  un  nonduT'  impair. 


si;ii  i.i;  poTKNTiKi.  i>K  DKis  i:Li.irsoii)i;s.  ^.kj 

\a'  Iciiiii'  ^('•lu'i.il  (lu  ili'v  cI()|i|ifiiM'iil  <lr    I'  xii;i  donc,   ;'i   un   (iii - 
li'iir  iiiiiiii'i'Kiiit-  pi'i  s, 

*-  - 1    J_ ,    v'o  (  '  $  C'*s  cp  -^  ir,  sin  o  -H  :;  )»«  *^  i  "^    ' 

en  cHV'Cluanl  les  iiil(''i;i;ili(>n>  |iiii'  iMppoil  ii  (  cl  à  /„,  on  (lo\r;i 
laissci-  (le  cùlt',  diuis  le  (li''vrl<)|»|K'inenl  du  mmiériilciir,  Ions  les 
Icrmes  (|iii  reiilerMioiil  des  puissiiiiecs  impaire»  de  t  el  de  /„, 
en  sorle  que  ee  lennc  peut  se  mcllrc  sous  la  forme  sui\anlc 


r'l»(  siiiç,  cos'i)f/ç 
(  iÇ  coso  -+-  ir,  sin  '5  -H  ^  )2«^  i 


où  tp  ilési|;ne  une  lonelion  enlière  ilc  sin.^  el  de  eos'i. 

Une  telle  inléj;rale  peul  s'exprimer  au  moyen  des  dérivées  par 
liellcs  par  rapport  à  ç,  r,  el  X  de 


v/;-^ 


on    peul    t'neore    lOblenn-    en    développant    le    nuniérali'ni'    el   la 

fonction 

I 

(  f  $  costp  -+-  ir,  sin  cp  -+-  ^  j2«+i 

suivant  U>  sinus  el  e(^sinus  des  multiples  île  lan^le  'S. 

Le  développement  de  i;elle  fonction  a  é-lé  donin''  |)ar  Jacolji. 

7.  Le>  ié'>ullats  résumés  dans  celle  Note  sObliennenl  de  la  f.içon 
la  plus  siin|)Ie,  en  tlée(jmposanl  les  ellipsoïdes  considérés  en  lian- 
clics  inliniinent  inince^  coinpi  iscs  entre  deux  phiii^  inliniineiit  voi- 
sins parallèlo  an  plan 


(Il 


IX  coscs  -+-  ij^  f*in  z>  -^  z  =  o. 


Ces  jdans  sont  é-videinmenl  lnla^lnalles,  el  il  ^eniMcrail  d  ahoid 
«pie  cette  décomposition  ne  piésenle  aucun  sens;  niai.i  il  lésulle 
des  principes  posés  j)ar  .\J .  Ilermile  ilans  sa  lliéorie  des  coupures 
des  inlf-LTilc»  dé(ini(>  (jin-     -i    Idn  «  llci  lui'  les  cjdcid».  en  donnant 


•V"»  n.vi.ci  I   iNTie.iiAi . 

à  /'une  vjilt'ur  rctllf,  l('>  rôsiilliils  ithu-iiiis  xml  ciumu'o  \;iI.iIiI(>  tii 
la  Isa  ni 

.rajoiitcriii  une  <lcrni«'rc  remarque  j^onr  nionlrer  coniincnl  le  llu'o- 
rènie  de  Maelaurin  résulte  aist'nieiil,  non  seulenieni  du  it'sull.tl 
linal  du  ealcul,  mais  eneore  de  la  niarche  nu'me  suinic  [toui'  ellee- 
lucr  les  inléi;rahiuis. 

Tous  les  plans  parallèles  au  plan  (i)  sonl  des  plans  isotropes 
el.  pour  ilt'lerminer  les  limilesdes  inléi;ralions  relalixcsà  /  el  à  Iq, 
il  >ullil  de  dt'lei miner  eeux  de  ces  plans  tpii  sont  lauj^enls  à  chacun 
des  ellipsoïdes. 

(>omme  'S>  prend  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  ■a~,  on  a 
donc  à  considérer  Ions  les  plans  isotropes  ({ui  touclient  chacune 
dfs  surfaces  ;  deux  >urfaces  homofocales  du  second  ordre  tou- 
chant les  mêmes  j)lans  isolroj)es.  il  en  résulte  immédialement 
que  le  potentiel  n  est  modifié  (pie  par  I  introduction  d'un  facteur 
constant,  lorsipi'on  remplace  un  des  elli|)soïdes  par  un  ellipsoïde 
homolocal. 

Ainsi  (piil  est  facile  de  le  vérifier,  re\|)rcssion  A  a  la  même 
valeur  lorsque  Ton  considère  plusieurs  ellipsoïdes  hoiuofocaux. 


sut  i\  ]\\.]mu  ni:  i.\(;ii:i(iti: 


:(i\CKH\AM- 


Li:S    KOIATIONS    AI.CKinUOl  KS 

l'A»  CiiMti.is  iii:i!MiTi:. 


\'M  ('•Indiiiiil  \c  hciiii  .Méinoire  (|iii  ;i  piiiii  tLiiis  los  Aottif'//cs 
Anntiles  th'  Miitlu'nidtiriue.'i,  a'' série,  l.  Xl\,  i<S<S<»,  sous  le  litre  : 
S(ir  une  mrlhodc  pour  obtenir,  par  ri-ppioximatinn,  les  racines 
(l'une  é<iualion  alL^éhririue  qui  a  toutes  les  racines  réelles  ('), 
j'ai  ('■l('' aiiuMic  à  tiahlir  lox  n'-Millals  aiix(|uels  Lagiierre  (-)  esl  iiar- 
vciiu  sur  ce  sujet  impurlaol  par  une.  mélliode  difTércnle  île  la  sienne 
el   plus  (lirecle.  C'est  l'objet   des  eonsidi-rations  qui  vont  suivre  : 

I.  Suit  J'(^x)  =  o  une  équation  de  dej^ré  /i  dont  les  racines, 
</,  h,  ...,/,  soient  toutes  réelles.  J'envisage  la  somme  symétrique 

(  .r  —  n  )2  (  .r  —  /j  y  '  '  '  (  j-  _  /  ,i 

où  ;  et  z,'  sont  éi^aiemenl  des  quantités  réelles,  et  je  remanjue 
qu'on  en  obtient  facilement  rex|)ression,  si  l'on  décompose  chacun 
de  ses  termes  en  fractions  simples,  par  rapport  à  la  (juanlilé  a, 
en  ('crivaut,  |tar  cxi'nqdf. 

(  ./■  —  //  \-  {  .r  —  n  y-  .r  —  n 

Il  sullit.  l'U  ellet.  de  recourir  aux  relations 


•^'-     '     ,      '     ■ 

1 

% 

J            a-  —  a              .r  —  h 

(  "  )    Voir  p.  S;. 

(')  ICclmninl  /Mf^iici  1 1',  sa  vie  et  ses  lrn\'att:c.  fiar  M.  l-,"ii;;cn<>  Hourlié,  I-^xa- 
MiinHlriir  <li"  s<irli('  à  {"Iv'iiio  I'oIn  U-c|ini(|(in,  l'rdfcssciir  un  Conserv.iloirc  «les 
Vils  fl  Miliors  (Jiiiirnttl  ttc  t'Ilcnte  Polytecltni</iie.  \.\\'  C.iliifr;   i.^.s'i). 


,',<ij|  «HAÏMES    IIF.RMITK. 

itoiir  li'oiiM'i    l.i  \,i|<'iii    Mii\:iiil('  : 

^       (;       '•Hi'-'r)(,n -/,/•)  -Kg  -4-  i-->..r)/r-hn/* 

P 

(^('la  ('•Innt,  joWscrvr  ijii  on  ne  piMil  avoir  S  ^^  <>,  (|iiaiilaiil  »|im' 
los  nuim-ralciirs,  (;  —  //)(;'—  r/ ),(;  —  />)(;'—  />),  ...  no  seront 
nas  Ions  <lc  im^nio  sii;no.  Il  csl  donc  nc'ccssairc,  d'après  les  pro- 
priéu's  du   IriiKunc  du  second  dcf;rt'',  (ju'unc  parlic  des  raisons, 

//,  h se  IroiiNf  dans  rinli'i\alle  compris  entre  \  et  Ç',   et  les 

nulres  en  delioi-s  di-  eel  inlei\  aile.  Par  là  esl  élahlie  la  proposition 
ainsi  énone«'e  par  La},MMTic  : 

.S'/  l'on  di'sii;!!!'  jutr  .r  une  (iiKintitr  n'cllc  </i(('lc(>ii(jii<\  les 
non)hrt's  ;  et  ;  (jui  stilisftnil  à  l<i  rrlalion 

ri  dont  l'un  est  tirhil raire,  sr parent  les  raeines  de  l\'<iH(Ui(in 

,1e  suppose  inainteiiaul  «pi'oii  fasse  ;  =  ;'  dans  la  soniiiie  S,  ipii 
devient  ainsi 

et  je  considère  ré(jualion  suivante  du  second  de^ré  en  X  : 

Il  est  clair  rpu- le  |)reniier  menihre  est  positif  pour  \  r=  r/, />,  ...,  / 
et  prend  une  valeur  né<;alive  très  grande  pour  X  voisin  de  x. 
Adincllanl  donc  (pic  x  lonihe  dans  Tintcrvalle  de  deux  racines 
consécutives,  (|ue  je  désif;nc  par  a  et  0,  en  supposant  a  <  6,  le 
premier  membre  de  l'éupialion  considérée  ayant  des  valeurs  de 
signes  contraires  quand  on  fait  successivement  X  =  «,  \  =  x, 
puis  X  =  jr,  X  =  6,  on  voit  que  les  racines,  X',  X",  sont  com- 
prises, l'une  entre  n  et  x,  l'autre  entre  x  et  0. 

Ce  point  élaMi,  Laguerre  reclierche,  en  disposant  de  la  rpian- 
lilé  ;,  (pli  esl  arbitraire,  les  valeurs  de  X'  et  X"  ipii  se  rappro- 
cheront le  plus  de  r/  et  /> ;  voici  comment  il  procède. 
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ni     Ciiiltlo  \  ;iill    I  i'\  |>l  fSMoii    lie    S     liiiMiu  iiii     \     Siinitosc    ç  =::  ç'      à 
s;i\  ni|- 

_  (  g  -  r  )»  (/'»  -ff  )  -H  9. (  ;  -  .r  )/r  -t-  /i/' 

flic   |iiiil  >  (Miirc  ;iiiiM   : 

(■  —  . r  )■'■(/'■'-//"  )-^-  -m:  -  :r\rr  -  nf^—  (  ^~^/)*=  <• 


(Iciii  ('l.iiil,  I^iigucrrc  se  borne  à  dire  suceinclcincnl  (|iic  les 
riilciirs  ru- In]  m  es  de  \  s'oblicndronl  en  e\|)i-iin;uil  (iiie  le  Iri- 
noin*'  du  seeoiid  dcjjfré  en  ç,  (jiii  lornic;  le  premier  nond)re,  a  ses 
I mines  éf^alcs.  On  rej^rellera,  sans  ddiiir,  (|ii('  rt'niiiK  ni  j;(''()iH('lre 
ne  se  soit  pas  élendu  davanlaj;e  sur  ee  point  essentiel,  et  f|u'on 
n'ait  pas  suriisaninient  la  li-ace  des  idées  (jui  l'ont  conduit  à  la 
déeouNcrlc  d  un  résidtal  imporlanl,  dont  il  a  lait  des  applications 
nombreuses  et  extrêmement  remarc|uablcs  Mais  l'équalion  en  X, 
à  lafpu'lle  il  |)ar\ienl,  peut  «Hre  étudiée  en  elle-même,  indé|)en- 
dammcnt  <lu  procétié  cpii  v  a  eoinbiit  :  c'est  ce  que  je  vais  faire  en 
me  proposiint  ainsi  d'élablir  direclcftienl  sa  pr^piiétt'-  ciiraclé- 
risti(pie. 

Soit,  pour  un  moment,  z,  —  x  =  ^  ;  le  premier  membre  de 
l'éqnation  j)récédenlc  devient 

(r  -ff  )  r-  -^  ■>■//■  :  -  np  -  (  - ^  ^ /) '"  ; 

c'est  une  expression  du  scmnukI  d('i;ré,  en  C.  de  la  forme 

el  la  condilioii  d  (':,";dil<''  des  racines  est 

*  I'"'—  .\C  -+-  \/i-—  >.\\nin  -f-(;/»2=  ,,: 

d(;  1.1  resulle  r(''(|ii;ilinii  (pic  nous  a\(m-'  à  considérer 

\(  n  —  ».  )/  i  —in    -  I  )/•/■"  ]  (  \  —  ./-  )^  _  y  /•/•'  (  \  _  y  )  —  /»  /■*  -  (). 
(icla    et. ml.     |e    dis    que    -on    pieiiiier    nieiiibre    prend    une    \;deur 


^(j^  <.ii.vni.i.s  muMin 

posilivc  l(>r»i|ii'(tn  n   r("m|>la«('  \    |>;ii-  iiiir  <|iicl(iin(|iic  Ai'>  racine 

»lr  rtM|uali»»n  /{.r  )  =  o.  Soil  <i  cclh'  r.iciiic  ;   je  ili\  i-^e  par  le  lac 

I.Mir  positif i-?i'  i<'  M"'  'l"""<"  l'fxprcssioii 

(n  —  i)f*  _  (/i  — i).r  _^ ^z « . 

/'»  /■  (  .r  —  ^  *  /"        (  r  — -  <7  V-  ' 

cela  ('•lant.   je  mels  en  ('v  ulence  le>  (|iiai)l  ili'- 

A=-L-.  H^-U L^        • 


— /> 


.r-/ 


on  cniplovanl  les  relahons 


■-.  ^-  \-^  W 


Im 


Désignons,  «laii^  (  •■  Iml,  par  U,  V,  W  la  somme  des  n  —  i 
(Mianlilcs  B,  (^,  .  .  .,  I.,  la  >t)inme  ilc  Icnirs  cairc's  c\  celle  de  leurs 
proilnits  deux  à  deux.  On  aura  ainsi 


■~  =  A  -H  U, 


el,  en  sid)>l  iluanl.  ikuis  lioiiverons 

,„_  .^  ,(AîH-N  -+-9.AI    ^■>\\)-;An  —  \){\\}  -^  W) 

—  2(  Aï  -I-  AU  )  —  /» A2  r^  (  H  —  'A  )  V  —  ■'.  \\. 


C'esl  Itieii  niie  (piaiilil»'  |)Osilive,  représenlée,  cciniiiie  on  le  voil 
facilemenl,  |>ar  la  s(jinnu'  des  carrés  des  difFérences  deux  à  deux 
Jes  n  —  1  (juanlilés  H.  (>,  .,.,  I^.  Je  remanpic  cnstiiJe  qu'en 
siipposanl  X  =  JT  on  a  nn  îésiillal  n(''<;alif:  nous  avons  donc  celle 
conclusion  que,  si  l'on  désigne  par  a  el  //  deux  racines  consé- 
(iilives  qui  comprennent  a- dans  leur  intervalle,  une  racine  X'  <le 
l'équation  de  I.aguerre  est  entre  a  et  x,  et  l'autre  X"  entre  x  et  h. 
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Or,  on  Irouvc,  on  rcsolviinl.  I.i  l'onmilr 

1 ^  -  /'  ±  /(  /i  —  n  |(  w  —  I  )fTZrirfJ'\ 

\-T  '  nf 

cl  puisque,  dans  riivpollu'sc  admise,  les  deux  solulions  sont  dr 
signes  contraires,  la  racine  positive  (|ui  donne  X" — .r  s'ohlienilra 
en  prcnnnt  le  radical  avec  le  signe  dey. 

Le  résultai  <|ue  nous  venons  de  démontrer  a  conduit  Lagucrre 
à  de  nombreuses  conséquences,  parmi  leS(jucllos  je  signalerai 
cette  formule 

-r  J-' 

cns  —  =  I 


qui  représente  avec  une  grande  approximation,  au  moyen  d'une 

expression  algébrique,  la  transcendante  cos-^>  quand  la  variable 

est  positive  et  inférieure  à  l'unité.  Voici  maintenant  une  considé- 
ration nouvelle  que  suggère  l'analyse  précédente. 

III.  Je  reprends  l'équation  du  second  degré 

f(  n  —  -2  )/■•!  —  (  «  —  I  )//"  ]  (  X  _  x)2  —  if/'{\  —  r)-n/'--.  ... 
et  je  la  généralise  de  la  manière  suivante  : 

(^/'■-^f/")(\-xy—;';/f{X-x)-?,r-=o, 

en  désignant  par  a,  ,j,  v,  o  des  constantes  dont  la  dernière  devra 
être  positive,  afin  que  le  premier  membre  soit  négatif  pour  X  =  x. 
Cela  étant,  je  cherche  sous  quelles  conditions  il  sera  positif 
lorsqu'on  remplace  X  par  l'une  f[uelconque  des  racines  de  l'équa- 
lion  f{j')  =  o,  ou  bien  en  faisant  comme  plus  haut  X  =  a.  On 
est  ainsi  conduit,  si  l'on  conserve  les  notations  précédemment 
employées,  à  la  forme  ([uadratiquc 

a(Aï-(-V-^2AU-+-2\V)  — 2p(AU-^-W)-4-2Y(A2^  AL')  — oA^ 

^  (a  -f-  2Y  —  0)  A!^  2(2  —  [i  -T-  Y)  AU  -  aV  -4-  -..(z  —  p)W, 

représentant  le  résultat  de  la  substitution,  qui  devra  être  définie 
et  positive.  Un  cas  facile  s'offre  si  l'on  a  a  —  [î  -|-  v  t=:  o  ;  il  suffira 
alors  de  poser  a  4-2-.'  —  o  >>  o  et  d'exprimer  (jue  la  forme  à 
//  —  I  indéterminée  a\'-f-'.>(a  —  [ijW  est  elle-même  définie  et 
positive.    Les  conditions  à  rem|)lir  soni  alors  cpie  r  el  l:i  siiile  des 


ilêlL'nuin.inl> 
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a-{J 


a-P, 


a,  a  —  [i,     a       [d 

a-[i,         a.         a  — [i 
a  -  {i,     a  -  3,         a 


soionl  Ions  positifs.  An  inovcn  dos  Irniisfonniilions  t'h'nuMihiirrs 
on  tron\o  f.MilfnuMil  les  c\j)ri\ssit>ns  cxpln  îles  de  rcs  d/lciiiii- 
nanls,  ri  l'on  ohlicnl  les  in('';alilt''S 

a>o.     [ifia  — [i»^   o,     ^î(  3  a  —  v.  [i)  >  « 

(i"->  ](  /;  —  i)a  — («  —  Ojî]  >o. 

()n  iMi  roiicliil   «HIC  y.  <M    [j  doivent    rlic   pd-'ilifs  cl  nssnjcllis  à 
<"Cllo  seule  el  unique  «'oudilinn 


c'cst-à-dirc 


(  fl  —  ]  )  2  (  //  'i  )  [1  >  O. 


Nous    voyons    ainsi    <|ne,    dans    la    niélhodc    d'approxinialion    de 
Lagucrrc,  l'éfpialion  dont  il  fait  usage, 

[{n-x )/'î -(n-  V. )//" ]  ( \  -  r )2 -  ■,//'  ( \  -  .r)  -  np  =  o, 
jK'ul  clrc  remplacée  par  celle  autre, 

(yr--?/r){\-2y-Mo^-?)//'{\-.r>-on=n, 

a,  ^  cl  0  élanl  des  (pianlilés  positives,  telles  qu'on  ait 


^<(^) 


<  a  +  27, 


ou  encore  0  <  2  j j  —  a,  puisqu'on  a  supposé  a  —  [i  -h  y  =  o- 

Voici  mainlenanl  quelcjues  remarques  au  sujet  de  celle  é(pia- 
tion. 

Je  ferai  d'abord,  afin  de  la  réduiie  à  sa  forme  la  plus  simple,  la 
supposition  de  y  =  <^i  tjui  donne  a^  ,j;  on  aura  aussi  la  condi- 
tion o<;a;  cela  étant,   nous  trouvons  l;i   formule  suivante  : 


^-X 


V^ 


/ 


C'est    précisénicMl,    pour   le   cas   limite    de    0  =  a,    le    résullai 
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rcinar(|tit'  par  Lof^uerrc  au  dôhiil  (!<'  son  Mi'nioirc,  et  «iiii  ;i  «h-  le 
point  tlo  départ  de  loiil  son  travail. 

Pro|)»)sons-noii.s  ensuite  cette  question,  (pii  se  présente  d\llc- 
niénie,  de  disposer  de  a  et  ,3,  en  siip[)osant,  coniiMi'  on  Ir  peut. 
0=1,  de  manière  (|ue  les  (piantil<'s  X' et  \"  approelienl,  autant 
que  possil)l<',  des  deux  racines  consécutives  a  cl  h  d<;  r»'tpiati(in 
proposée  fix)^o.  On  y  parviendra  évidemment  en  rcndiinl 
nKi.rimiim  la  dillercnce 

^  ~  ^  -  '         ^.n^^r        ' 

lorsque  a  et  'i  |)reniit'iit  tontes  les  valeurs  positives  sous  les  coiiili- 
lions 


^<(^)-     ■<-? 


Il  convient,  pour  traiter  la  (jnestion,  de  représenter  géoniélri- 
quemcnl  ces  conditions  en  considérant  a  et  [^  comme  l'abscisse  et 
l'ordonnée  .r  ct^  d'un  point  ra[)porlé  à  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. Cela  étant,  je  construis  les  droites 

\  n  —  a  / 

qui  se  coujx'mI  on  un  point  ayant  pour  coordonnées 

_  n  —  2  _  n  —  I 

Il  •  n 

Soit  A  ce  point,  AM  et  AN  les  portions  indélînies  des  deux 
lignes,  dirigées  dans  le  sens  des  abscisses  positives;  on  voit  faci- 
lement (pie  l'on  doit  considérer  tous  les  points  renfermés  dans 
l'angle  M  AN,  dont  les  coordonnées  sont  positives  et  vérifient  les 
égalités  proj)Osées. 

Soit,  maintenant, 

■'•f-y/r  ~ 

m  étant  une  constante  que  nous  ferons  varier  afin  d'en  obtenir  le 
rna.rinn/ni.  Pour  chaque  valeur  de  m,  on  obtient  une  hyperbole 
dont  I  é(|ualioii  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante,  si  l'on  pose 

tn  *  (  .r  —  nv  )'  —  (v  —  y)*  —  x  -¥■  oy  =  o. 
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Jo  roinarquorai  maintcnanl  c|ur  nos  (Kmi\  droilos  sonl  dos 
sécantes  roolles  :  la  promicro.  comme  passant  par  rorii;iiu\  (]ui 
est  un  point  de  la  courbe;  la  seconde,  parce  (pie  récpialion  qui 
détermine  les  ordonnées  des  points  de  rencontre,  où  je  fais,  pour 
abréger,  h  =  a  —  i, 

( m* A'  —  I )^' -h  (i m b  -^-  a )y  -t-  m*  =  o, 

a  pour  discriminant  la  quantité  positive 

4(.<i  —  I  »'  «j-~  «'. 

Ceci  posé,  considérons  la  suite  des  hyperboles  qu'on  obtient  en 
taisant  varier  m.  Le  maximum  de  cette  constante  corresjiondra 
à  une  valeur  telle  qu'un  chani^emenl  infiniment  petit  donne  une 
courbe  extérieure  à  l'angle  MAN,  et  cette  circonstance  ne  peut 
se  produire  qu'à  l'éijard  d'une  hyperbole  tangente  à  l'un  des 
cotés    de    l'angle    ou    passant    par    son    sommet.    Or    la    droite 

J' =  ( )  X  ne  peut  avoir  pour  point  de  contact  (|uc  l'origine 

des  coordonnées,  el  ce  point  ne  se  trouve  pas  sur  AM.  Quant  à 
l'autre  côté,  l'équation  en  y,  que  nous  venons  de  fornu-r,  montre 
qu'il  ne  peut  devenir  tangent  à  1  hyperbole,  puisqu'il  est  impos- 
sible que  le  discriminant  de  l'équation  s'annule.  La  valeur  de  m 
s'obtiendra  donc  en  admettant  que  la  courbe  passe  par  le  point  A, 
et  les  valeurs  cherchées  de  a  et  ^  seront  les  coordonnées  de  ce 
point,  à  savoir 

/i  n 

Nous  sommes  ainsi  conduit  à  l'équation 

[{n-  i^f'-in  -  i)//']  {jc  -  X)î-  2//"  (r  -  X  i  -  np=  o 

par  des  considérations  entièrement  différentes  de  celles  de  La- 
guerre,  ce  qui  donne  une  confirmation  complète  du  beau  résultat 
découvert  par  léminent  gc-omèlre. 
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nôme entier 3i8 

Sur   la    réduction    en    fractions   continues    d'une   classe    assez   étendue  de 

fonctions 322 

Sur  la  réduction  en  fraction  continue  de  e*''^',  F  (a:)  désignant  un  polynôme 

entier 325 

Sur  la  fonction  exponentielle 33<) 

^       I     /       .•       /-^  -f-  I  \w  „, , 

Sur  bi  fonction  I  1    .',\\ 

Sur  quelques  théorèmes   de   M.    liciiiiilc    (extrait    d'une   lettre  adressée  à 

M.  Uorthurdl  ) 3Go 


TADI-F.    I1K8    MATIKHEH.  Î71 


CALCUL    INTEGRAL. 

I';ier«. 
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Sur  l'attraction  qu'exerce  un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  extérieur..  Ifod 
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